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SUR  LE  NOMBRE  DES  RACINES 
COMMINES  A  PLIISÏELRS  ÉOIATIONS  SLlllLTANÉES; 

Par  m.  Emile  PICARD. 


La  reclierolie  du  nombre  des  raeines  communes  à 
plusieurs  équations  simultanées  a  fait  autrefois  l'objet 
des  travaux  de  Gaucliy,  et  de  Liouville  et  Sturm.  Plus 
récemment  M.  Kronecker  a  rencontré  aussi  cette  ques- 
tion dans  ses  profondes  reclierclies  sur  les  caractéristi- 
ques des  systèmes  de  fonctions  de  plusieurs  variables 
(^Monatsherichte,  1869).  Je  vieus  de  traiter  ce  problème 
dans  mon  Cours  à  la  Faculté  des  Sciences;  un  résumé 
de  la  Leçon  que  j'ai  faite  à  ce  sujet  pourra  peut-être  in- 
téresser les  lecteurs  de  ce  Recueil.  Nous  allons  nous 
borner  aux  cas  de  deux  et  de  trois  équations  simulta- 
nées ;  l'extension  de  la  méthode  à  un  nombre  quelconque 
d'équations  ne  présenterait  aucune  difticulté. 

1.   Soient  d'abord  les  deux  équations 

Fi(^,7)  =  o, 

F,  et  F2  étant  des  fonctions  continues  de  x  et  y  ainsi 
que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dans  une 
certaine  région  du  plan.  Soit  dans  cette  région  une 
courbe  fermée  C;   je  suppose  qu'il  n'y  ait  pas  sur  cette 
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courbe  de  point  correspondant  à  une  solution  commune 
aux  deux  é(juations  précédentes. 
Je  considère  l'intéijrale  curvilimie 


I  = 


il 


Prf:r-hQrfv. 


prise  le  lon^  du  contour  C  et  dans  le  sens  direct,  c'est- 
à-dire  en  ayant  à  sa  gauche  l'aire  enveloppée.  On  a  posé 


P  = 


'l.r 
dx 


Ff 


F- 


D   =: 


F. 

F^ 

1 

^'\ 

-i-  v\ 

Un  calcul  immédiat  montre  que  l'on  a 


Ou  en  conclut  de  suite,  d'après  un  tliéoième  bien 
connu,  (jue  l'intégrale  sera  nulle  si  P  et  Q  sont  continues 
à  Tinléiieur  de  C,  c'est-à-dire  s'il  n'y  a  pas  de  racine 
commune  aux  deux  équations  à  l'intérieur  de  ce  contour. 

Supposons   maintenant  qu'il  v  ait  à  l'inlérieur  de  C 

lia  point   A   correspondant  à  une  racine  commune  aux 

deux  équations.  Au   lieu   de  calculer  I  en    intégrant  le 

long  de  C,  nous  pouvons  intégrer  le  long  d'une  courbe 

«pu'Iconcpie  entourant  le  point  A.  Oi-  prenons  ce  point 

pour  origine,  et  développons  F,  et  l'o  d'après  la  formule 

de  Taylor 

Fi(ar,j)=  aior-h^ij-h..., 

Fj  (  or,  y  )  =  a^  x  -h  b^  -(-...; 

je  dis  (pie  l'intégrale  ih'  changera  pas  de  valeur,  si  nous 
réduisons  !',  et  1"\,  à  ses  ternu's  du  premier  degré.  En 
elVel,  e«)n(<'\()ns  qu  on  intègr»'  le  l<»ng  d'u!!  cercle  de 
rayon  ->  ax.inl    \  pour  «enlie;  nous   aurons  dans  l'inlé- 
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giale  1  un  lorrru.'  iiulépeiidariL  de  p,  et  une  paille  deve- 
nant infiniment    petite   avee   p.  Le  terme  indépendant 
de  p  n'est  autre  que  l'intégrale  I  où  F,  et  Fo   sont  rem- 

plaeées  par 

a^x  -\-  by}'     et     a^x  -\-  b^y  : 

la  sceonde  partie  doit  disparaître,  puisque  l'intégrale  ne 
dépend  pas  de  p. 
Nous  avons  done 

Ti     r  X  clx  —  y  clx 

~    271  J      [(«1^  -h  6iJK)-  +  («2^-H  ^27)^]   ' 


ou 

D 


«j      bi 


Nous  devons  par  suite  calculer  la  valeur  de  l'intégrale 
précédente  le  long  d'une  courbe,  d'ailleurs  quelconque, 
enveloppant  une  fois  l'origine.  Pour  faire  rapidement 
le  calcul,  intégrons  le  long  de  l'ellipse 

(E)  («1^7  + 61 7)2-1- (a, 3"+ 627)^=  I- 

En  désignant  par  a  et  ^  les  angles  faits  par  la  nor- 
male extérieure  à  la  courbe  avec  les  axes  Ox  et  O  1  ,, 
nous  avons  d'ailleurs  d'une  manière  générale,  en  dési- 
gnant par  ds  l'élément  d'arc  essentiellement  positit, 

dx  =  —  ds  cos  ^ ,         dy  =  ds  cos  a  ; 

l'intégrale  devient  donc 

D    r 

1=  —    /   (;r  cosa  H-j' cos  P)  <n?5, 

OU,  en  appelant  /•  le  rayon  vecteur  allant  du  centre;  de 
l'ellipse  à  l'élément  ds  el  cp  l'angle  aigu  fait  par  ce  rayon 
vecteur  avec  la  normale 


I  =  —    /    /•  ros'^i  ds. 
1  iz  J 
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Mais  il  est  manifeste  que  l'intégrale  qui  figure  dans 
le  second  membre  représente  le  douJ)le  de  l'aire  de  l'el- 
Jipse.  Or  on  trouve  de  suite  que  l'aire  de  l'ellipse  repré- 
sentée par  J'équation  (E)  est  égale  à 


en  désignant  par  |I)|  la  valeur  absolue  de  D.  On  a  donc 


J  = 


D 


cl,  par  suite,  1  =  zt  i ,  suivant  que  D  est  positif  ou  né- 
gatif. 

Quant  à  D,  ce  n'est  autre  chose  que  la  valeur  du  dé- 
terminant fonctionnel 


ÔF, 

rJF, 

dx 

ày 

(JF, 

dY^ 

ôx 

ày 

au  point  A.  Dans  Je  cas  donc  où  il  y  a  à  l'intérieur  de  i. 
une  seule  racine,  la  valeur  de  1  intégrale  I  sera  dii, 
suivant  que  le  déterminant  fonctionnel  de  F|  et  Fj  ^^ 
point  A  est  positif  ou  négatif. 

S'il  y  '1  ^  l'intérieur  de  C  un  nondjre  (juelconque  de 
racines,  on  conclut  immédiatement  de  ce  qui  précède  le 
théorème  suivant  : 

IjU  valeur  de  I  est  égale  à  la  dijjèrence  entre  le 
/iotfihre  (les  racines  contenues  dans  C.  pour  lesquelles 
h;  dcU'.rmuuint  fonctionnel  est  positif,  et  celles  pour 
lesquelles  le  déterminant  fonctionnel  est  néij^atif 

Il  esl  cl.jjr  (pic   nous   avons  (*\(ln   dr  nnirc  analyse   le 
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cas  où  pour  une  racine  Je  déterminant  fonclionniîl  serait 
nul,  c'est-à-dire  le  cas  des  solutions  multiples. 

Remarquons  encore  que  le  tliéorèiuc  précédent  auiait 
pu  être  établi  j)lus  rapidement,  puiscjue  l'on  peut  écrire 


i^    rrf(arctang|2), 


mais  j'ai  voulu  suivre  une  marche  entièrement  ana- 
logue à  celle  dont  je  vais  faire  usage  pour  le  cas  de  trois 
équations. 

2.   Soient  maintenant  les  trois  équations 

F3(^,J,  ^)=^  o, 

et  S  une  surface  fermée  limitant  un  certain  volume.  Je 
considère  l'intégrale  suivante  étendue  à  la  surface  F 

I  =  -;—   I  j  k  dy  dz  -t-  13  dz  dx  -f-  G  dx  dy, 


ou 


A 


F2 
F3 


ôy  dz 

(}F2  ()F2 

dy  dz 

r)F3  d¥^ 

ôy  dz 


(Ff- 
Fi 

F2 

Fa 


B  = 


Fi4-F|)^ 

f)Fi     d¥i 
dy        dz 

d¥j,     d¥j 
dy       dz 

d¥.,     d¥^ 
dy       dz 

(Ff  +  Fl-hFf)^ 


F, 


(    'o  ) 
ôx 
dx 


C  = 


dx 


F,     '1^1     '^ 


^y 


(Ff-+-F| 


ny 


On  vérifu;  facilciiicnt  que,  tjuelhîs  (jiie  soient  les  trois 
fonctions  F|,  Fo  et  F:j,  on  a  l'identité 


Ox 


Oh 
Oy 


Oz 


Par  conséquent,  d'après  une  proposition  bien  connue, 
l'intégrahî  I  ne  change  pas  quand  on  déforme  Ja  sur- 
face d'intégration  S  sans  rencontrer  de  points  où  A,  B 
et  C  cessent  d'être  continus.  Il  en  résulte  que  linté- 
grale  1  sera  nulle,  s'il  n'y  a  pas  de  racines  communes 
aux  trois  équations  à  l'intérieur  de  S. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  à  l'intérieur  de  S 
un  point  A  correspondant  à  une  racine  commune  aux 
trois  équations.  Au  lieu  de  calculer  I  en  intégrant  le 
long  de  S,  nous  pouvons  intégrer  le  long  d'une  surface 
(juelconque  entourant  le  point  A.  Or  prenons  ce  point 
pour  origine,  et  développons  F,,  F^,  V:\  d'après  la  for- 
mule de  Tavlor 


F,(.r,j,  z)=  <7,.r  -(-  h^y  -4-  c,  c  -^ 

Vi{x,y,z)  =  aiX-^biy-'r-CiZ  -i- 

F3(:r,7,  3)=rt3a:-^A3  r-^  c^z  -h 

iNous  montrerions  ici,  connue  plus  haut,  que  l'inté- 
grale ne  change  pas  de  valeur-,  si  nous  léduisons  1'^,, 
l'j  cl  I*':,   à   ses  termes   du    premici-  degré,  i^  inl^gi-de  I 


I  = 


(  ■>  ) 


X  dv  dz  -\-  Y  dz  dx  -f-  z  dx  dy 


-H  (<7  2  X  -h  boy  H-  C2  5)2  +  (  «3  .r  -+-  b:^y  ■ 


■i^y4\ 


en  posant 


a  y 

^^1 

Cl 

«2 

^2 

C2 

«3 

b^ 

C3 

D  = 


qui  est  supposé  essentiellement  dilïérent  de  zéro. 

En  désignant  |.ar  a,  j^,  y  les  cosinus  des  angles  faits 
parla  normale  extérieure  à  la  surface  d'intégration  avec 
les  axes  de  coordonnées  et  en  appelant  di  l'élément 
essentiellement  positif  de  la  surface,  nous  devons  poser 

dy  dz  =  cosa  di,         dz  dx  =  cos  p  d(J,         dx  dy  =  cos  y  da. 

Si  donc  nous  intégrons  le  long  de  l'ellipsoïde  E 

\  («ix  +  61  7  H-  Ciz)^-{-( a.2X  -h  b^y  -+-  c^z)- 


(E) 


l'intégrale  deviendra 


-t-  (  «3  a-  H-  63  J  4-  C3  ^  )2  —  I  ^ 


I  =  • —    /    I  (x  COS  a  -t-  r  cos  8  h-  ^  cos  y  )  <i?cr, 

ou,  en  appelant  /•  le  rayon  vecteur  allant  du  centre  de 
l'ellipsoïde  à  l'élément  r/o-,  et  cp  l'angle  aigu  fait  par  le 
rayon  vecteur  avec  la  normale, 


D    rr 

—    il  r  coi 


sep  â?a. 


Mais  l'intégrale  double,  qui  figure  dans  le  second 
membre,  est  égale  à  trois  fois  la  somme  des  pyramides 
élémentaires  de  sommet  A  et  de  base  (^/o-,  et  par  consé- 
quent égale  à  trois  fois  le  volume  de  rdlipsoïde  E.  Or 
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on  tiouve  sans  peine  que  le  volume  de  (E)  est  égal  à 

4 
s' 


par  suile,  on  a  encore  l'égalilé 

I 


D" 


cl  nous  an  i vous  linalemenl  au  même  énoncé  (jue  pour 
le  cas  de  deux  équations  : 

L'i/Uag/alc  1  est  égala  à  la  flijjé/ence  entre  le 
noinhie  des  racines  contenues  dans^^  pour  lesijuelles  le 
déterminant  fonctionnel 


.;f, 

ÙV, 

r)F, 

ùx 

dy 

Oz 

<)^^ 

d¥^ 

,W^ 

dx 

ày 

àz 

f)F3 

àY^ 

d^i 

dx 

<^y 

f)Z 

est  positif ,  et  celles  pour  lesquelles  ce  déterminant  est 
négatif. 

On  voit  le  rôle  important  joué  par  le  signe  du  déter- 
minant fonctionnel;  c'est  seulement  (juand  ce  détermi- 
nant aura  un  signe  invariable  à  i  intéiieui*  de  S  que 
les  considérations  précédentes  donneront  le  nombre 
exact  des  racines.  Ainsi,  par  exemple,  pour  le  cas  de 
deux  é(piations 

F.2(j',7)r-=  o. 

si  1', -|- /  r'.j  est  une  fonction  analvti(jue  de  X-+-/7.  le 
déterminant  fonctionnel  sera  une  sonune  de  carrés;  ou 
.lur.»  <lnnc   exaeleuK  ni   p.n    l'inh'iirale  1   le  nombre  des 


(    >3  ) 
racines  situées  dans  nn  conlour,  et  1  on  retombera  ainsi 
sur  le  théorème  de  Caueliy. 

Pareillement,  étant  données  les  deux  équations 

P{x,y)=o, 
Q(^,7)=o, 

où  P  et  Q  désignent  cette  fois  des  fonctions  analytiques, 
uniformes  et  continues  des  deux  variables  complexes  x 
et  j'  (nous  posons  x  ^=:  x' -h- i x" ^  j  =j'  -\-  ij")^  ces 
deux  équations  reviennent  aux  quatre  équations  réelles 

P,(x\x",y',y')=o, 
Qi(a7',rr",7',j")=o, 

q,{œ',x",y,y')  =  o, 

et  l'on  pourra  représenter  par  une  intégrale  définie  le 
nombre  des  racines  communes  à  ces  quatre  équations, 
correspondant  à  des  points  situés  à  l'intérieur  d'une 
surface  S  de  l'espace  à  quatre  dimensions  (x' ,  oc" ^  y' ^y")] 
le  déterminant  fonctionnel  des  quatre  fonctions  P  et  Q 
a  en  eiïet  un  signe  invariable. 


IVOTE  SUR  LA  OUESTION  DE  MÉCANIOIE 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  M  1887; 

Par  m.  de  SAINT-GERMAIN. 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.   Kouclié. 


Puisque  vous  avez  bien  voulu  me  dire  que  je  pourrais 
être  utile  à  quelques  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  en 
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leur  indiquant  une  solution  du  problème  de  Mécanique 
proposé  à  l'Agrégation  en  i88-,  je  vais  montrer  qu'on 
peut,  par  la  voie  la  plus  naturelle,  arriver  à  cette  solu- 
tion et  la  pousser  aussi  loin  que  le  permettent  d'ordi- 
naire les  problèmes  sur  le  mouvement  des  systèmes 
matériels. 

Soit  S  un  cône  droit,  homogène,  dont  le  sommet  O 
est  immobile  et  dont  chaque  élément  m  est  attiré  vers  un 
point  fixe  F  par  une  force  égale  au  produit  de  sa  masse 
par  sa  distance  au  point  F  et  par  une  constante  oj-  •  la 
hauteur  OH  du  cône  est  égab^  à  a,  le  rayon  de  base  à  ia, 

8 
OFà  -  a\  enfin,  à  l'instant  initial,  l'angh'  FOH  est  droit 

et  S  animé  d'une  vitesse  de  rotation  10^2  autour  de  la 
bissectrice  de  cet  angle.  On  demande  de  déterminer  le 
mouvement  ultérieur  du  cône  et  la  réaction  du  point 
fixe;  OM  étant  l'axe  représentatif  de  la  rotation  instan- 
tanée, montrer  que  le  point  M  décrit,  dans  le  cône  et 
dans  l'espace,  deux  herpolhodies  et  chercher  les  quadri- 
ques  correspondantes;  indiquer  la  position  relative  des 
cônes  lieux  de  l'axe  instantané  dans  le  solide  S  et  dans 
r espace. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  fixes,  OX,,  0\  , , 
OZ,,  dont  le  dernier  est  dirigé  suivant  OF,  et  trois  axes 
OX,  0\,  OZ  liés  invariablement  au  cône,  OZ  étant  di-« 
rigé  suivant  OH.  Nous  chercherons  d'abord  les  moments 
d'inertie  A  et  C  de  S  par  rapport  à  OX  ou  OV  et  par 
rapport  à  OZ  :  £  étant  la  densité  du  cône,  a  sa  masse, 
on  trouve  bien  aisément 


\=    r    \Tzzz'-  (y-   ;;2_4_\  rfz  ^-^  i:ia'-^  l'  [xflr 
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cette  égalité  simplifiera  Ijraueoup  les  Kvsultats  que  nous 
devons  obtenir. 

D'autre  part,  les  atti-aclions  (jui  s'exercent  suivant  la 
loi  donnée  ont,  comme  on  sait,  une  résultante  R  appli- 
quée au  centre  de  gravité  G  du  cône  et  égale  à  ijloj-GF. 
Nous  définirons  la  position  du  solide  à  l'aide  des  trois 
angles  d'Euler  B,  '-L,  's.  Le  couple  qu'on  introduit  en 
transportant  R  parallèlement  a  elle-même  au  point  G  a 
son  axe  K  dirigé  dans  le  plan  des  .r,j)i,  faisant  avec 
OX,  l'angle   i8o"-|-  <l  et  égal  à 

[i.w2  GF  X  OF  sin  GFO 

=  aw^OF  X  OGsinGOF=  ~  ixto^  a^  f^mO. 

Il  est  facile  de  trouver  les  projections  de  l'axe  K  sur 
les  axes  mobiles  et  de  former  les  équations  d'Euler  :  en 

les  divisant  par  -  ato^a-,  elles  deviennent 

(f)     -^  =  —  cu-sin  0  COSC5,  -^  =  oj2  sinO  sin  Ci,  — -  =  o. 

^  '      dt  '  dt  '  dt 

La  dernière  donne  immédiatement,  eu  égard  aux  con- 
ditions initiales, 

(2)  r  =  (o. 

Pour  obtenir  d'autres  intégrales,  je  rappelle  les  rela- 
tions qui  existent  entre  /j,  </,  /'  et  les  dérivées  des  angles 

d'Euler, 

.    ^    .        d'I  dii 

}  =  sin  u  sin  o  -j^  -h  cos  es  -^-  ? 
'  dt  '  dt 

.    ^  dûj        .        di) 

^  1  ^  '  dt  '   df 

d'il  „  dAi 

dt  dt 

Cela   posé,   éliminons   to^   entre  les    deux    premières 


(  >^  ) 

équations  {  i )  : 

<h>  du 

-SI II  'i  -7 — h  cos  c  -j-  =  u  : 
'   f/t  '    df 

multiplions  par  su\h  dt  et  intégrons  par  parties;    nous 
aurons 

>iii  0  {p  sin'i  -h  (j  coso) 

—  /  (  /?  si  n  o  -I-  ^  cos  'v  )  cos  0  ^0 

—  j  {p  cos  cp  —  <7  sin  '^)  '^in  0  r/cp  =  const. 
ou,  en  remplaçant/?  et  q  par  leurs  valeurs  (3), 

sin20  -^  —    /  sinO  (  cosO  1-^  -h  î-^  )  r/0  =  const.. 
r//        ./  \  dt         dl  j 

le  coefïicient  de  sinOr/0  est  égal  à  /•  ou  à  (o  et  Ton  a,  en 
intégrant, 

d^ 

(4)  sin'O -7^  -h  focosO  =  fo. 
^  dt 

Ajoutons  enfin  les  deux  premières  équations  (i)  après 
les  avoir  multipliées  par.?./)  et  iq  ' 

{ht  d(i  ^    ■    ,  •       V 

•>.p  -J — ^  ><l  ~j~  ~  ~  '"^  •'*'"  H  /' c<»s o  —  ^  sin  (p) 

,    •    r  ^/^> 
=  —  2w'  sin  0  -,  ; 
dt 

l'intégrale  est,  en  tenant  rompte  des  données  initiales, 

(5)  />'-+-  7*=  -7—  -h  sin*0  -7^  —  (o'(i  -h  •)  cosO). 

(it^  flt^ 

On  j'ùl  pu  écrire  direelement  les  intégrales  (2),  (4) 
et  (5);  les  d<*ux  premières  expriment  (juc  les  projcc- 
lions  de  l'axe  du  couple  des  (juantités  de  mouvement 
sur  ()/  et  sur  C)/,  sont  constantes;  cl,  en  eirct,  d'après 
iiiK    i(*mar(piedc  M.   Hcsal.  I.i   Nitessede  l'cxlrémilé  de 


(  ■?) 

cet  axe  est  représentée  par  K,  perpendiculaire  sur  OZ 
et  sur  OZ,  ;  l'intégrale  (5)  est  celle  des  forces  vives,  le 
travail  de  R  étant,  comme  on  sait, 

-  noj'  [(GF)o— Gf']=  ^  (xa2w2cose. 

De  l'équation  (4)  nous  tirerons 

,fi.  ±\^  _  ^^ 

^^  dt        i-f-cos6' 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  (5),  nous  aurons 

^62^  cos6C9.  ^  cos6^ 
(7)  5p=-- -— 

cos2  _  (3 

Si  l'on  pose  sin  -  B  =  --•>  on  peut  tirer  de  cette  équa- 
tion 

•        I    A  ï  (  JA  (  .       ^\ 

sin  -  y  =   — _i  cosam  \^t\  /  -  ]  mod  -^     ; 

2  v/2  \       V^    2/  V  v/3/ 

mais,  sans  recourir  aux  fonctions  elliptiques,  on  peut 
conclure  des  équations  (6)  et  (7)  que  9  décroit  d'abord 

depuis  -  jusqu'à pour  revenir  à  -?  et  ainsi  de  suite, 

tandis  que  ^j^  croit  constamment  et  sans  limite.  Sur  une 
spbère  décrite  du  point  O  comme  centre  avec  a  pour 
rayon,  le  lieu  du  point  H  sera  une  courbe  formée,  en 
général,  d'une  infinité  de  boucles  tangentes  au  grand 
cercle  situé  dans  le  plan  des  x^y ^  et  s'entrecoupant  au 
point  qui  est  sur  la  partie  positive  de  OZi. 

L'équation  (2)  et  la  dernière  des  équations  (3)  don- 
nent 

d^  t,  d<i>  o)  dà 

-/   =  a>  —  cos  Q  —i-  = =  —T  . 

dt  dt         I  -h  cos  6        dt 
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ou  peut  choisir  les  axes  de  sorte  que  '^  et  'l  s'aunulent 
pour  t  =  o\  ces  deux  angles  seront  constamment  égaux, 
ce  qui  achève  de  nous  faire  connaître  le  mouvement  du 
cône. 

Il  s'asfit  de  calculer  la  réaction  E  exercée  par  le  point 
fixe.  Soit  J  l'accélération  du  centre  de  gravité;  les  forces 
extérieures  R  et  E  avant  pour  résultante  J|jl,  on  en 
pourra  conclure  la  projection  de  E  sur  un  axe  quelconque. 
Je  chercherai  les  composantes  de  E  :  i"  suivant  la  traceOU 
du  plan  OXY  sur  OX,  Y|  5  2°  suivant  la  droite  0\  per- 
pendiculaire à  OU  dans  le  plan  des  xj  '^  3°  suivant  OZ; 
c'est  celles  qu'on  calculera  le  plus  facilement  si  l'on  se 
rappelle  les  formules  de  Rivais  qui  expriment  les  com- 
posantes de  l'accélération  d'un  point  x,  j> ,  ~  d'un  solide, 
savoir  : 

dq  dr 

J^  =  p(  px  -  qy  -  rz   —Kv-^T  -=-^  -y  ^  ^ 

1  /  .  dr  dp 

J,  =  qipx  -  qy  -  rz  .-  cr^i  -x  -  -  z  —, 

dp  dq 

J,  =  r{px  -  qy  -  rz  )-  iv^z  -y  -^  _  x  -^. 

3 
Remplaçons  x,  v-,  -  pai'  les  coordonnées  o,  o,  -«du 

point  G,  ^»  ^^  ^1^^*'  leurs  valeurs  (i),  />,  ^,  r  par 

leurs  valeurs  (3)  et  supposons  ^  =  o  :  nous  aurons  les 
projections  de  l'accélération  du  point  G  surOL,  OV, 
OZ  : 


J..:^?«c..ine(..-^), 

i      >  dt*-  dr-  ' 


(   '9) 
Les  projections  de  R  sont 

R„=o, 

g 
Ri/  =^  ^  'uu-a  sinO, 


R 


\  ^  4 


On  trouve,  en  définitive, 

n*tt  =  .'J'-  J  a  —  K«  =:  -  aa  Cl»  -7-  =    -  ixm-  a  y 

4  dt         i^  I  „ 

cos  -  e 
1 

Ev  =  —  ^ —  ♦ 

:io  I  —  cosT 

E-  = atu^acosft, 

10   ' 

et  la  discttsac^  de  ces  formules  n  otfre  pas   de   diffi- 
cultés. 

Considérons  maintenant  Taxe  OM  qui  représente  la 
rotation  instantanée  tv  de  S  et  cherchons  le  lieu  V  du 
point  M  dans  le  cône.  Les  coordonnées  relatives  de  ce 
point  sont  p^  q^  r  :  r  restant  égale  à  eu ,  la  li^e  V  est 
située  dans  un  plan  II  qui  coupe  orthogonalement  OZ  en 
un  point  'tL^ç^  P  à  la  distance  w  de  Torigine:  faisons 
PM  =  p,  MPVl)  r=  A  et  cherchons  comment  varient  ces 
coordonnées  avec  le  temps.  On  a  d'abord 

(»)  COSQ: 


^X^ii- 


Différentiant  la  valeur  de    z-^  élevant    au    carré   et 
tenant  compte  de  l'éqnation  (7)7  on  a 

dz-  6/6- 


(   ^o) 
ou,  en  remplaçant  cosQ  par  sa  valeur  (8), 

D'autre  part,  en  vertu  des  équations  (i),  (3),  (6),  on 
a,  pour  le  double  de  Ja  vitesse  aréolaire  du  point  M, 

^  d\  dq  dp         ,  •    A/       •  \ 

p2  — -  r=  p  — ^-  —  q  -j-  ^z  oj2sin9( /?  sincp  h-  q  coscp) 

CLv  de  Clt 

d'h 
==w2sin26y        =(0^1  —  0056): 

remplaçant  encore  cosQ  par  sa  valeur  (8),  il  vient 

(10)  p2^^io,(3to2_p2), 

M.  Darboux  a  montré  que  la  forme  des  équations  (9) 
et  (10)  est  caractéristique  :  elles  définissent  le  mouve- 
ment d'un  point  qui  décrit  une  berpolliodie,  dans  l'ac- 
ception générale  du  mot.  Soit  un  mouvement  de  Poinsol 
défini  parles  équations 

_L  ^'  —  /i  __  i  \    '  ' 

a    dt    ~\b        c/^      ' 

les  c[uantités  ^  »  ^  2  ont  des  valeurs  constantes 
/i,  ^2,  et  la  c[uadrique 

.r2         r2        z2 
abc 

touche  un  plan  fixe  aux  divers  points  de  l'herpolliodie 
correspondante^  les  variations  des  coordonnées  p,  À  du 
point  de  contact  sont  données  par  les  équations 

.,  <'/p2  .  /  .  m 


<{r- 


,  dk        ^    /?  p2  -    m 


(  «'  ) 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

m  =  ~  -^A^ff'-  h){i^ff~  f^)(cg''-  h). 

Il  sulfit  d'identifier  les  dernières  aux  équations  (9)  et 
(10)  pour  avoir 

,        •  ï  3     „ 

h  =  -j  g=  — j  m  =  — 7w2, 

4  '2  0)  4 

a  =  ^  210^^  6  =  0,  c  =  2  W-. 

La  quadrique  qui  correspond  à  l'iierpolliodie  V  se 
réduit  donc  à  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  infini- 
ment aplati  et  la  polhodie  est  un  arc  de  l'hyperbole 
équilatère  représentée  par  l'équation  z- — :r-=  2w-. 
L'équation  de  l'iierpolliodie  \  s'obtient  en  éliminant^/ 
entre  les  équations  (9)  et  (10)  ;  la  forme  de  cette  équa- 
tion et  le  fait,  aisé  à  établir,  que  V  n'a  pas  de  point  d'in- 
flexion, montrent  que  cette  courbe  ressemble  à  une  lijpo- 
cycloïde  dont  les  festons  toucheraient  le  cercle  décrit  du 
point  P  comme  centre  avec  w  pour  rayon,  tandis  que  les 
points  de  rebroussement  seraient  sur  un  cercle  de  rayon 
cjy/3.  Le  rayon  vecteur  PM  tourne  constamment  dans  le 
sens  positif  :  comme  il  varie  entre  co  et  toy/3,  OiVI  varie 

entre  co  ^1  et  sto,  ce  qui  limite  l'arc  d'hyperbole  qui  joue 
le  rôle  de  polhodie^  quand  OM  atteint  sa  limite  '2Cjj, 
le  plan  de  l'hyperbole  est  perpendiculaire  au  plan  II. 

Dans  l'espace,  les  coordonnées  du  point  M  sont  égales 
aux  composantes  delà  rotation  iv  suivant  les  axes  fixes, 

,  ^6         ....   do 
p^  -=1  cos  «l»  — h  sin  6  sin  ^  — '  , 

.     .  d^         .    ç.         ,   do 

q\  =  51119  — sin  0  COS'';  - ,-  -> 

^  ^  dt  ^  dt 

d'ii  .  do 

^        dt  dt 


(  '-2  ) 

Nous  avons  pu  faire  en  sorte  que  les  o  et  à  fussent 
constamment  égaux  ^  on  aura  donc 

il  en  résulte  évidemment aue,  dans  l'espace,  le  point  M 
décrit  une  lierpolhodie  Vj  égale  à  V,  située  dans  un 
plan  n,  qui  coupe  orlhogonalement  l'axe  OZ,  en  un 
point  P<  tel  que  0V^  soit  égal  à  w;  seulement,  le  rayon 
vecteur  P<  M  tourne  dans  le  sens  négatif. 

On  pourrait  donner  au  solide  S  le  mouvement  qu'il 
prend  dans  les  conditions  données  en  supposant  qu'il 
soit  lié  invariablement  à  un  cône  (C)  qui  aurait  O  pour 
sommet,  V  pour  base  et  faisant  rouler  (C)  sur  un  cône 
égal  (Ci)  qui  a  V<  pour  base;  les  deux  cônes  seront 
constamment  symétriques  par  rapport  à  leur  plan  tan- 
gent commun;  toutefois,  ils  coïncideront  quand  leur 
génératrice  commune  passera  par  Tun  des  points  de 
rebroussement  de  V  et  de  V<  ;  la  rotation  instantanée  est 
mesurée  à  chaque  instant  par  la  distance  du  point  fixe 
au  point  de  contact  de  V  et  de  V, . 


NOTES  SIR  L\  l»OI\T  DE  LV  TllEOHIE  DES  SERIES; 

Par  m.  Auguste  GUTZMKH. 


Dans  ses  Remarques  sur  divers  articles,  concernant  la 
l.héorle  des  séries  ('  ),  M.  Cesaro  s'occupe  de  telles  séries 
où  le  (juotient  de  deux  ternies  consécutifs  peut  devenir 
aussi  grand  que  l'on  voudra,  bien  cjuc  la  série  soit  con- 
vergente. Peul-èlre  n'esl-il  pas  sans  intérêt  de  constater 


C  )    ](iir  ce  Hcrucil,  3'  srric,  l.  \\\,  p.  ''|Oi  à   107. 


(  ^.■''  ) 

qu'on  connaît  depuis  longlcnips  des  séries  jouissant  de 
cette  propriété.  Ainsi  M.  Stern  dit,  dans  une  Note  de  son 
Lelirbuch  der  algebraischen  Analysis  (')  :  Weiiii  die 
Glceder  tJieils  zunelinien,  tlieils  ahnehmen,  lassen  sie 
sich,  wie  sich  von  selhst  versLclit,  hci  der  grossen  Man- 
nigfalti^heit  der  hier  môglichcn  Fdlle,  eiiie  allgemeine 
Regel geben.  Cette  petite  remarque  prouve  que  M.  Slern 
a  eu  en  vue,  en  elFct,  des  séries  jouissant  de  ladite  pro- 
priété; mais  il  ne  donne  aucun  exemple. 

De  même  M.  Eugène  Catalan  a  considéré  ces  séries 
et  il  a  consacré,  dans  son  Traité  élénienlaire  des  sé- 
ries (^),  un  paragraphe  à  des  séries  à  termes  croissants 
et  décroissants.  Dans  les  n°^  40  et  41  de  son  Livre  il  dit  : 
«  Jusqu'à  présent,  nous  avons  supposé  que  les  termes 
de  la  série  proposée  décroissent  indéliniment,  du  moins 
à  partir  de  l'un  deux  ;  et  nous  avons  indiqué  diverses  rè- 
gles au  moyen  desquelles  on  peut,  dans  tous  les  cas,  re- 
connaître la  convergence  ou  la  divergence.  Mais  il  peut 
arriver  que  le  terme  général  ii,i^  tout  en  ayant  pour  limite 
zéro,  soit  exprimé  par  une  fonction  de  n  tantôt  croissante 
et  tantôt  décroissante.  11  parait  très  difficile  de  trouver 
des  règles  simples,  relatives  à  ce  cas  singulier.  INous 
nous  contenterons  d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  XV.  —  Si  les  quantités 

Wj,        ll-i,        U^,        •  •  •  j        f'f'/i: 

en  nombre  infini,  peuv^ettt  former  des  groupes 

ê'i  =  ^^1  H-  ^2  -H  ...  -h  Up, 

8^=2.  ^^  f^p-t-i  H"  l^p-^i  -h   ...   H-  U,p 

gi  =■   Uq-<r{  ~T-  Wy-^2  H-    ...    H-  W/', 


(')  Leipzig,   i86o,  p.  91. 
("^)   Paris,  i8(5o,  p.  27. 


(  ^4  ) 

qui  fliminuent  indéfiniment  (en  valeur  absolue)'^  les 
séries 

(  U  )  Ui  -h  U2  -^-  .  .  .   —  Un-^  .  .  .  , 

(G)  ^i  — ^2^-  •••  -^^/-^  •.. 

sont  e/i  même  temps  convier  génies,  divergentes  ou  indé- 
terminées. De  plus,  si  elles  sont  convergentes^  elles  ont 
même  somme. 

M.  Catalan  n'a  pas  énoncé  le  théorème  démontré  par 
M.  E.  Weyr  (<).  Mais  il  en  a  donné,  dans  le  n**  42  de 
son  Traité,  trois  exemples.  En  premier  lieu,  il  considère 
la  série 


I         I 

I              I 

I               I 

— «  +   T^  - 

r~    "7T    ~\~    \^z    ~ 

l2           42 

32  ^  62 

'      52   "^    «2 

dont  le  terme  général  est 


Un  = 


(/i-r- 1  -f-  cosriT.y- 
En  posant  généralement 

I  r 


t}i 


(2  «  —  1)2  (2l-t-2j-^ 


M.  Catalan  conclut  que  gi<^-p :/,  par  conséquent 

la  série  (G)  est  convergente  et,  d'après  le  théorème  cité 
ci-dessus,  de  même  la  série  (U).  En  second  lieu,  M.  Ca- 
talan démontre,  par  un  groupement  analogue,  la  diver- 
gence de  la  série  dont  le  terme  généial  est 


u, 


/i  -i-  I  -f-  cos/ît: 


et,  vu  dernici-  lieu,  il  démontre,  de  la  même  manière,  la 


(')  Jornal  f/c  Sciencins  nintheniaticas  c  asfronomicas.  l.    NUI, 
p.  fj7  à  100. 


(  '-5  ) 


convergence  de  la  série 


I 


2I  w«  =  7^ 

jLd  ^^       .    mz  „        fiT, 

/i  =  i  -n^zi  nsm n^cos  — 

2  2 

Cette  remarque  littéraire  montre  qu'on  a  déjà  connu 
depuis  longtemps  des  séries  jouissant  de  ladite  propriété  j 
mais  il  restait  dans  la  théorie  de  ces  séries  une  lacune, 
remplie  maintenant  par  les  nouvelles  recherches  provo- 
quées par  les  deux  articles  de  M.  Lerch  (*).  Quant  à  ces 
derniers,  ajoutons  quelques  remarques  tirées  d'une 
lettre  que  M.  Lerch  m'a  adressée. 

Dans  les  Contributions  à  la  théorie  des  séries  inji- 
nies,  M.  Lerch  a  employé  la  notion,  un  peu  généra- 
lisée, du  dérivé  d'un  ensemble  de  points  (  Punktnienge)^ 
dans  le  sens  de  M.  G.  Cantor,  pour  les  éléments  de  la 
théorie  des  séries.  En  particulier,  il  a  considéré  l'ensem- 
ble caractérisé  par  la  formule  -^^>  où  les  u,,  sont  les 
termes  positifs  de  la  série  infinie 

JJ  =1  Uq  -h  Ui  -i-  II2  -\-  ...  . 

Il  a  reconnu  alors  que  la  convergence  de  la  série  u  n'a 

pas  pour  conséquence  1  existence  a  une  limite  de 

(pour  V  infini),  mais  que  ce  quotient  peut  surpasser  même 
toute  quantité  donnée.  Il  a  montré  cela  pour  quelques 
cas  particuliers  qui  sont  de  la  forme 

(i)  «0  -h  bo-h  ai-}-  bi-h  a2-^  b-2-^  ■  •  'j 


(')  Contributions  à  la  théorie  des  séries  injinies  {Comptes 
rendus  des  séances  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Bohême. 
Prague,  i3  mars  i885). 

Remarque  sur  la  Théorie  des  séries  {Jornal  de  Sciencias  ma- 
thematicas  e  astronomicas,  l.  VII,  p.  79). 


(  '-«  ) 

où  Sûfv  et  S^v  soul  des  séries  convergeDtes^  les  exemples 
plus  simples  de  M.  Cesaro  sont  du  même  type. 

M.  Lercli  m'écrit  qu'il  n'aurait  pas  publié  ces  séries- 
là  s'il  n'avait  pas  eu,  pour  son  but,  un  autre  exemple. 
Pour  démontrer  le  théorème  que  la  série  Sv^v-^^'"'  t?st 
convergente  dans  la  même  région  que  la  série  Sa^J^^î  on 
s'appuie  sur  la  remarque  (*)  que  le  quotient  de  deux 
termes  consécutifs,  du  moins  à  partir  de  l'un  d'eux, 
doit  être  inférieur  à  l'unité,  ce  qui  n'est  pas  vrai.  Mais, 
si  l'on  n'avait  pas  d'autres  séries  que  celles  de  la  forme  (i), 
on  appliquerait  seulement  la  démonstration  à  chacune 
des  séries  régulières 

ao  —  a^X'  -^  a^x*  ->r-  ... 
b^x  —  bix^  ^  biX^  -r-  . . ., 

pour  conclure  de  la  convergence  de  la  série 

«0  —  bi)X  -^  aiX'  -^  byx^  -^  UiX*  -^  biT^  —  ... 

celle  de  la  dérivée.  C  est  pourquoi  M.  Lerch  a  construit 
la  série 

(-1)  >    r>-(log/i,^2  (O<0<l<^), 

n 

OÙ  (log/z)  désigne  la  partie  entière  du  logarithme  vul- 
gaire de  n  ou  le  nombre  des  chiffres  de  /î  ;  et  c'est  pour- 
quoi celle-ci  me  semble  être  plus  remarquable  que  celle 
de  la  forme  (i). 

En  outre,  les  séries  de  la  forme  (  i)  et  les  séries  ana- 
logues de  la  forme 


,(»)  ^  ^(i  ..n    ,    ^(1.    ._  ^'2)  _,_  _  .  ^  a'n 


««  -^  «  n  a''  -^a",  -r-  a:'-h  ..  .  —  a  V  --- 


"  V  "  V  •  •  •         t«  V 


(')   Voir,  par  exemple.  IIarnack,  Die  Elementc  der  Diffevential 
ttnd  Intégrait  ccluiun g.  Lcipzic.  iP^i. 


(  -^7  ) 
ont  la  propriété  que,  si  le  quotient  de  deux  termes  con- 
séeutifs  peut  devenir  infiniment  i^n'and,  il  doit  aussi  de- 
venir nécessairement  infiniment  petit.  Cette  circonstance 
ne  s'offre  pas  dans  la  série  (2)  de  M.  Lercli. 

La  convergence  de  la  série  (2)  n'exige  pas,   en  etïet, 

la  condition  ^ <^  ^«  Pour  avoir  uu  exemple  d'une  série 

irrégulière,  il  suffit  de  prendre 

II,,  =  $«-(«)  ^'n,>  (0<0<I<^), 

où  (71)  est  le  nombre  des  cliilîres  de  n.  Mais,  si  n  est  de 
la  forme  10^ — i,  on  aura  — ^^  =  ^-^"^"^'i  par  consé- 
quent,  le  quotient  peut  surpasser  toute  quantité  donnée. 


SIR  LES  ÉQUATIONS  RECIPROOUES; 

Par  m.  Cil.  de  COMBEROUSSE. 


1.    Soit  l'équation  algébrique  quelconque 

o{z)  =  Xoz"'  —  Al  j'«-i  —  A, ^'«-2  —  . . . 

-r-  A,„_2  -3-  —  A„;_i  -3  -i-  A,„ 

La  transformée  en  -  de  cette  équation  est 


2^        '^'    ■       ^^  --^2 


;//«  -ni  —  l  ~ni  —  i 

A  m  —  o  A 


-^  -V/,j  =  o; 


z  étant  supposé  dilférent  de  zéro,  multiplions  les  deux 
membres  par  z'"  et  renversons  l'ordre  des  teinies;  nous 


(  ^-8  ) 


aurons 


-f- A2 ^- -f- A 1  ^ -4- Ao  =  o. 
On  obtient  donc  la  transformée  en  -  en  échangeant  dans 

-S  ° 

Ja  proposée  les  coefficients  des  termes  également  éloi- 
gnés des  extrêmes. 

Pour  obtenir  maintenant  la  transformée  en de 

z 

l'équation  C5(z)  =  o,  il  suffît  de  changer  ^  en  —  z  dans 
le  résultat  précédent.  L'équation  de  la  nouvelle  trans- 
formée est  ainsi  : 

-^A;„_2(-z)'«-2--... 

-h  AaC—  -3  )2 -h  Al  (— ^  )  -!- Aq  =  o. 

Suivant  que  m  sera  pair  ou  impair,  on  changera  dans 
le  {«econd  membre  les  signes  des  termes  de  degré  impair 
ou  pair.  De  celte  manière,  le  premier  terme  du  second 
membre  aura  toujours  le  signe  -h,  et  le  facteur  ( — z)"* 
du  premier  membre  sera  toujours  remplacé  par  c"^  On 

aura  donc  finalement,  pour  la  transformée  en  —  -, 

-'"  ?(-:.)  =  -'^'«  ^"'  -  -^'«-1  ^'"'^  -^  -'^'«-2  -'"""  -  ■  •  • 

±\^zi~XiZ±iAo=o. 

2.  La  dernière  transformation  elfectuée  conduit  na- 
turellement à  l'étude  des  équations  rcciproquas  de  se- 
conde espèce. 

On  peut  appeler  ainsi  touK;  équation  »(r:)  =  o  dont 
les  racines,  au  lieu  d'être  simplement  réciprotpies,  sont 
rrriprofjncs  et  de  sii^nes  contrai/es.  A  une  racine  z       a 


(  '^9  ) 

répond  alors  une  autre  racine  —  =: ,  et  Je  produit 

des  racines  conjuguées,  au  lieu  d'être  égal  à  i,  est  égal 
à  —  I . 

La  théorie  des  équations  réciproques  de  seconde 
espèce  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  des  équations  ré- 
ciproques ordinaires. 

3.  Si  l'équation  cp(2;)r=ro  a  ses  racines  réciproques 
et  de  signes  contraires,  elle  a  les  mêmes  racines  que  sa 

transformée  en  —  -•  On  a  donc  identiquement,  en  dé- 
signant par  A  un  facteur  constant  approprié, 


(I) 


ou 


o{z)  =  \z'n':.(-  i^ 


=  IXmZ"^—  ÀA,„_iS'''-i—  À A,„_25'"-2~.  .  . 
~XA2^2=:=ÀA,^  =  XAo, 

c'est-à-dire 

Ao=aA,„,  Aj  =: AA„î_i,  A2=^AA,„_2. 

-^/n-2  =  =^  ^  A.2,  A,„_i  =  i:zAAi,  A;7,  ==  HZ  a  Ao. 

Il  en  résulte,  en  rapprochant  les  égalités  extrêmes, 

^=\^±:l  OU  X2=:-=l. 

A  M  A 

On  a  donc  les  deux  solutions 

À  =  ==  I         et         À  =  ==  i. 
La  première  conduit  aux  conditions 

Ao=^A;„,  Ai  =  =z:A,„_i,  Aj  — :~A;„_j, 

la  seconde,  aux  conditions 
Aû==:iA,„,         Al  =  zi:  îA,„_j,         A,  —  1=  j:A;„_2, 


(  3o  ) 

Mais  on  peut  ramener  les  équations  considérées  à  uu 

type  unique,  en  remarquant  que  les  seules  racines  qui 

paraissent  se  correspondre  à  elles-mêmes  sout  données 

par  la  relation 

z= ou      ^-  =  —  I, 

z 

c  est-à-dire 

z  ^^  zn  i. 

Admettons  donc  que  l'équation  ^(::)  =  o  ne  possède 
aucune  racine  égale  à  H-  i  ou  à  —  i,  et  reprenons  Tiden- 
lité 


(U 


'^{Z)  =  lz^:^(-Çj> 


En  y  faisant  z  =  —  z",  on  a,  puisque  —  ^  =  —  i, 

(2)  o(0  =  À(0'"?(0: 
en  y  faisant  z  =^  —  z ,  on  a  également 

(3)  o(— i)  =  X(— 0"^  r  —  "• 

0(1)  et  o( — i)  étant  diÛérents  de  zéro  par  hypothèse, 
on  a,  en  multipliant  membre  à  membre,  les  rela- 
tions (2)  et  (3),  et  en  simplifiant, 

I  =  À-i  —  i-  i'"  =  À-  ou  À  =  rr  I . 

Si  Ton  remplace  maintenant  a  par  cette  valeur,  dans  la 
relation  (  2  .  par  exeaiple^  il  vient 

o{i)  =±z(  i)"*  o{i)         ou         i"'  =  d=i; 

ce  qui  exige  que  m  soit  pair. 

Par  suite,  lo/stfue  l' équation  réciproque  de  seconde 
espèce  ne  renferme  aucune  racine  —  i  ou  —  1 ,  la  solu- 
tion A  =  db  I  n'existe  pas,  l'équation  est  de  déféré  pair. 


f  3.     ) 
et  les  coeJJîcienLs  des  termes  à  égale  dislance  des  ex- 
trêmes sont  ALTERîs'ATivEMETST  éij'aux  et  dc  même  si^ne 
ou  égaux  et  de  signes  contraires. 

Supposons  iiiaintciiant  que  1  équalion  'j;(r:)=o  ad- 
mette des  racines  -r  i  et  —  i,  et  mettons-les  en  évidence 

en  écrivant 

o{z)  =  {z-i)P(z^i)lf{z). 

L'équation  y (:t)  =  o  n'aura,  par  hypothèse,  aucune  ra- 
cine égale  à  4- i  ou  à  —  i,  et  elle  renfermera  les  autres 
racines,  conjuguées  deux  à  deux,  de  l'équation  '^(z)  =  o, 
supposée  réciproque  de  seconde  espèce.  L  équation 
f(^z)  =  o  sera  donc  elle-même  réciproque  de  seconde 
espèce,  et  elle  remplira  alors  les  conditions  que  nous 
venons  d'énoncer. 

Or,  il  est  toujours  facile  de  débarrasser  préalablement 
l'équation  considérée  des  racines  zïz  i  qu'elle  peut  avoir. 
En  substituant  —  /  ou  —  i  dans  le  premier  membre  de 
l'équation,  on  voit  facilement  si  le  résultat  obtenu  est 
nul^  et,  dans  l'aftirmative,  on  n'a  qu'à  diviser  ce  pre- 
mier membre  par  z  —  /  ou  z  —  i,  pour  supprimer  la 
racine  correspondante. 

^u  point  de  vue  de  leur  résolution,  il  est  donc 
permis  de  ne  conserver,  parmi  les  équations  réciproques 
de  seconde  espèce,  que  celles  qui  sont  de  degré  pair  et 
dont  les  coefficients  également  éloignés  des  extrêmes 
sont  alteiTiativement  égaux  et  de  même  signe  ou  égaux 
et  de  signes  contraires. 

4.   Le  type  de  ces  équations  est 


*"*^  I  --A„^"-^...-A353-+-A,5«-Atc^Ao  =  o. 

Si  l'on  pose 


(5) 


(  3^  ) 
chaque  couple  de  racines  conjuguées  (a  et )  conduit 

à  une  seule  valeur  de  ii  qui  est  (a  —  -  i-  En  éliminant  z 

entre  les  équations  (4)  et  (5),  on  obtiendra  une  équa- 
tion en  u  de  degré  moitié  ou  de  degré  n. 

Rapprochons  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (4)  les  termes  également  éloignés  des  extrêmes, 
après  avoir  divisé  par  z"^  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion. On  a  ainsi 

(6)  -^A,(=-^^) 

Il  ne  reste  plus  qu  à  calculer  en  fonction  de  u  les  bi- 
nômes 

-n  — 1 ,         -1-2  _j_    -1-3  — 


7  -w 


-ri  —  \  -u-i  -n-Z 


OÙ  les  signes  -r-  et  —  alternent.  Pour  cela,  nous  aurons 
recours  à  la  relation  srénérale 


{"-i)(:-i) 


I 


où  Ton  doit  prendre  ensemble  les  signes  supérieurs  et 
les  signes  inférieurs. 
Il  en  résulte  donc 


(7) 


..A-i-l 


:A-t-l 


(^*^i)-^'--^) 


En  prenant  alternativement  les  signes  supérieurs  et  les 
signes  inférieurs,  cette  formule  donne  l'expression  d'un 
binôme  quelconque  en  fonction  de  //,  à  l'aide  des  va- 
leurs des  deux  binômes  précédents.  En  partant  des  deux 


(  i'-i  ) 
binômes  z —  -  =rr  /^  et  2*^-;-  —  =  2,  et  en  faisant  succes- 
sivement A=  1 ,  2,  3,  4;  •  •  •  î  nous  aurons 


-3 


^      =   (  T.^ L  W/  _;_  /  :r2  _^  J_  \  —   „>  _^  /  „2  ^_ 


^*-h—    =   l^-*—   -  jW-r-(^^-i-  —  1=  Zf*--4?r-=H-2, 


I 
^5 


(-'+i)  "-(-'-   73)="'^^"'^^"' 


11  est  évident  d'ailleurs  que  ces  binômes  sont  bien  ceux 
qu'on  a  à  calculer;  car,  le  premier  terme  de  l'équation 
donnée  étant  supposé  toujours  positif,  et  les  racines 
conjuguées  deux  à  deux  ayant  un  produit  égal  à  — i,  le 
dernier  terme  est  alternativement  négatif  et  positif  dans 
les  équations  successives  du  deuxième,  du  quatrième,  du 
sixième,  du  huitième,  du  dixième  degré,  .  .  .  qu'on  peut 
avoir  à  considérer. 

On  voit  que  l'équation   en   u  sera  bien  de  degré  7i. 
Quand  on  l'aura  résolue,  les  racines  de  l'équation  en  z 

seront  fournies  par  la  relation  générale  z  —  -  ^  ". 
c'est-à-dire  par  l'équation  du  second  degré 

(8)  z- —  uz  —  i  =  o, 

dont  le  produit  des  racines  est,  pour  chaque  valeur  de  u 
et  comme  cela  doit  être,  égal  à  —  i .  On  a 


u 


±  \/if^ 


et  les  71  valeurs  de  u  conduisent  ainsi  aux  2«  valeurs 
de  ::. 


Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  VIII.  (Janvier  1889.) 
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SIR  OIELODES  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 
CO\CER\A\T  LES  SURFACES  GAUCHES  DL  SECOXD  DEGRÉ; 

Par  m.  g.  FOURET, 

Examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 


On  rencontre,  en  Géométiie  descriptive,  un  certain 
nombre  de  problèmes  qui  consistent  ou  se  ramènent 
immédiatement  à  chercher  les  points  d^ intersection 
d'une  droite  auec  une  surface  gauche  du  second  degré, 
définie  par  trois  directrices  rectilignes,  ou  par  deux 
directrices  rectilignes  et  un  plan  directeur.  Les  solu- 
tions que  l'on  donne  généralement  de  ces  questions  nous 
ayant  paru  laisser  à  désirer,  au  point  de  vue  de  la  sim- 
plicité et  de  l'élégance,  nous  avons  pensé  qu'il  serait 
peut-être  utile  de  faire  connaître  celles  auxquelles  nous 
avons  été  conduit,  en  nous  appuyant  sur  les  notions 
les  plus  élémentaires  de  Géométrie  [)rojeclive. 

Nous  résoudrons  tout  d'abord  un  problème  relatif  à 
la  parabole,  dont  nous  aurons  à  faire  usage  dans  la  suite 
de  cette  Note. 

Mener,  dans  un  plan,  par  un  point  donné  m,  une 
tangente  à  la  parabole  (ttt)  qui  touche  trois  droites  don- 
nées (A),  (B),  (C),  et  dont  V axe  est  parallèle  à  une 
direction  donnée  Çh). 

Soient  a  et  h  les  points  où  la  droite  (C)  coupe  respec- 
tivement les  droites  (^  A  )  et  (^  IV)  {fig.  i).  D'après  un 
théorème  bien  connu  du  à  Steiner('),   on   obtient   un 


(')  Lex  hauteurs  d'un   triangle  circonscrit  à    une  paratmte   se 
C<nif>ent  sur  la  (lirrrtricr  dr  cette  cnttr/ic. 


{  35  ) 
point  de  la  directrice  de  la  parabole  (^),  en  prenant  le 
point  cl  d'intersection  des  perpendiculaires  abaissées  res- 
pectivement des  points  a  el  b  sur  les  droites  (B)et(A  ); 
par  conséquent,  la  directrice  est   la  perpendiculaire  de 


,\  // 


Yrf 


abaissée  du  point  d  sur  la  direction  (1).  On  a  ensuite 
le  foyer  y,  en  remarquant  que,  le  symétrique  de  ce  point 
par  rapport  à  une  tangente  quelconque  étant  sur  la  di- 
rectrice, la  droite  symétrique  de  la  directrice  par  rap- 
port à  cette  tangente  passe  par  le  foyer.  En  conséquence, 
les  symétriques  des  droites  (A)  et  (B)  par  rapport  à  de 
se  coupent  au  foyer  f.  La  symétrique  de  de  par  rapport 
à  (A)  s'obtient  d'ailleurs  simplement  en  joignant  le 
point  y,  où  (A)  coupe  de,  au  point  /symétrique  de  rfpar 
rapport  à  (A).  La  symétrique  ik  de  de  par  rapport  à 
(B)  se  construit  de  la  même  manière.  Il  n'y  a  plus  main- 
tenant qu'à  appliquer  la  construction  classique,  qui 
fournit  les  tangentes  menées  d'un  point  donné  à  une 
parabole  dont  on  connaît  le  foyer  et  la  directrice.  A  cet 
effet,  du  point  m  comme  centre  on  décrit  une  circonfé- 


rence  passant  par/:  on  joint  le  pointy  aux  points  g  et 
h  de  rencontre  de  cette  circonférence  arec  la  direcirice 
dcj  et  du  point  m  on  abaisse  respect iTcment  sur  fg  et 
JTt  les  perpendi  cal  aires  wu  et  mt.  Les  droites  ww  et  nii 
sont  les  tangentes  cherchées  «  *  ». 

Hemarque.  —  Si.  au  lieu  de  connaitre  la  direction 
de  Taxe  de  la  parabole,  on  en  connaissait  une  quatrième 
tangente,  on  déterminerait,  d'après  le  théorème  de 
Steiner,  un  second  point  de  la  directrice  de.  et  la  con- 
struction s'achèverait  comme  précédemment. 

I-  Construire  une  droite  rencontrant  quatre  droites 
données. 

Soient  X  .  i  Y  i,  i  Z  ».  ^T)  quatre  droites  données, 
occupant  dausl  espace  des  positions  quelconques  les  unes 
par  rapport  aux  autres.  Ima^nons  la  quadrique  engen- 
drée par  une  droite  mobile  A.  s'appuvant  sur  les  trois 
droites  (X),  (T>,  (^T),  et  considérons  les  deux  points 
d'intersection  de  cette  quadrique  avec  la  droite  ^Z). 
Par  chacun  de  ces  points  passe  une  droite,  et  une  seule, 
telle  que  A.  Les  deux  droites  ainsi  obtenues  satisfont  aux 
conditions  du  problème,  lequel  est  par  conséquent  ra- 
mené à  chercher  les  points  de  rencontre  de  la  droite  \Z,) 
avec  la  quadrique  gauche  (Z  u  qui  a  pour  directrices  les 
droites  *  X  .  ',  Y»,  t  Ty. 

Prenons,  à  cret  effet,  un  point  o  sur  (Z  >  et  un  plan 
i\\*  parallèle  au  plan  passant  par  le  point  o  et  la  droite 


Cj  II  est  bien  olêir.  d  ailleurs,  que  ces  deux  tangentes,  dans  cer- 
tai«5  cas.  pourront  ctre    imaginaires.   Les  problèmes   résolus  dan 
cette  Not«  étant  des  probièmes  du   second  deçré,   «ne  ot>servatioQ 
analogie  s'applique  à  leur  solution. 


I 


(  h  ) 

(T).  Puis  du  point  o  comme  point  de  vue  faisons  une 
perspective  sur  le  plan  (II).  Les  perspectives  des  droites 
telles  que  A  enveloppent  une  conique  F,  qui  résulte 
de  la  section  par  le  plan  (II)  du  cône  de  sommet  o,  cir- 
conscrit à  (2).  Cette  conique  F  est  d'ailleurs  tangenKî 
aux  perspectives  (X,)  et  (Y,)  des  droites  (X)  et  (Y); 
elle  est  pareillement  tangente  à  la  perspective  de  la  droite 
(T),  laquelle  est  rejetée  à  l'infini,  d'après  Fhypotlièse 
faite  sur  le  choix  du  plan  (II).  De  cette  dernière  remarque 
il  résulte  que  la  conique  F  est  une  parabole.  Cette  pa- 
rabole est  complètement  déterminée  par  les  conditions 
d'être  tangente  aux  droites  (X,  ),  (  Y,  )  et  aux  perspectives 
de  la  droite  A  prise  dans  deux  positions  particulières. 
Mais  les  droites  cherchées,  devant  rencontrer  à  la  fois 
(X),  (Y),  (Z)  et  (T),  ont  pour  perspectives  les  tangentes 
menées  à  la  parabole  F  par  le  point  m  d'intersection  de 
la  droite  (Z)  avec  le  plan  (II).  Le  problème  se  résoudra 
donc  en  menant  du  point  m  des  tangentes  à  la  parabole 
F,  ce  qui  se  fera  à  l'aide  d'une  construction  indiquée 
plus  haut. 

On  pourra  aussi  prendre  l'interseciion  de  (T)  avec  la 
droite  joignant  les  points  de  rencontre  du  plan  o(T) 
avec  (X)  et  (Y).  On  aura  ainsi  le  point  de  contact  du 
plan  o(T)  avec  la  quadrique  (S).  La  droite  joignant  le 
point  o  au  point  ainsi  obtenu  rencontrera  le  plan  (II)  à 
l'inlîni  au  point  de  contact  de  la  parabole  F  avec  la 
droite  de  l'iniini,  c'est-à-dire  sera  parallèle  à  l'axe  de 
cette  parabole.  Il  suffira  alors  de  construire  la  perspec- 
tive d'une  seule  droite  A,  et  il  restera  à  mener  par  le 
point  m  des  tangentes  à  une  parabole  dont  on  connaît 
trois  tangentes  et  la  direction  de  l'axe,  problème  dont  la 
solution  a  été  exposée  tout  à  l'heure. 

On  simplifiera  pratiquement  l'épure,  en  prenant  le 
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(T)^  et  le  p^îfit  an  ^ne  o  i»  Vinien^ectioti  de  ce  plan  pro- 
jet^mt  »irec  U  drwte  (Z»)^  »>a*  stïUjnê  dti  rc*te  indkitMrr 
krriéi?em^rfït  Je  f]él»t)  àe§  o^érf»U*m%  gra»p>iî^|tje*,  Scrient 
reAj>ecti renient  X  et  X',  Y  et  V,  Z  et  Z',  T  et  T' le»  pro- 
jeetif>n*  horiz^ml^U'.^  et  f  ertîcale.»  de*  quatre  droite»  diwi- 
n^»  (yi'yç*  5?;.  PretiOft»  pour  point  de  tue  de  lâf  perupec^ 
tire  le  point /"o^  </y  d'inter^^'x-tion  d«  la  droite  ^Z,  Z'/ 


l^»«'  *' 


"WT"";^'*^ 


..-«^'■-î^  \    f,  /    >..  ! 


//'* 


flivee  le  plan  projetant  l»^»riz/»nf;»lemcnt  h  «Iroiti;  Tf,  f), 
et  pfyur  plan  du  t^hleau  un  plan  par;ill#'l('  au  préeédcml* 
ajant  par  i:on»éc|iM'nt  »a  trare  horiz/inlale  l'i  parallèle  « 
T.  Siippovin»  un  in»tanl  la  |»«'r%f>erU\#'  obtenue  :   pour 
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exécuter  les  construcLioiis  voulues  dans  le  plan  du  Lahleau, 
nous  rendrons  ce  plan  horizontal  en  le  faisant  tourner 
autour  de  celle  de  ses  horizontales  qui  est  au  niveau  du 
point  (o,  o'). 

Cherchons  les  perspectives  des  dioites  (X,  X')  et 
(Y,  Y').  Le  plan  horizontal  passant  par  (o,  o'  ),  et  re- 
présenté par  sa  trace  verticale  A7,  coupe  (X,  X')  au  point 
(/,  i')^  dont  la  perspective  /|  est  à  la  rencontre  de  T,  et 
de  oi.  Menons  par  (o,  o')  une  parallèle  à  (X,  X'),  qui 
coupe  le  plan  vertical  l\  au  point  (x^  x')  :  ce  point 
(.r,  x')  donne  par  rabattement  un  second  point  Xi  de  la 
perspective  X|  de  la  droite  (X,  X');  on  peut  par  suite 
tracer  X,.  On  obtient  de  même  en  rabattement  la  per- 
spective Y,  de  la  droite  (Y,  Y'),  en  joignant  la  perspec- 
tive y  i  du  point  (y,  j')  à  l'intersection  7  i  du  plan  du  ta- 
bleau avec  la  parallèle  (o)  ,  o'y')  à  (^Y,  Y).  Les  droites 
X|  et  Y,  sont  deux  tangentes  de  la  parabole  Y .  Pour  en 
avoir  une  troisième,  faisons  la  perspective  de  la  droite  qui 
est  située  dans  le  plan  projetant  verticalement  (T,  T') 
et  s'appuie  à  la  fois  sur  (X,  X')  et  (Y,  Y').  Le  plan  pro- 
jetant verticalement  (T,  T')  coupe  (X,  X')  en  (<i,  a')  et 
(Y,  Y')  en  (Z>,  Z/).  Les  perspectives  de  ces  deux  points 
sont  rabattues  respectivement  en  cii  sur  X,  et  en  />,  sur 
Y,.  La  droite  a,  /?,  est  une  troisième  tangente  de  la  pa- 
rabole r. 

Pour  avoir  la  direction  de  l'axe  de  cette  parabole, 
prenons  les  points  (/?,  p')  et  (</,  </')  d'intersection  du  plan 
vertical  passant  par  (T,  T')  avec  les  droites  (X,  X')  et 
(^Y,  Y).  La  droite  (/></,  p' fj')  coupe  (T,  T')  en  un  point 
(/*,  7'')  :  la  droite  (o/*,  o'r')  est  parallèle  à  l'axe  de  la  pa- 
rabole r.  Rendons  horizontal  le  plan  vertical  T,  par  une 
rotation  autour  de  son  horizontale  passant  par  (o,  o')  : 
le  point  (/•,  r')  se  rabat  en  /•,.  et  la  droite  o/",  est  paral- 
lèle à  l'axe  de  la  parabole  F,  lorsque  le  plan  du  tableau 
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cjui  contient  cette  courbe  est  rendu  liorizontal.  Le  ra- 
battement du  point  77i) ,  où  la  droite  (Z,  Z')  perce  le  plan 
du  tableau,  s'obtient  d'ailleurs  immédiatement. 

On  est  ainsi  conduit  à  mener  par  le  point  Tn^  des  tan- 
gentes à  une  parabole  dont  on  connaît  trois  tangentes 
et  la  direction  de  l'axe.  Pour  cela  (*),  des  points  a,  et 
b^  on  abaisse  respectivement  sur  Y<  et  X,  des  perpendicu- 
laires qui  vont  se  couper  en  un  point  d.  La  droite  de 
perpendiculaire  à  o/'^  est  la  directrice  de  la  parabole.  Le 
foyer  est  à  l'intersection  des  droites  symétriques  de  de 
par  rapport  à  Xi  et  à  Y, .  Du  point  m^  comme  centre  dé- 
crivons une  circonférence  passant  par  le  point  y^  et  ren- 
contrant de  en  g  et  Ji.  Les  droites  jii^s^^  et  in^  ti ,  respec- 
tivement perpendiculaires  ^  Jg  et  ày/i,  sont  les  tangentes 
à  la  parabole  F  qui  passent  par  //z,.  Soient  ^,  et  iii  les 
points  où  l'une  de  ces  tan  génies  coupe  respectivement 
Xi  et  Y, .  Les  droites  joignant  le  point  o  aux  projections 
de  ti  et  de  Ut  sur  la  droite  T,  rencontrent  respective- 
ment X  et  Y  en  t  et  a.  La  droite  tu  est  la  projection  ho- 
rizontale d'une  des  droites  cherchées  :  on  en  obtient 
immédiatement  la  projection  verticale  i'it.  Les  projec- 
lions  horizontale  et  verticale  de  la  seconde  droite  cher- 
chée se  déduiraient  de  la  même  manière  de  la  seconde 
tangent(î  m,^,  menée  de  /;/(  à  la  parabole  Y. 

Heniavquc.  —  L'épure  précédente  peut  être  faite 
de  vingt-quatre  manièies  :  on  peut  en  ellét  prendre  le 
point  de  vue  sur  l'une  quelconque  des  quatre  droites 
données,  et,  une  fois  le  point  àv.  vue  choisi  sur  l'une 
d'elles,  on  peut  prendre  le  plan  du  tableau  parallèle  au 
plan  projetant  horizontalement  ou  au  plan  projetant  ver- 


(')  Nous  ne  faisons  qu'appliquer  la  ronslrurlion  exposée  en  dcUil 

iiii  rominrnrrrnf lit  r|o  rrtic  Note. 


(  -1'  ) 

ticalcmeiit  l'une  des  trois  autres,  ee  oui  donne  six  orien- 
lations  diiïérenles  pour  le  plan  du  tableau. 

II.  Construire  une  droite  rencontrant  trois  droites 
données  et  parallèle  à  un  plan  donné. 

Ce  problème  peut,  en  quelque  sorte,  être  eonsidéré 
comme  un  cas  particulier  du  précédent,  la  droite  cher- 
chée devant,  au  point  de  vue  de  Ja  Géométrie  projective, 
rencontrer,  outre  les  trois  droites  données,  une  quatrième; 
droite  située  à  l'infini  dans  le  plan  donné;  aussi  est-il 
facile  de  déduire  la  solution  de  ce  nouveau  problème  de 
celle  du  précédent. 

Soient  (X),  (Y),  (Z)  les  trois  droites  données  et(P) 
le  plan  donné.  Le  point  de  vue  o  étant  pris  sur  l'une 
des  droites,  sur  (Z)  par  exemple,  il  est  clair  que  l'on  ra- 
mènera les  conditions  du  problème  à  celles  du  précé- 
dent en  choisissant  pour  plan  (II),  sur  lequel  on  fait  la 
perspective,  un  plan  parallèle  au  plan  (P)  ou,  plus  sim- 
plement encore,  le  plan  (P)  kii-méme.  Rien  n'empê- 
chera d'ailleurs  de  supposer  le  point  o  à  l'infini  sur(Z), 
et  de  remplacer,  par  conséquent,  la  perspective  sur  le 
plan  (P)  par  une  projection  oblique  faite  sur  le  même 
plan  parallèlement  à  (Z).  Dans  tous  les  cas,  et  de  quelque 
manière  que  soit  choisi  le  point  de  vue  o,  à  distance 
finie  ou  à  l'infini,  on  projettera  de  ce  point  sur  le 
plan  (P)  les  droites  (X)et  (Y),  et  l'on  joindra  par  une 
droite  A  les  points  d'intersection  de  (X)  et  de  (Y)  avec 
le  plan  (P).  On  auia  ainsi  trois  tangentes  de  la  para- 
bole r,  à  laquelle  il  s'agira  de  mener  des  tangentes  par 
la  trace  ni  de  la  droite  (Z)  sur  le  plan  (P).  On  complé- 
tera la  détermination  de  cette  parabole  en  déterminant 
la  direction  de  son  axe,  lequel  est  parallèle  à  l'axe 
du  paraboloïde  hyperbolique  engendré  par  la  droite  A, 
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c'esL-à-dire  à  l 'intersection  du  plan  (P)  avec  un  plan  pa- 
rallèle aux  deux  droites  (X)  et  (Y).  On  sera  ainsi  ra- 
mené au  problème  résolu  au  début  de  cette  Note. 

Indiquons  maintenant  brièvement  le  détail  des  con- 
structions. Soient  (y?^.  3),  sur  deux  plans  de  projection 
se  coupant  suivant  la  ligne  de  terre  LT,  X  et  X',  Y 
et  1',  Z  et  U  les  projections  horizontale  et  verticale  des 

Fi{;.  3. 


trois  droites  données,  a/>  et  a</  les  traces  horizontale  et 
verticale  du  plan  (P)  donné.  Il  est  clair  que  la  construc- 
tion à  ellectucîr  dans  le  plan  (P),  à  laquelle  nous  rame- 
nons le  problème,  peut  être  remplacée  par  la  même 
construction  exécutée  sur  les  projections  horizontales 
(ou  verticales)  des  éléments  sui-  lesquels  on  devrait 
opérer  dans  le  plan  (P  )  lui-même  :  cela  tient  à  ce  que  le 
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problème  à  résoudre,  reJalivemenl  à  la  parabole  F  située 
dans  le  plan  (P),  est  projectif  et  à  ce  que,  par  une  pro- 
jection cylindrique,  la  parabole  F  est  cbangée  en  une 
autre  parabole  (v)  dont  Taxe  est  parallèle  à  la  projection 
de  Taxe  de  la  première.  Cette  remarque  apporte  de  nou- 
velles simplifications  dans  la  solution.  Prenons,  suivant 
les  procédés  connus,  les  projections  horizontales  a  et  b 
des  traces  des  droites  (X,  X')  et  (Y,  Y')  sur  le  plan/;a<7. 
La  droite  ah  est  tangente  à  la  parabole  (y).  Projetons  les 
droites  (X,  X')  et  (Y,  Y')  sur  le  plan  pcLq  parallèlement 
à  (Z,  Z').  Pour  projeter  (X,  X'),  par  exemple,, il  suffit 
d'en  projeter  l'un  des  points,  et  de  préférence,  pour  sim- 
plifier, le  point  (i,  i')  d'intersection  de  cette  droite  avec 
le  plan  projetant  verticalement  (Z,  Z').  On  obtient  en  c* 
la  projection  horizontale  de  la  projection  oblique  sur  le 
plan  (P)  du  point  (î,  i')  :  ac  est  une  seconde  tangente 
de  la  parabole  (y).  En  opérant  de  même  sur  le  point 
(]'•)]')  d'intersection  de  la  droite  (Y,  Y')  avec  le  plan 
projetant  verticalement  (Z,  ZM,  on  obtient  le  point  d  : 
bd  est  une  troisième  tangente  de  la  parabole  (y).  Pour 
avoir  la  direction  de  l'axe  de  cette  parabole,  menons  par 
le  point  (t,  i')  une  parallèle  à  la  droite  (Y,  Y^'),  prenons 
en  r  la  projection  horizontale  de  l'intersection  avec  le 
plan  poLq  de  la  droite  ainsi  tracée  :  «/•,  étant  la  projec- 
tion horizontale  de  l'intersection  du  plan  jyy.q  avec  un 
plan  mené  par  (X,  X')  parallèlement  «i  (Y,  Y'),  est  pa- 
rallèle à  l'axe  de  la  parabole  (y).  Il  n'y  a  maintenant 
qu'à  mener  à  la  parabole  (y),  complètement  déterminée 
par  les  éléments  obtenus,  des  tangentes  par  le  point  m, 
projection  horizontale  de  la  trace  de  la  droite  (Z,  Z')  sur 
le  plan  poLq.  Ce  problème  ayant  déjà  été  résolu  plus 
haut,  nous  supprimons  sur  l'épure  les  constructions 
qui  s'y  rapportent,  pour  ne  pas  compliquer  inutilement 
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la  figure.  Soient  f  et  u  (^)  les  points  où  l'une  des  tan- 
gentes menées  du  point  m  à  (y)  coupe  respectivement  ac 
et  bd.  Pour  avoir  la  droite  qui,  s'appuyant  sur  (X,X') 
et  (Y, Y'),  se  projette  sur  le  plan  py.(i^  parallèlement  à 
(la^TJ),  suivant  une  droite  projetée  horizontalement 
en  J7it,  il  suffira  de  faire,  en  partant  des  points  t  et/f,  la 
construction  inverse  de  celle  qui  nous  a  permis  d'obtenir 
les  points  c  et  d^  en  partant  des  points  (f,  i')  et  {j-,j')- 
La  droite  joignant  les  points  de  (X,  X')  et  (Y,  Y')  ainsi 
trouvés  sera  l'une  des  droites  cherchées.  On  aura  la  se- 
conde par  une  construction  toute  semblable. 

Remarques,  —  i°  La  construction  qui  vient  d'être 
exposée  peut  se  faire  de  six  manières,  puisque  l'on  peut 
faire  la  projection  oblique  sur  le  plan  pT-q  parallèlement 
à  l'une  quelconque  des  trois  droites  données  (X,  X'), 
(Y,  Y'),  (Z,  Z'),  et  que  l'on  peut  ensuite  projeter  ortbo- 
gonalement  la  figure  obtenue  sur  l'un  quelconque  des 
deux  plans  de  projection. 

2"  Au  lieu  de  projeter  la  figure  située  dans  le  plan  j}y.q 
sur  l'un  des  plans  de  projection,  on  pourrait  procéder 
en  rabattant  le  plan/^ay  sur  l'un  de  ces  deux  plans; 
mais  on  arriverait  ainsi  à  des  constructions  un  peu 
moins  simples. 

Les  deux  problèmes  dont  la  solution  vient  d'être 
donnée  permettent  de  résoudre  simplement  un  assez 
grand  nombre  de  questions  relatives  aux  surfaces  gauches 
du  second  degré.  jNous  allons  les  passer  en  revue,  en 
indiquant,  brièvement  pour  chacune  d'elles,  comment 
on  en  ramène  la  solution  à  celle  de  l'un  des  problèmes 
précédents. 


(')  Ccllr    piirlic    des   conslruclions    iicsl    pas   rcprcscnlcc    sur  la 
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m.  Trouver  les  points  d' intersection  d'une  droiie 
avec  une  surface  gauche  du  second  degré,  dont  on 
donne  (rois  ^génératrices  rectilignes  d'un  même  sj\^- 
tème. 

Soit  à  clifîrcher  l'interscîction  de  la  droite  (D)  avee  la 
cjuadriquc  gauche  ayant  pour  génératrices  rectil ignés 
d'un  même  système  les  trois  droites  (A),  (B),  (C).  On 
construira  les  deux  droites  qui  rencontrent  à  la  fois  les 
quatre  droites  (A),  (B),  (C),  (D)  (problème  I).  Les 
points  d'intersection  des  deux  droites  obtenues  avec  (D) 
seront  les  points  clierchés. 

IV.  Mener,  par  une  droite  donnée  (D),  un  plan  tan- 
gent  à  une  surface  gauche  du  second  de  gré  y  dont  on 
donne  trois  génératrices  rectilignes  d'un  même  système. 

Ce  problème,  comme  on  le  sait,  se  ramène  au  précé- 
dent. On  prend  les  points  de  rencontre  de  la  droite  (D) 
avec  la  surface  (problème  III)  5  puis  on  construit  les 
deux  génératrices  rectilignes  de  cette  surface  qui  passent 
par  chacun  de  ces  deux  points.  Les  quatre  génératrices 
rectilignes,  ainsi  obtenues,  appartiennent  par  couples  à 
des  systèmes  différents,  et  les  génératrices  d'un  jueme 
couple  déterminent  un  plan,  qui  est  un  des  deux  plans 
tangents  demandés. 

V.  Construire,  en  un  point  dojiné  par  une  de  ses 
projections,  un  plan  tangent  à  une  surface  gauche  du 
second  degréy  déterminée  par  trois  génératj^ices  recti- 
lignes d'un  même  système. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  point  soit  donné  par 
sa  projection  horizontale.  Ce  point  doit  se  trouver  à  la 
rencontre  d'une  verticale  déterminée  avec  la  surfac{\  J.e 
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problème  à   résoudre,  pour  avoir  la  projection  verticale 
du  point,   est  donc  un  cas  particulier  du  problème  III. 
Le   plan  tangent    se  construit  ensuite  suivant  les  mé- 
thodes bien  connues. 

VI.  Mener,  parallèlement  a  un  plan  donné,  un  plan 
langent  à  une  surface  gauche  du  second  degré,  dé- 
terminée par  trois  génératrices  rectilignes  d'un  même 
système. 

La  génératrice  du  second  système,  située  dans  le 
plan  tangent  cherché,  doit  s'appuyer  sur  les  trois  géné- 
ratrices rectilignes  données  et  être  parallèle  au  plan 
donné.  On  la  déterminera  par  la  méthode  qui  résoud  le 
problème  IL  On  obtiendra  ensuite  par  les  procédés 
connus  le  point  de  contact  de  chacun  des  deux  plans 
tangents  trouvés. 

VIL  Trouver  les  points  d'intersection  d'une  droite 
et  d'un  paraholoïde  hyperbolique  engendré  par  une 
droite  mohile  s* appuyant  sur  deux  droites  données,  en 
restant  parallèle  à  un  plan  donné. 

Soit  à  chercher  l'intersection  de  la  droite  (D)  avec  le 
paraholoïde  hyperbolique  engendré  par  une  droite  mo- 
bile, qui  s'appuie  sur  deux  droites  fixes  (A)  et  (B),  en 
restant  parallèle  à  un  plan  (P).  On  construira  les  deux 
droites  ])arallèles  au  plan  (P),  qui  rencontrent  les  trois 
droites  (A),  (B)  et  (D)  (  problème  II).  Les  points  d'in- 
tersection des  deux  droites  obtenues  avec  (D)  seront  les 
points  cherchés. 

VIII.  Mener  y  par  une  droite  donnée  (l)).^  un  plan 
langent  à  un  paraholoïde  hyperbolique,  engendré  par 
un  fi  droite  mobile  s  appuyant  sur  deux  droites  données, 
en  restant  parallèle  à  un  plan  donné. 
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Ou  sait  qiuî  c(^  problème  st;  résoud  au  moyeu  du  |)ré- 
eédent.  Ou  prend  l(*s  deux  [)oints  d'intersection  de  la 
droite  (D)  avec  le  paraboloïde  (problème  Vil);  puis  on 
construit  les  deux  génératrices  reclilignes  de  la  surface 
qui  passent  par  chacun  de  ces  deux  points.  Les  (juatre 
génératrices  rectilignes  ainsi  obtenues  appartiennent 
par  couples  à  des  systèmes  différents;  cliacun  de  ces 
couples  de  génératrices  détermine  un  plan  qui  est  un 
des  plans  tangents  cliercliés. 

IX.  Constraire,  en  un  point:  fionné  par  une  de  ses 
projections,  un  plan  tangent,  à  un  paraboloïde  hyper- 
bolique, engendré  par  une  droite  mobile  s' appuyant 
sur  deux  droites  données,  en  restant  parallèle  à  un 
plan  donné. 

Soit  donnée,  par  exemple,  la  projection  horizontale 
d'un  point  de  la  surface.  Ce  point  doit  se  trouver  à  l'in- 
tersection de  la  surface  avec  une  verticale  déterminée. 
On  est  ainsi  ramené  à  un  cas  particulier  du  problème  VII. 
Ayant  obtenu  les  points  cherchés,  on  construira,  d'après 
les  procédés  connus,  le  plan  tangent  au  paraboloïde  en 
chacun  de  ces  points. 

Remarque.  —  Les  constructions  nécessaires  pour  ré- 
soudre les  problèmes  VII,  VIll  et  IX,  déjà  simples  dans 
le  cas  le  plus  général,  se  simplifient  encore  lorsque  h^ 
plan  directeur  du  paraboloïde  coïncide  avec  un  des  plans 
de  projection. 

Application  h  la  construction  des  normales  à  cer- 
taines surfaces.  —  Les  normales  aux  surfaces  tiajec- 
tolres  des  divers  points  d'un  solide,  dont  le  déplacement 
dépend  de  deux  paramètres  variables,  possèdent,  comme 
on  le  sait,  pour  chaque  position   particulière  du  solide. 


(  48  ) 
]a  belle  propriété  de  rencontrer  deux  mêmes  droites 
(Mankheim,  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  V Ecole 
Polytechnique,  2^  édition,  p.  27-).  Connaissant,  pour 
une  position  quelconque  du  solide,  les  normales  à  quatre 
des  surfaces  trajectoires,  il  sera  facile,  au  moyen  de  la 
solution  donnée  plus  haut  du  problème  I,  de  construire 
les  deux  droites  rencontrant  ces  quatre  normales  et 
d'en  déduire  la  normale  à  l'une  quelconque  des  surfaces 
trajectoires  du  solide. 


SUR  LES  POINTS  D'l\TERSECTIO\  DT\E  COMOllE  FIXE 
AVEC  lllVE  COMOlIE  MOBILE  PASSANT  PAR  DEIX  POINTS 
FIXES; 

Par  m.  p.  APPELL. 


iNous  nous  proposons  d'appliquer  à  un  cas  élémentaire 
les  méthodes  indiquées  par  Clebsch  (^)  pour  l'étude  des 
groupes  de  points  sur  une  courbe  unicursale. 

Soit  une  conique  fixe  S  supposée  réelle  et  soient 

,  ^  fit)  ^(n 

(^>  "  =  f(7)'      ^  =  ^) 

les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  cette  co- 
nique en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  f,  f{t)^ 
g{t)  et  o(t)  désignant  des  trinômes  du  second  degré  en 
/.  Pour  préciser,  on  peut  supposer  que  le  paramètre  t 
est  le  coefiicienl  angulaire  de  la  droite  joignant  le  point 
(x^y)  d(î  la  conique  8  à  un  point  réel  fixe  sur  cette  co- 


(')  Voir  Leçons  sur  la  Géométrie,  par  Clebsch;  recueillies  cl 
r()inplôt<''rs  par  Lindemann.  (raduitcs  par  Benoist,  tome  III.  (lanlhier- 
Villars,   iSS.S. 
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nique  :  on  voit  alors  qu'à  cliaque  point  (x  ,y)  correspond 
une  seule  valeur  de  f,  que  si  ce  point  est  réel  la  valeur 
de  t  Test  aussi,  et  réciproquement. 

Considérons  maintenant  deux  points  fixes  P  et  Q  réels 
ou  imaginaires  conjugués,  non  situés  sur  la  conique  S  et 
définis  par  l'intersection  d'une  droite  fixe 

UX  -f-  (^JK  -f-  (V  —  o,. 

avec  une  conique  fixe  ayant  pour  équation 

L'équation  générale  des  coniques  X  passant  par  les  deux 
points  fixes  P  et  Q  est 

(  2  )         ¥{x,y)  -^  (ux  -^  vy  ^  {v)(\x  -{-  jx j  -f-  v  )  =  o , 

avec  trois  coefficients  variables  ).,  a,  v.  Ces  coniques  va- 
riables S  coupent  la  conique  fixe  S  en  quatre  points  parmi 
lesquels  trois  peuvent  être  choisis  arbitrairement^  le 
quatrième  point  d'intersection  est  alors  déterminé  et 
est  unique.  Appelons  f,,  t^,  «g,  t,^  les  valeurs  du  para- 
mètre t  correspondant  à  ces  quatre  points  d'intersection  : 
ces  valeurs  seront  liées  par  une  relation  algébrique  dé- 
terminant l'une  d'elles  dès  que  les  trois  autres  seront 
connues.  C'est  cette  relation  que  nous  allons  former. 

Supposons  d'abord  que  la  droite  PQ  ne  soit  pas  tan- 
gente à  la  conique  fixe  S  :  elle  coupera  cette  conique  en 
deux  points,  réels  ou  imaginaires,  correspondant  aux 
valeurs  f  =  a  et  f  =  6  du  paramètre  t^  fournies  par  l'é- 
quation 

ux  -^  vy  -\-  «'  =  o, 

dans  laquelle  on  remplacerait  x  et  j  par  les  expressions 
(i)  :  nous  appellerons  x,j,  et  x^Y^  les  coordonnées  de 
ces  points  A  et  B.  Pour  trouver  les  valeurs  de  t  corres- 
pondant aux  quatre  points  d'intersection  de  la  conique 

Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t,  VIII  (Janvier  1889).  4 
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variable  S  avec  la  conique  lixe  S,  il  faut  subsliluer  dans 
l'équation  (2)  de  S  les  expressions  (i)  de  x  etj 

,  fit)  ^(i) 

l'équalion  (îï)  devient  alors,  après  qu'on  a  réduit  tous 
ses  termes  au  dénominateur  commun  c5-(f),  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  admettant  les  racines  cherchées 
/<,  t'o,  /s,  ^4^  On  aura  donc,  en  décomposant  le  numéra- 
teur de  cette  équation  en  facteurs  du  premier  degré, 
l'identité 

Y{x,y)-^  { Il  X  ~\-  vy  -\-  w){  À  x  h-  \i.y  -^  v  ) 

=  K   — r— 7- » 

où  K  est  une  constante  qui  ne  dépend  pas  de  i,  mais 
qui  dépend  de  ).,  [J^,  v.  Si,  dans  cette  identité,  on  fait 
t  :=  n^  les  quantités  x  ^t  y  deviennent  les  coordonnées 
.r,  et  ji  du  point  A,  {ux  -{-  K'g  ■+-  w)  s'annule,  et  l'on  a 

V{x,,y,)oHa)=K{t,-a){t^-a){t^—a){1,  —  a)\ 
de  même,  en  faisant  t  ^=^b^  on  a 

V {x.^,y._)oHb)  =  K{t,—  b){U-  b)it^-  b){i.,~  b). 

Divisant  ces  d<iux  équations  mendire  à  membre  pour 
éliminer  K,  on  a  la  relation  chercliée 

^^  t,  —  bti  —  bh  —  bt,  —  h~' 

où  1(;  second  membre;  C  est  une  constante  avant  pour 
valeur 

^"  ^       V{x,,y,)o^{b)' 

On  voit,  comme;  nous  l'avions  dit  a  priori^  ^1"^, 
h-,  f-2-,  r»  étant  choisis  arbitrairement,  cette  relation  (3) 
donne  une  seule  valeur  pour  /j.  Examinons  maintenant 


(  ^>'  ) 

les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter  et  lirons  (|ucl- 
(jues  eonsé(|uences  de  cette  relation  (3). 

i"  Les  points  A  et  \y  sont  réels.  —  Dans  ce  cas,  la 
constante  C  est  réelle  ;  elle  est  positive;  si  F(a7<,j)'<)  et 
F(j:2»jr2)  sont  de  mèm(;s  signes,  c'est-à-dire  si  les  points 
A  et  B  sont  tous  deux  à  l'intérieur  ou  tous  dcnix  à  l'ex- 
térieur de  la  conique  F(.r,  7  )  =  o  ;  elle  est  négatives 
dans  le  cas  contraire.  Nous  simplifierons  la  forme  de  la 
relation  (3)  en  faisant  un  cliaiigement  de  paramètre  et 

posant 

t  —  a 

où  B  désigne  une  nouvelle  variable  destinée  à  rem- 
placer t.  A  chaque  valeur  de  B  répondent  une  valeur  de  t 
et,  par  suite,  un  point  de  la  conique  S,  et  réciproque- 
ment ;  si  0  est  réel,  t  l'est  aussi,  et  récipioquement.  Si 
Ton  appelle  B,,  Qo-»  ^-.i^  ^^\  les  quatre  valeurs  de  8  corres- 
pondant aux  quatie  points  d'intersection  de  S  avec  S,  on 
voit  que  la  relation  (3)  prendra  la  forme  simple 

(5)  6162630^=0. 

Coniques  S  surosculatrices  à  S.  —  Pour  qu'une  co- 
nique S  soit  surosculatrice  à  S,  il  faut  et  il  sullit  (jue  les 
quatre  points  d'intersection  soient  confondus.  Appelant 
0  la  valeur  du  paramètre  qui  correspond  au  point  de 
surosculation,  on  aura  donc,  d'après  (5), 

(6)  .  64=  C; 

cette  équation  a  deux  racines  réelles  ou  n'en  a  aucune 
suivant  que  C  est  positif  ou  négatif.  Dans  la  première 
hypothèse,  il  existe  deux  conicjues  S  surosculatrices 
réelles;  dans  la  seconde,  il  n'en  existe  pas.  Les  quatre 
points  de  surosculalion  réels  ou    imaginaires  ne    sont 


(  5.  ) 
jamais  sur  une  conique  2,  car  le  produit  des  quatre  ra- 
cines de  l'équation  (6)  est  égal  à  — C. 

Mener  par  un  point  ^^  de  la  conique  S  des  coniques  2 
osculatrices  à  S.  —  Soit  B  la  valeur  du  paramètre  corres- 
pondant au  point  d'osculation,  la  conique  S  osculatrice 
au  point  8  coupera  S  au  point  donné  B|  et  en  trois  points 
confondus  avec  8  ;  on  aura  donc,  d'après  (5), 

(7)  ^163=0, 

équation  en  8  qui  a  une  seule  racine  réelle  8'  et  deux 
imaginaires  8"  et  ^"' .  On  ne  peut  donc  mener  par  un 
point  8,  de  S  qu'une  conique  S  réelle  osculalrice  à  S. 
Le  point  8i  et  les  trois  points  d'osculation  réels  ou  ima- 
ginaires 8',  8",  h"'  sont  sur  une  conique  S,  car  on  a 

0,0' 6"  6'"=  G. 

a*'  Les  points  A  e/^  B  sont  imaginaires  conjugués.  — 
Alors  les  quantités  ¥  [x  ^ .,  y  ^) ':^- {a)  et  F(j"25j)  2)  ^*(^) 
sont  imaginaires  conjuguées 5  leur  quotient  C  est  une 
constante  imaginaire  de  module  i , 

G  =  costo  -+•  tsin  co. 

Les  constantes  a  et  b  étant  imaginaires  conjuguées, 

on  a 

rt  =  a  -+-  /|3,         b  =  1 —  i3. 

Pour  simplifier  la  relation  (3)  et  n'v  introduire  que 
des  éléments  réels,  posons 


a  —  t 

=  col 


p 


1  S 


•7  étant  un  nouveau  paramètre  que  nous  substituons  à  t. 
A  chaque  valeur  de  t  répond  une  seule  valeur  de  f,  mais 
à   une   valeur  de   /   répondent  une  infinité  de  valeurs 


(  53) 
de  T  dillérant  les  unes  des  autres  par  des  multiples 
de  271  :  en  outre,  si  t  est  réel,  t.  l'est  aussi,  et  récipro- 
quement. Donc,  à  chaque  valeur  de  t  correspond  un 
seul  point  de  la  conique  S*,  mais  à  un  point  de  la  conique 
correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  t  diilerant  les 
unes  des  autres  par  des  multiples  de  it..  Si  nous  appe- 
lons Ti,  To,  T3,  Tv  des  valeurs  de  t  correspondant  aux 
quatre  points  ^,,  t^^  /s,  t.\  d'intersection  de  la  conique  S 
avec  une  conique  S,  la  relation  (3)  prendra  la  forme 

-+-  tsin  (xi  -h  T2-I-  T3H-  Tv-H  (o)  =  costo  -4-  fcsin co; 
d'où 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Coniques  S  surosculatrices .  —  En  appelant  t  le  pa- 
ramètre du  point  de  surosculalion,  on  devra  avoir 

4  T  =  2  A"  TT  ; 

d'où,  pourx,,  quatre  valeurs  obtenues  en  faisant  succes- 
sivement A^  =  o,  I ,  r>.,  3, 


T=:0,  T=-7  'û=7r,  X**=    

2  2 


„« "■  ^111  


les  autres  déterminations  de  l'entier  k  donnent  pour  t 
des  valeurs  qui  diffèrent  de  l'une  des  quatre  précé- 
dentes par  des  multiples  de  air  et  qui,  par  suite,  ne 
fournissent  pas  de  nouveaux  points  de  la  courbe.  Il  y  a 
donc  quatre  coniques  S  surosculatrices  réelles  ;  leurs 
points  de  contact  ne  sont  jamais  situés  sur  une  conitjuelS, 
car  la  somme  (t'h- t' -h  t'^^H- t"^)  est  un  multiple  im- 
pair de  7T. 


(  '^4  ) 

Mcnei'  pai'  un  point  Tj  de  la  conique  S  des  coniques  - 
osculaliices  à  S.  —  Appelons  t  le  paranièliHî  du  point 
d'osculalion,  nous  auions 

Ti-^3-:  = '2/—, 

d'où,  en  faisant  /r  =  o,  i ,  2,  trois  valeurs  pour  t  : 


1 

^, 

'2-            T, 

4-       -1 

r' 

3          3' 

3         3 

11  y  a  donc  trois  coniques  i^  osculatrices  réelles^  les 
points  de  contact  et  le  point  t,  sont  sur  \\n^  conique  S^ 

(;ar  on  a 

_/  ,   _"  i_  —  "' _i_  ».  .  »- 

3"  JNous  avons  supposé,  pour  établir  les  résultats  pié- 
cédents,  que  la  droite  PQ  n'est  pas  tangente  à  la  co- 
nique S.  Lorsque  cette  droite  est  tangente  à  S,  les  deux 
points   A  et  B  sont  confondus,  a  devient   égal  à  Z»,  et 

l'cMpiation 

//  j:  -i-  K>y  -f-  «p  =  o, 

où   l'on   remplace  x  et  y  par  leurs   expressions  (i)  en 

fonction  de  f,  admet  la  racine  double  t  =z  a  (jui   annule 

aussi  la  dérivée 

ux't-r-  vy'f. 

Ucv<Mioiis  alois  à  l'identité 

F  {x,  y)-^(  UT  -{-  vy  -\-  iv  )ù.x-\-  ;x  k  -4-  v ) 

(ty—   t){ti~t)(h—tMt^—t^ 


K 


?-(0 


et  prenons  les  dérivées  logarithnii^pies  des  deux  membres 
pnr  rapport  à  t.  ^Ous  aurons  la  nouvelle  identité 

l'x-g'/-^  ^'yyt-^{iix't-^çy't)  (Xx  -i-{xy -4-v)  -f-  (KJ7  4-  vy  -\-  w)  (Xj^-4-  ^y)) 
V  {,u\  y)  H-  (f/^  -H  v>>-  -i-  iv)  (Xx-t-  ij.>-  -i- v) 

-t,~^  t-i,'^'  'r^t\'^  t-t~-  ?(/)* 


(  5.5  ) 
faisons  dans  celte  identilé  t=^  a  el  rappelons- nous  rjU(; 

{ux  -+-  vy  -\-  w)  Gl  [  ux\  -h  vy\)  s'annulent  pour  t  =  a^ 
nous  aurons  la  relation  eliereliée 


(o) \ H 1 =  h. 

a  —  Il        a  —  t-i        a  —  ^3        a  —  ^^ 

//  désignant  une  constante  dont  il  est  inutile  d'écrire 
l'expression.  Si,  pour  simplifier,  on  cliange  d<'  para- 
mètre en  posant 

_[_  _  h 

~a~—  t  ~  ^        \  ' 

s  désignant  un  nouveau  paramètre  qui  prend  les  valeurs 
•*)î  S'il  '^^î  •^'«  ^i^^  {jualre  points  d'intersection,  la  rela- 
tion (())  devient 

(10)  sx-^  S.I-+-  S-i-r-  S'^=  o. 

Il  i\y  a  plus  alors  qu'une  conique  i^surosculatrice;  son 
point  de  contact  est  s  =.  o.  Par  un  point  .?,  de  S  on  ne 
peut  plus   mener  qu'une  conique  S  osculatrice  à  S  ;  le 

point  de  contact  est  —  —  • 

Exercices,  —  I.  En  un  point  M,  de  la  conique  S  ou 
mène  une  conique  ^  osculatrice  coupant  la  conique  S  eu 
un  autre  point  M^;  en  Mo  on  mène  de  nouveau  une  co- 
nique S  osculatrice  qui  coupe  S  en  un  autre  point  M^^  . .  . 
et  ainsi  de  suite.  Calculer  le  paramètre  du  point  iM/^ 
ainsi  obtenu  en  fonction  de  paramètre  du  point  i\Ji,  en 
se  plaçant  successivement  dans  les  trois  cas  examinés 
plus  haut.  Clierclier  si  M,;  ptîut  coïncider  avec  M, .  Clier- 
clier  si  M/^  tend  vers  une  position  limite  quand  n  aug- 
mente indéfiniment. 

II.   Appli(juer  la   nu'tliodo  générale  aux  cas  particu- 


(  5«  ) 
liers  suivants,  auxquels  on  pourrait  toujours   ramener 
les  trois  cas  précédents  par  une  projection  conique  : 

i"  S  est  une  hyperbole  —  — ~  =  i  et  les  coniques  S 
sont  (les  cercles 


ic-  -4- j^-  -+-  Xip  -f-  [xy  -\-  V  —  o, 
ou  des  hyperboles  équilatères  asymptotes  aux  axes 

xy  -î-  Ix  -r-  \xy  -T-  V  =:  o  ; 

2"  La  conique  S  est  une  ellipse  et  les  coniques  il 
des  cercles^ 

3**  La  conique  S  est  une  parabole  et  les  coniques  S 
des  cercles. 

IIL  Former  les  relations  qui  lient  les  quatre  valeurs 
du  paramètre  t  correspondant  aux  points  d'intersection 
d'une  conique  fixe  S  avec  une  conique  variable  T  pas- 
sant par  trois  |)oints  fixes  ;  trouver  ensuite  les  coniques  T 
bitangentes  à  la  conique  S. 


ÉTUDE  (iÉOWÉTRIOlE  D'LXE  FA)IILLE  HE  CO.MOllES;  ^ 

Par  m.  Charles  FABKV, 

Kiu'icn  I']lovc  de  l'I^colc  Polytechnique. 


On  sait  que  la  perspective  d'une  cnbicjue  gauche  sur 
un  plan  tpielconque,  en  prenant  pour  point  de  vue  un 
point  de  la  courbe,  est  une  coni(jue.  Si  Ton  prend  pour 
point  de  vue  successivement  Ions  les  points  de  la 
(OUI  he,  le  plan  restant  fixe,  (»n  aura  une  famille  de  co- 


(  h  ) 

iii([ues;  c'est  celte  famille  de  coniques  que  je  me  propose 
(l'étudier. 


ï. 


1.   Soient 


P  le  plan  fixe^ 

S,  S'  deux  coniques  quelconcjues  données  dans  ce  [)lan  ^ 

A,  B,  C  trois  de  leurs  points  d'intersection; 

a  le  quatrième. 

Menons  par  a  une  droite  non  située  dans  le  plan  P, 
et  prenons  sur  cette  droite  deux  points  S  et  S'.  Les 
cônes,  ayant  respectivement  pour  sommets  S  et  S'  et 
pour  directrices  S  et  S',  ont  une  génératrice  commune 
SS';  la  courbe  commune  à  ces  deux  cônes  se  compose 
donc  de  cette  droite  et  d'une  cubique  gauche  qui  passe 
par  les  points  A,  B,  C,  ainsi  que  par  les  points  S  et  S'. 
Les  deux  coniques  S  et  S'  sont  donc  deux  perspectives 
de  cette  cubique  gauche.  Nous  allons  chercher  à  détinir 

Fie:.  I. 


toutes  les  autres  perspectives  de  la  courbe.  Cherchons 
un  autre  point  de  la  cubique.  Pour  cela,  je  coupe  par 
un   plan   passant  par  SS'  {Jig-    i).    Ce  plan   coupe  S 


{  58  ) 
Un  j)  et  S'  en  />'.  Les  droites  /^S,  j/S'  se  coupent  en  un 
])oint  S^'  qui  est  sur  la  cubique.  La  perspective  de  la  cu- 
bique par  rapport  à  ce  point  est  une  conique  i^''  passant 
par  les  cinq  poijits  A,  B,  C,  /j  dp'. 

Donc   notre  famille  de  coniques  peut  être  définie  de 
la  manière  suivante  : 

On  donne  un  tfiangle  A\iC  {Jig-  '^)  ^f-  deux  coniffues 

Fig.  2. 

A   ^ -^ 


S  et  y!  circonscrites  à  ce  triangle.  Ces  deux  conir/iies 
se  coupent  en  un  quatrième  point  a.  Par  ce  point  on 
mène  une  sécante  variable  pp' y--,  et  l'on  fait  passer 
par  les  cinq  points  A,  B,  C,  p.,  //  une  conique. 

Deux  coniques  de  la  famille  n'auront  qu'un  point 
commun  autre  que  A,  B,  C. 

Les  coniques  i]  et  ^'  sont  deux  conicjues  quelconcjues 
de  la  famille.  Donc  : 

iiiKouiniK  L  —  ^V  l'on  prend  trois  quelconques  des 
coniques  de/i nies  comme  ci-dessus,  les  trois  points  d'in- 
tersection (autres  que  A,  B,  C)  f/e  ces  coniques,  prises 
deux  à  deux,  sont  en  ligne  droite, 

"2.  La  coni(|ue  ï' doit  passer  par  le  point  où  la  lan- 
l;(  iite  à  la  cubicpie  en  S''  rencontre  b'  plan  P,  et  ce  point 
cî»l  celui  où  la  c()ni(pi('  }l"  loucbc  Tcnvcloppe  de  nos  co- 


(  %) 

iii(|ucs.  Or  ccî  point  csl  à  riiilcrsccLioii  de  la   taiigciilc 

à  S  vAi  /}  et  (le  la  tang(MU(;  à  }l'  vi\  //.  Donc  : 

Théoiikme  11.  —  Si  -M''  f^sf,  r intersection  des  tan- 
gentes à  S  et  S'  e/i  /)  et  j)\  la  conique  passant  par  A,  H, 
C,  /;,  //  passe  en  iW,  e/î  C6^  dernier  point  est  celui  oii 
cette  conique  rencontre  la  conique  infiniment  voisine 
de  la  fandlle. 

J^a  conicjuo  1'  passe  au  point  où  la  tangente  en  S  à  la 
eul>i(jue  perce  le  plan.  Or  ce  point  est  à  l'intersection 
(le  la  conicjue  lu  avec  la  tangente  à  ï' au  point  a.  On  a 
donc  le  tliéorènie  suivant  : 

Thi':oul:me  III.  —  ^  étant  une  des  coniques  de  la  fa- 
ndlle, les  tangentes  aux  autres  coniques  de  la  fa/nille 
au  point  oii  elles  rencontrent  la  conique  ]S  passent  par 
un  même  point  M,  qui  est  le  point  où  la  conique  ^ 
louche  V enveloppe. 

De  ce  tliéorènie  résulte  que,  par  aucun  point  du  plan 

Fig.  3. 


on  ne  peut  faire  passer  plus  de  deux  conicpies  de  la  fa- 
mille. 

3.  Les  tliéorèines  II  et  III  sont  des  consécpiences  im- 
médiates du  théorème  I. 

Soient  en  ell'et  S,  i]',  ^'  trois'  coniques  de  la  lamillc  : 
S'  et  ^'  se  coupent  en  «,  ï  et  ^'  en  (^ ^  i'  et  ^'  en  c^' ,  On 


(6o  ) 
sait  que  les  points  a,  a',  d'  sont  en  ligne  droite.  Soit  S'J 
la  conique  infiniment  voisine  de  2'';  elle  rencontre  S 
en  a'j,  S'  en  a,  et  Yl'  en  JVF.  Les  droites  aa,  et  d d^  sont 

Fig.  4. 

M" 


les  tangentes  en  a  et  d  aux  coniques  i]'  et  2C.  Or  les 
points  INPrta,  et  les  points  ^V d d^  sont  en  ligne  droite, 
ce  qui  démontre  le  théorème  II. 

Le  théorème  III  n'est  qu'une  autie  manière  d'énoncer 
le  théorème  IL 

Ces  deux  théorèmes  peuvent  s'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 

Si  deux  coniques  de  la  famille  lù  et  S'  se  coupent 
en  a,  la  tangente  à  l'une  d'elles  en  a  passe  par  le 
point  oiiT autre  touche  V enveloppe. 

i.  Enveloppe  de  ces  coniques.  —  L'enveloppe  de  nos 
coniques  est  le  lieu  des  traces  des  tangentes  à  leur  cu- 
l)i(jue  gauche  sur  le  plan  P,  c'est-à-dire  l'intersection 
du  plan  P  et  de  la  surface  développabh*  ([ui  a  lacuhicjue 
gauche  pour  arête  de  rebroussement.  L'enveloppe  de  nos 
coniipies  est  donc  une  courbe  du  quatrième  degré  (jui  a 
trois  poiiilsdc  rebrousstMnenl  en  A,  H,  C.  Les  tangentes 


(  «■  ) 

en  c(îs  points  sont  ies  traces  sur  Je  plan  P  des  plans 
osculateurs  à  Ja  cubique  en  A,  B,  C  Or  ces  plans  oscu- 
lateurs  se  coupent  en  un  point  du  plan  P.  Donc  : 

Théorème  IV.  —  L'enveloppe  de  nos  coniques  (ou  lieu 
des  points  tels  que  M!')  est  une  courbe  du  quatrième 
degré  y  qui  a  pour  points  de  rebroussement  les  points  A, 
B,  C,  et  les  tangentes  en  ces  points  sont  concourantes. 

II. 

ÉTUDE  DES  CONIQUES,    DROITES   ET    POINTS  CORRESPONDANTS    ,y 
PAR    RAPPORT    A   UN  TRIANGLE. 

5.   Soient  A,  B,  G  un  triangle,  S  une  conique  circon- 

Fig.  5. 


scrite.  Nous  allons  définir  celte  conique  d'une  manière 
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symétrique  par  rapport  aux   éléments   du   liiangle,  au 
moyen  d'une  droite  ou  d'un  point  : 

i"  Soient  A  a,  B[j,  Cy  les  tangentes  en  A,  B,  C  à  la 
conique  S.  Les  points  a,  p,  y  sont  sur  une  droite  D.  A 
chaque  conique  S  correspond  une  droite  telle  que  D,  et 
à  chaque  droite  correspond  une  conique.  La  droites  D 
peut  donc  servir  à  définir  la  conique. 

a"  Les  tangentes  A  a,  B  [ii,  Gv  forment  un  triangle 
ahc,  et  les  droites  Arf,  BZ>,  Ce  concourent  en  un  point  P. 


Fi  (T.  (j. 


A  chaque  conicpie  correspond  un  point  P.  Béciproque- 
ment,  si  P  est  donné,  on  en  déduira  les  points  a',  ,â',  ^A 
Or  les  points  a,  [j,  y  sont  les  conjugués  harmoniques 
des  premiers  par  rapport  à  BC,  AC,  AB,  et  les  points  a, 
jii,  Y  ainsi  construits  seront  en  ligne  droite.  On  aura 
ah)rs  les  tangentes  à  la  coni(jue  en  A,  B,  C,  cl  par  suite 


(  ^>>  ) 

la  conique.  Li;  poinl  J*  |)(îiU  donc  aussi  scrvii   à  déliiiii' 
la  conique. 

De  incMic,  si  T  est  une  (;oni(jue  inscrite  au  triangle, 

on'pourra  la  délinir  [)ai*  un  point  ou  par  une  droite-,  la 

Jîg.  6  fait  sufiisaniment  coinpriMidie  de  quelhî  manière. 

().  Prenons  li;  tr'iangle  ABC  pour  IriangUî  de  réfé- 
rence. On  démontrera  sans  dillieulté  les  résultats  sui- 
vants : 

Si  un  point  P  a  pour  coordonnées  x,  j  ,  z,  la  droite 
correspondante  D  aura  pour  éfjuation 

X       Y        Z 

1 ! ^  o, 

a;        j^        z 

la  conique  correspondante  S 


.T  y         z 


la  coniijue  inscrite  correspondante  T 


i/ 


X  /Y  /Z 


.r 


Si  l'on  se  donne  une  courbe  que  décrit  le  point  P,  il 
est  facile  de  trouver  r«;nveloppe  de  la  droite  et  des  deux 
coniques  correspondantes  ou  léciproquement. 

Le  Tableau  suivant  donne  quelques-uns  des  résultats 
que  l'on  obtient  ainsi  : 


(  64  ) 


tr     3 


c  -ci 

Q 

H 

de  g 
iblc 

de 
on   1 
ôté  ( 

li 

ff  "O    r    o    s 

5      «5 

^.  2 

i 

s 

« 

-c 

6 

11 

n:  I  o 

o    © 

Il    1^    1 

<f  i^ 

T 

c 
o 

1  ë- 

"     '—    tr             j; 

^    o 

l>l<. 

c 

' 

wl 

_     S     t-     --     C 

S     O     O    •-     O 

Te 

^ 

1/1 

t) 

>-!<> 

1 

■c    :!.  c    c    « 

O    ^ 

w 

s 

T 

ce 

-  ^  '^  <" 
^  1  .=  ë  .s 

s    >->  c    c    ^ 

«^ 

1 
1 

o 
o 

/^l  t 

c  «  ^  i.  - 

-      tJD 

■^ 

cr\^ 

û 

is:  I  o 

! 

T 


—      b 

•     O 


U]    2 


<1 


c 
« 

c 
c 


O 


=     =    ^'l    — 


.E   V 

ô  = 

^  f  I 


X  I  ^ 


XI:: 


is:  I  ^ 

X 

IX  le 


c 

'?  1  o 

s 
1. 

+ 

M<5 

a> 

■^ 

-V 

O 

m« 

■O 

'ô 

o 


O     -.     i£    ^     C     c    "i 


cr  Si  C 

—  D.  ^ 

,,  «J  !/) 

5^  S  3     X    ^ 


3 
O 

C5    ^ 

U 

w 

V 

TS 

.^ 

c 

s:  1  o 

-o 

II 

c 
o 

ï^l-s 

'/5 

<u 

11 

z 

o 

Xlc 

•J 

_a 

"3 

o. 

>1 

o 

d 

•j 

'»Z 

II 

o 

(A 

o  1  «î 

e 

o 

+ 

•<5IÎS 

V 

+ 

s 

_C" 

«1^ 

c 

o 

u 

O   -<:j  "5    >1 

II 

o 

■a 

«J      3      5 

1  ;,ts: 

^ 

c 

c  .2,  "  ~ 

^ 

1 

II 

—           C         Jj          ^ 

-c 

s:  1  o 

O          ■*         C-       "^ 

r/V  -^   t/.  rf- 

o    c    =    - 

w  -r    es    p 

+ 
l-c>l>- 

c 
o 

'"-!-" 

O 

T 

<"      J^      ~      CJ 

o    1^    o   -j 

1 
1 

O 

o 

XiS 

c    c    =■  o 

1  cix 

-J 

<y    X  -j    - 

te  t,    o  -c 

^ 

"p 

5 

6  l>-l-^ 

3  T 

•H"  IX  le 

—  «^\ 


c 

11 
+ 

I^K.I-^ 

I 

mic 


X 


{  65  ) 
T(3Ules  les  réciprocjuos  de  ces  théorènics  sont  vraies^ 
par  exemple,  si  une  conique  circonscrite  au  triangle 
ABC  passe  par  un  point  fixe,  le  point  correspondant  de 
cette  conique  décrit  la  droite  correspondante  du  point 
fixe. 

7.  Nous  avons  rencontré  dans  ce  qui  précède  une 
courbe  du  quatrième  degré  ayant  trois  rebroussemcnts. 
Jl  est  facile  de  démontrer  que  cette  courbe  est  la  plus 
générale  de  cette  espèce,  c'est-à-dire  que  toute  courbe 
du  quatrième  degré,  qui  a  pour  points  de  rebrousse- 
ment  les  trois  sommets  du  triani^le  de  référence,  est  re- 
présentée  par  une  équation  de  la  forme 


/l  +  \/î  +  \/l  =  "■ 


Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  partir  de  l'équation 
la  plus  générale  des  courbes  du  quatrième  degré  et  d'ex- 
primer qu'elle  a  les  trois  sommets  du  triangle  pour 
points  de  rebroussement.  On  en  conclut  ce  tliéorème  : 

Théorème  V.  —  Si  une  courbe  du  quatrième  degré 
a  trois  points  de  rebroussement  A,  B,  C  : 

\^  Les  tangentes  en  ces  points  concourent  en  un 
point  V\ 

2°  La  courbe  a  une  tangente  double  qui  est  la 
droite  correspondant  au  point  P  par  rapport  au 
triangle  ABC. 

On  verra  de  même  que  toute  courbe  du  troisième 
degré,  qui  a  un  point  double  (coordonnées  «,  /;,  c)  et 
trois  points  d'indexion  situés  respectivement  sur  les 
côtés  du  triangle,  avec  les  côtés  de  ce  triangle  pour 
tangentes  d'inllexion,  a  pour  équation 


\/l  ^  \/l  -"■  \l\  =  " 


Aiin.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VIll.  (  Kcvricr  1889.) 
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OU 


/X        Y        Z  \3  XYZ 

(  -  -h  -  -^  -  )    -  27  —T-   =  o. 


On  en  conclut  ce  théorème  : 

Théorème  VI.  —  Si  une  courbe  du  troisième  degré  a 
un  point  double  et  trois  points  d'inflexion  : 

i"  Les  trois  points  d'inflexion  sont  en  ligne  dpoite  ; 

1^  La  droite  qui  joint  ces  points  est  la  droite  con- 
juguée du  point  double  par  rapport  au  triangle  J or  nié 
par  les  tangentes  d'inflexion. 

Les  théorèmes  V  et  VI  se  déduisent  l'un  de  l'autre 
par  les  polaires  réciproques. 

THÉORÈ:\rF,  \  II.  —  Si  deux  coniques  S  et  S'  circon- 
scrites au  triangle  ABC  ont  pour  points  correspon- 
dants P  et  P',  le  point  d'intersection  de  ces  deux  co- 
niques est  le  point  correspondant  h  la  droite  PP'. 

Car  toutes  les  coniques  dont  les  points  correspondants 
sont  sur  PP'  passent  par  un  même  point,  qui  est  le 
point  correspondant  à  PP'. 

On  démontrera  de  même  : 

Théorème  VIII.  —  Si  deux  coniques  T  et  T'  inscrites 
jau  triangle  ABC  ont  pour  droites  correspondantes  D 
et  D',  la  tangente  commune  à  ces  coniques  est  la  droite 
correspondant  au  point  commun  à  1)  et  ï)'. 

Supposons  qu'un  point  décrive  une  courbe  P.  La  co- 
nique circonscrite  correspondant  à  ce  point  enveloppera 
une  courbe  C,  Le  point  où  chacune  de  ces  coniques  ren- 
contre la  conique  inliniment  voisine  est  le  point  con- 
jugué d'une  tangente  à  la  courbe  P.  De  là  ce  théorème  : 

TnÉouÈMi:  IX.  —  Supposons  quii/f  jioinl  décrive  une 
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courbe   P,  la  coniqiw  circoiLscrite  correspondante  de 
ce  point  enveloppera  une  courbe  G.  Si  une  droite  reste 
tangente  à  la  courbe  P,  son  point  conjugué  décrira  C 

On  démontrera  do  nicmc  le  théorème  suivant  : 

Théouèmk  X.  —  Supposons  (juune  droite  reste  tan- 
gente à  une  courbe  D.  La  conique  inscrite  correspon- 
dante enveloppera  une  courbe  T.  Si  un  point  décrit  T, 
sa  droite  correspondante  décrira  D. 

Les  réciproques  sont  aussi  vrai  es. 

Par  exemple,  si  une  conique  inscrite  reste  tangente  à 

I  .  .  .abc  ,      . 

la  conique  circonscrite  -— h  -  -4-  -  =  o,  sa  droite   con- 

juguée  enveloppera  la  quartique  1  /  x  "^  1/  v  "^  1/  7  ~  "• 

Une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC  et  la  co- 
nique inscrite  correspondante  sont  bi tangentes,  et  la 
corde  des  contacts  est  la  droite  correspondant  à  ces  co- 
niques. En  letFet,  les  équations  des  deux  coniques  sont  : 

aYZ-4-^ZX-4-cXY=:o 
et 

ï!     X!     L"  _  X^  _   ''^^  _   51  - 

«2  ^2  Qt  ■^      IjQ  dQ  '      dl)  ' 

et  cette  dernière  équation  peut  s'écrire 

^_l-^  _t_5y i-(aYZ  +  6ZX-i-cXY)  =  o, 

d         h        c  /         abc 

ce  qui  démontre  le  théorème.  Les  points  de  contact  des 
deux  coniques  sont  imaginaires.  On  démontre  sans  dif- 
ficulté que,  inversement,  si  deux  coniques,  l'une  inscrite, 
l'autre  circonscrite  au  triangle  ABC,  sont  bitangentes, 
elles  sont  correspondantes  et  la  corde  des  contacts  est 
la  droite  correspondante  des  deux  coniques. 
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m. 

9.  Revenons  à  la  famille  de  coniques  obtenue  en 
prenant  les  perspectives  d'une  même  courbe  gauche  du 
troisième  degré  par  rapport  aux  différents  points  de  la 
courbe. 

Toutes  ces  coniques  sont,  comme  nous  l'avons  vu, 
circonscrites  à  un  même  triangle  ABC.  Clierclions  le 
lieu  du  pôle  de  l'un  des  côtés  du  triangle  par  rapport  à 
ces  coniques. 

Soient  A,  B,  G  les  trois  points  où  la  cubique  ren- 
contre le  plan  P;  A  a,  B,3  les  tangentes  en  A  et  B  à  la 
cubique.  Soit  S  un  autre  point  de  la  cubique.  La  per- 
spective de  la  courbe  par  rapport  à  ce  point  sera  une 
conique  passant  en  A,  B,  G,  et  dont  les  tangentes  en  A 


et  B  seront  les  perspectives  des  droites  A  a,  Bp.  Le  pôle 
g  de  AB  par  rapport  à  cette  conique  sera  donc  la  trace 
sur  le  plan  P  de  la  droite  passant  par  S  et  rencontrant 
les  deux  droites  Aa,-  B^.  Or,  si  une  droite  rencontre 
une  cubique  gauche  et  deux  de  ses  tangentes,  elle  en- 
gendre un  liyperboloïde;  car,  si  l'on  considère  trois 
droites  Aa,  Bjii,  Gy  et  que  sur  ces  trois  droites  on  con- 
struise un  hvperboloide,  il   aura  sept  points  communs 
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avec   la   cubique  et  la   contiendra  tout   entière;   donc 
toute  droite    rencontrant  A  a,    15  [i    et    la   cubique  sera 
située  sur  cet  hjperboloïde,  car  elle  aura  trois  points 
communs  avec  lui.  Donc  : 

ThéorÎvme  XI.  —  Le  lieu  des  pôles  de  V un  des  côtés 
du  triangle  AI5C  par  rapport  aux  coniques  de  la  fa- 
mille est  une  conique  circonscrite  à  ce  triangle. 

Réciproquement,  si  l'on  a  uue  famille  de  coniques 
circonscrites  à  un  triangle  ABC  et  telles  que  le  lieu 
des  pôles  du  côté  AB  soit  une  conique  S  circonscrite 

Fig.  8. 


à  ABC,  on  peut  les  considérer  comme  les  perspectives 

d'une   même  cubique  gauche,    que   l'on   obtiendra    en 

faisant  passer  un  liyperboloïde  par  S  et  en  traçant  une 

cubique  placée  sur  cet  hyperboloïde  et  tangente  à  deux 

génératrices  de  même  système  en  A  et  B. 

Si  g  est  le  pôle  de  la  droite  AB  par  rapport  à  une  de 

nos  coniques,  la  droite  correspondant   à  cette  conique 

sera  ap.   Si  x,  r,  z  sont  les  coordonnées  du  point  g,  la 

1     •.       û  ,  .       \        Y         Z 

droite  ap  aura  pour  équation  -  H —  —  -  =  o. 
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Or  le  lieu  du  point  g  est  uue  eouique  circonscrite  au 

ce  V  " 

tri  an  crie  ABC.  Ou  a  donc f-  V  4-  "  =  o.  Donc  : 

°  abc 

Théoiième  XII.  —  Les  droites  correspondant  aux 
coniques  de  notre  fandlle  passent  par  un  point  fixe. 

Les  points  correspondants  de  ces  mêmes  coniques 
décrivent  une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC. 

Ou  eu  couelut  que  l'enveloppe  est  une  courbe  du 
(juatrième  degré  ayant  quatre  points  de  rebrousseinent. 
On  voit  de  plus  que  les  tangentes  de  rebroussement  de 
l'enveloppe  concourent  en  un  point,  qui  est  le  point 
autour  duquel  tournent  les  droites  correspondantes  des 
coniques  de  la  famille.  Cette  courbe  du  quatrième  degré 
peut  aussi  être  engendrée  par  les  points  correspondants 
des  tangentes  à  une  conique  circonscrite  au  triangb; 
ABC. 

Il  résulte  aussi  du  théoièine  XII  que  par  tout  point 
du  plan  passent  deux  coniques  de  la  famille,  car  l'en- 
veloppe des  droites  correspondant  aux  coniques  cir- 
conscrites passant  par  un  même  point  est  une  conique. 

Les  réciproques  sont  vraies,  c'<*st-à-dire  que  si  des 
coniques  circonscrites  à  un  triangle  ABC  sont  tangentes 
à  une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  A,  B,  C  pour 
points  de  rebroussement,  ou  si  leurs  droites  correspon- 
dantes passent  par  un  point  fixe,  ou  si  leurs  points  cor- 
respondants décrivent  une  conique  passant  par  A,  B,  C^ 
on  peut  considérer  ces  coniques  comme  les  perspectives 
d'une  même  cubique  gauclie.  Ku  se  reportant  au  théo- 
rème I,  on  aura  le  théorème  suivant  : 

I  iii.ouiMi;  XIII.  —  Si  les  droites  correspondantes  de 
trois  coniques  circo/iscrifes  ù  un  triangle  ABC  sotit 
concourantes,    les    trois  points   (T intersection    (autres 
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que  A,  B,  C)  de  ces  conujaes  prises  deux  à  deux  sont 
en  ligne  droite,  et  i^aciproquement. 

Si  les  points  correspondants  des  trois  coniques  cir- 
conscrites au  triangle  ABC  sont  sur  une  même  conique 
circonscrite  à  ce  même  triangle,  les  points  d' intersec- 
tion (^autres  que  A,  B,  C)  de  ces  coniques,  prises  deux 
à  deux,  sont  en  ligne  droite,  et  réciproquement. 

10.  Soient  S  une  conique  circonscrile  au  triangle  ABC 
et  P,  P',  P''  trois  points  de  cette  conique.  Considérons 
les  trois  coniques  circonscrites  S,  S',  S''  correspondant 
aux    points    P,   P',    P'^   Nous    venons  de  voir  que   les 


points  d^intersection  de  ces  coniques  prises  deux  à  deux 
sont  en  ligne  droite.  Or  ces  points  d'intersection  sont 
les  points  conjugués  des  droites  PP',  P'P^^,  PP^^  Puis- 
qu'ils sont  en  ligne  droite,  ces  trois  droites  sont  tan- 
gentes à  une  même  conique  inscrite  au  triangle.  De  là  ce 
théorème  : 

TnÉoiiiiME  XIV.  —  Si  deux  triangles  sont  inscrits  à 
une  conique,  leurs  six  côtés  sont  tangents  à  une  même 
conique. 

On  démontrera  d'une  manière  analogue  : 

rnÉoiiÈiME  XV .    —    Si  deux   tria/ii^lcs  sont   circon- 
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scrils  à  une  même  conique,  Leurs  six  sommets  sont  sur 
une  même  conique. 

10.  De  ces  Lhëorèines  on  peut  déduire  le  théorème 
de  Poncelet  : 

Etant  données  deux  coniques  S  et  T,  s'il  existe  un 
triangle  ABC  inscrit  à  S  et  circonscrit  à  T,  il  en  existe 
une  injinité. 

Prenons  en  elï'et  un  point  fi  sur  S,  et  de  ce  point  me- 
nons les  tangentes  [ia,  ,3y  à  T,  et  joignons  ay.  D'après 
le  théorème  XIV,  il  existe  une  conique  tangente  aux  six 

Fig.   lo. 


côtés  des  deux  triangles  ABC,  aj^y;  or  cette  conique  se 
confond  avec  T,  car  elles  sont  tangentes  aux  cinq 
mêmes  droites;  donc,  etc. 

Inversement,  du  théorème  de  Poncelet  on  déduira 
facilement  tous  les  théorèmes  que  nous  avons  démon- 
trés, sans  avoir  recours  à  la  courbe  gauche  qui  nous  a 
servi  de  base. 

IV. 

Nous  allons  examiner  quehjues  cas  particuliers  des 
théorèmes  qu(î  nous  avons  démontrés. 

H.  INous  avons  vu  (jue  l'on  pouvait  délinir  la  famille 
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des  coniques  au  moyen  de  deux  coniques  2  et  S'  (n"  1  ). 
Deux  des  points  A,  J5,  C  pourraient  être  imaginaires 
sans  que  les  théorèmes  que  nous  avons  démontrés  ces- 
sent d'être  vrais. 

Supposons,  en  particulier,  (jue  ces  deux  coniques 
soient  des  cercles,  le  théorème  XI  devient  alors  le  sui- 
vant : 

Si  trois  cercles  ont  un  point  commun  A  et  si  les 
trois  autres  points  communs  à  ces  cercles  pris  deux  à 
deux  sojit  en  ligne  droite^  leurs  trois  centres  et  le 
point  A  sont  sur  un  même  cercle,   et  réciproquement. 

Ce  théorème  est  facile  à  démontrer  par  la  Géométrie 
élémentaire;  c'est  une  conséquence  immédiate  du  théo- 
rème de  Simpson. 

On  en  conclura  facilement  les  théorèmes  suivants, 
qui  sont  toujours  des  cas  particuliers  de  théorèmes  déjà 
démontrés  : 

Soient  C  et  C  deux  cercles,  K  et  cl  leurs  points  d'in- 
tersection. Par  a  on  mène  une  sécante  variable  ypq-, 

Fig.  II. 


et  l'on  trace  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A/yq.  On 
a  ainsi  une  famille  de  cercles  : 

1**  Le  lieu  de  leurs  centres   est   un    cercle  passant 
en  A  ; 
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2"  Les  points  d'intersection  [autres  que  A)  de  trois 
quelconques  de  ces  cercles  pris  deux  à  deux  sont  en 
ligne  droite  ; 

3"  Le  cercle  passant  par  A,  /?,  q  passe  en  M,  et  le 
point  M  est  le  point  ait  ce  cercle  touche  V enveloppe 
des  cercles  analogues  ; 

4°  Cette  env^eloppe  (ou  lieu  des  points  M)  est  un  li- 
maçon de  Pascal  qui  a  un  point  de  rebroussement 
en  A. 

12.  Nous  ne  ferons  que  signaler  le  cas  où  le  plan  de 
la  figure  serait  tangent  à  la  cubique  gauche.  On  aurait 
alors  une  famille  de  coniques  passant  par  un  point  A  et 
tangentes  à  une  droite  D  en  un  point  donné  B.  L'en- 
veloppe serait  alors  une  courbe  du  troisième  degré  ayant 
un  point  de  rebroussement  en  A,  un  point  d'inflexion 
en  B  avec  D  pour  tangente  en  ce  point. 

Comme  cas  particulier,  B  pourrait  être  à  l'infini^  les 
coniques  auraient  alors  une  asymptote  commune. 

Eufiu,  si  la  droite  D  allait  elle-même  à  l'infini,  on 
aurait  une  famille  de  paraboles  ayant  un  point  commun 
A,  et  ayant  même  direction  d'axe.  Leur  enveloppe  se- 
rait une  cubique  de  la  forme  >^-=  a:',  ayant  le  point  A 
[)our  point  de  rebroussement.  De  là  ce  théorème  : 

On  donne  la  courbe  y-  =  x^^  et  l'on  considère  des 
paraboles  ayant  leurs  axes  parallèles  à  O  >',  passant  à 
l'origine  et  tangentes  à  la  courbe  donnée.  Si  l'on 
prend  trois  quelconques  de  ces  paraboles^  les  points 
d'intersection  des  paraboles  prises  deux  à  deux  sont 
en  ligne  droite. 

18.  Le  plan  de  la  figure  peut  aussi  être  osculateur  à 
la  cul)i([ue  gauche.  On  a  alors  une  famille  de  coni(]ni'> 
nscnl.iliices  en  un    même  point  A.   Les  points  d  inler- 
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section  de  trois  queleoiicjues  de  ces  coiii(jues  prises 
deux  A  deux  sont  encore  en  ligne  droite.  iJans  ce  cas, 
l'enveloppe  est  une  conique,  tangente  en  A  à  toutes 
les  coniques  de  la  famille. 


V. 

li.  En  transformant  par  polaires  réciproques  les  pro- 
priétés que  nous  avons  démontrées  jusqu'ici,  nous  al- 
lons obtenir  une  nouvelle  série  de  propriétés.  Nous 
ferons  observer  d'abord  que,  si  une  conique  est  circon- 
scrite à  un  triangle  ABC,  sa  conjuguée  sera  une  conique 
inscrite  au  triangle  conjugué  du  premier,  A'B'C,  et  que 
la  droite  et  le  point  correspondant  à  la  première  conique 
par  rapport  au  triangle  ABC  auront  pour  conjugués  le 
point  et  la  droite  correspondant  à  la  deuxième  conique 
par  rapport  à  A'B'C. 

Ceci  posé,  soient  ABC  un  triangle,  T  et  T'  deux  co- 
niques inscrites  à  ce  triangle,  A  leur  quatrième  tangente 

Fi".     12. 


connnune.  Prenons  sur  cette  droite  un  point  a,  et  me- 
nons de  a  les  tangentes  a/7,  ay  aux  coniques  T  et  T', 
puis  construisons  la  conique  T"  inscrite  au  triangle  Al)C 
et   tangente  aux  droites  a/^,   a//.  Lorsque   le  point  a  se 
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déplace    sur  A,  nous   aurons  une  famille  de  coniques 
(jui  jouiront  des  propriétés  suivantes  : 

i"  Si  l'on  prend  trois  quelconques  de  ces  coniques, 
les  tangentes  communes  de  ces  coniques  prises  deux  à 
deux  sont  concourantes. 

2"  La  conique  T"  tangente  à  AB,  BC,  AG,  a/7,  y.q  est 
tangente  à  /?</,  et  pq  est  la  tangente  à  l'enveloppe  de 
ces  coniques  au  point  où  elle  est  touchée  par  T^'. 

Ou,  ce  qui  revient  au  même  ,  si  A  est  la  tangente 
commune  à  deux  coniques  T  et  T'  de  la  famille,  le 
point  de  contact  de  A  et  de  T  est  sur  la  tangente  à  T' 
au  point  où  elle  touche  l'enveloppe. 

3"  L'enveloppe  de  ces  coniques  (ou  enveloppe  des 
droites  p^/)  est  une  courbe  du  troisième  degré,  qui  a 
pour  tangentes  de  rebroussement  les  trois  côtés  du 
triangle  ABC,  et  qui  a  un  point  double. 

4"  La  polaire  de  l'un  des  sommets  du  triangle  ABC 
enveloppe  une  conique  inscrite  à  ce  triangle. 

5°  Les  points  correspondant  à  ces  coniques  par  rap- 
port au  triangle  ABC  sont  en  ligne  droite. 

6'^  Si  les  points  correspondants  de  trois  coniques 
inscrites  à  un  triangle  sont  en  ligne  droite,  les  tan- 
gentes communes  à  ces  coniques  prises  deux  à  deux 
sont  en  ligne  droite,  et  réciproquement. 

Citons  comme  cas  particulier  du  quatrième  théo- 
rème : 

Si  trois  paraboles  ayant  un  foyer  commun  ont  leurs 
sommets  en  ligne  droite,  les  tangentes  communes  à  ces 
paraboles  prises  deux  à  deux  sont  concourantes,  et  réci- 
proquement. 

La  démonstration  élémentaire  do  celle  proposition 
n'olîre  aucune  dilîiculté. 
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ÉOIATIO^  GÉNÉRALE  DES  SURFACES  RÉGLÉES  DO\T  LA  LIG\E 
DE  STRICTIOiV  SATISFAIT  A  CERTAINES  CO\DITIO\S; 

Par  m.  E.  AMIGUES. 


I.   Premier    problème.  —   La  lig/io  de  stiictioii  est 
donnée. 
1.  Soient 

les  équations  de  la  ligne  donnée,  dans  lesquelles  x,,j)  ,, 
z^  sont  les  eoordonnées  d'un  point  variable  Pde  la  ligne, 
et  s  une  variable  auxiliaire  représentant  la  longueur  de 
l'arc  AP  de  cette  ligne  qui  est  compris  entre  un  point 
fixe  A  et  le  point  variable  P. 

Soient)^,  p.,  V  les  cosinus  des  angles  que  la  génératrice 
du  point  P  fait  avec  les  trois  axes  des  coordonnées  rec- 
tangulaires. Soit  u  une  longueur  quelconque  PlM  prise 
sur  cette  génératrice  et  désignons  par  x,  7  ,  z  les  coor- 
données du  point  M.  On  a  alors 

X  =zf(s)  -h  Xm, 

z  =  t|;(5)  +  v«. 

Ces  équations,  dans  lesquelles  s  et  u  sont  deux  variables 
indépendantes  et  ).,  [j.,  v  des  fonctions  arbitraires  de  5, 
représentent  toutes  les  surfaces  réglées  passant  par  la 
ligne  donnée. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'elles  représentent  toutes  les  sui- 
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faces  réglées  ayant  pour  ligne  de  striction  la  ligne  don- 
née, si  les  fonctions  de  s  que  nous  appelons  ).,  ijl,  v 
satisfont  à  l'équation  différentielle  suivante  : 

Si,  d'autre  part,  on  appelle  a  l'angle  de  la  génératrice 
qui  passe  au  point  P  avec  la  courbe  donnée,  on  a  évi- 
demment, que  cette  courbe  soit  ou  non  ligne  de  striction, 

(2)  cosa=  2À/'(5). 

Enlîn,  il  est  facile  de  calculer  le  paramètre  de  distribu- 
tion m  de  la  génératrice  du  point  P.  La  valeur  de  ce  pa- 
ramètre, dans  le  cas  particulier  où  la  ligne  donnée  est 
ligne  de  striction,  prend  la  valeur  simple  qui  suit  : 

2.  Laissons  a  fonction  arbitraire  de  s.  Définissons  les 
fonctions  A,  jjl,  v  par  les  équations  (1)  et  (2),  auxquelles 
se  joint  l'équation 

(4)  À24-jjl24-v2=i, 

et  nous  aurons  ainsi  toutes  les  surfaces  réglées  ayant  la 
ligne  de  striction  donnée.  L'équation  (3)  nous  donnera 
alors  le  paramètre  de  distribution  pour  les  génératrices 
de  la  surface. 

Pour  intégrer  le  système  [(i),  (2),  (4)]-.  différentions 
(:>,)  en  tenant  compte  de  (i).  iNous  aurons 

alors   (2),  (4),   (5)  donnent  A,  jji,  v.  Les   relations  (2) 
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et    (5)    doniiciit    (l'abord   ).  vA,   v..    Portant   ces    vahjurs 
dans  (4)i  ^'^  ^  ui^^  équation  en  v  du  second  degré. 

3.   Supposons,  comme  exemple,    qu'on  nous  donne 
l'hélice  représentée  par  les  équations  suivantes  : 

s 
X  =  a  cos  —  > 
a 

.     s 
y  =1  a  sin  —  j 

z  =  bs. 


Kn 

posant 

\/>" 

-+-  sin^a 

-aH 

62+, )| 

'd 

cosa \ - 
ds      ) 

on 

obtient 

\  = 

—  si  II 

s 
a 

cosa 

-h  I 

—  a  cos 

s 
a 

d  cos  a 

IX  = 

s 

cos  — 

a 

cosa  — 

^R 

.     s 

a  sm  — 

a 

d 

cosa 
ds     ' 

6  cosa  -+-  R 

Il  est  facile  de  calculer  - — —  ?  c'est-à-dire   >  (  -7-' 

On  voit  aisément  que  cette  valeur  de  — r-  ne  contient 

que  l'angle  a  et  ses  dérivées.  D'où  le  résultat  suivant,  qui 
est  pour  ainsi  dire  évident  a  priori  : 

Dans  toute  surface  réglée  où  la  Ligne  de  striction  est 
une  hélice,  si  toutes  les  génératrices  coupent  cette  ligne 
sous  un  même  angle,  toutes  ont  Le  même  paramètre  de 
distribution . 

La  réciproque  est  fausse.  Si  la  ligne  de  striction  est 
une  hélice  et  que  le  paramètre  de  distribution  soit  le 
même  pour  toutes  hîs  génératrices,  le  cosinus  de  l'anghî 
sous  lequel  ces    génératrices    coupent  l'hélice,  au  lieu 
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d'être  constant,  est  une   fonction  de  s  définie  par  une 
équation  dilierentielle  du  second  ordre. 

4.  En  faisant  Z>  =  o  dans  le  cas  précédent,   l'hélice 
devient  un  cercle  de  striction.  On  a,  daïis  ce  cas, 

.      s  s    d  CO<7. 

A  =:  —  cos a  sin a  cos  —  — ; —  ? 

a  a      as 

s  .     s   d  ro«  oc 

u.  =  cosa  cos a  sin  —  — , 

a  a       ds 


=*'"'V'~"'&')'' 


Si,  en  particulier,  a  est  une  constante,  il  est  facile  de 
voir  qu'on  a  la  surface  gauche  de  révolution.  Donc  : 

Toute  surface  gauche  qui  a  un  cercle  pour  ligne  de 
striction  et  dont  les  génératrices  coupent  ce  cercle  sous 
le  même  angle  est  une  surface  gauche  de  ré^folution. 

II.  Second  piioBLi:ME.  —  La  ligne  de  striction  est 
plane. 

1.  Prenant  le  plan  de  cette  ligne  pour  plan  des  xj y 
on  a 

alors  la  relation 

devient 
Nous  poserons 

f\s)  =  COSO), 
cp'(5)  =  sinto; 

0)  s(MM  alors  une  fonction  aibitraire  de  .v,  puisque  la 
ligne  d(î  striction  est  une  ligne  plane  arbitraire.  l^*e- 
iions  pour  a  une  fonction  arbitraire  de  s. 
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Nous  aurons  alors  les  équations  suivantes  pour  déter- 
miner les  fonctions  de  s  que  nous  appelons  A,  jjl,  v, 

,    ,  d\  du   . 

(2)  X  cos to -h  ;jL  siii  oj  =  C0S3C, 

(3)  À2^|JL2-i-v2=I. 

Dilïérentions  ('2)  en  tenant  compte  de  (1).  Nous  avons 
ainsi 

(4)  — A  sin '0 -f- tj.  rosoi  = — sina-j— • 

Les  équations  (2)  et  (4)  donnent  X  et  a.  Puis  l'équa- 
tion (3)  donne  v. 

Le  problème  est  donc  résolu.  On  obtient 

/  ^  .         .       doc 

i    A  =  costo  cosa  H- sm  OJ  sina -j— , 
4  «tu 

I  .  .doc 

{5)  '    t^=  sinwcosa  —  coso)  sma -y-î 

En  particulier,  si  a  est  une  constante,  nous  aurons 
pour  les  équations  de  la  surface 

X  ^=  j  cos  OJ  ds  -f-  Il  cosw  cos  a, 
(6) 


jr  =  I    sïn  Lo  ds -h  u  sinoj  COS 'X. 


z  =  Il  sina. 


Dans  ces  formules  (6),  co  représente  une  fonction  arbi- 
traire de  s. 

2.   Pour  calculer  le  paramètre  de  distribution  des  sur- 
faces ci-dessus,  différentions  la  formule  (4). 

Ann.  de  Mathé/nat.,  3*  série,  t.  \IU.  (Février  1889.)  6 
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Nous  ol)  tenon  s 


dk    .  d<x  dto         d  /  .        doL  \ 

—  -y-  siri  tu  -i }-  cûs  a»  =  cos  a  —, j-{  sin  a  -^—    • 

€(s  ds  ds        ds  \  «  w  / 

Ajoutons  le  carré  de  cette  dernière  équation  au  carré 
de  l'équation  (i).  jNous  avons  ainsi 

l—\    /^V-f      —  —  5LI-    —W 

\ds  j         \ds  J        \_  ds        ds\  doj  /  J 

Cette  expression  ne  dépend  que  de  a,  de  to  et  de  leurs 
dérivées,  mais  ne  contient  pas  s  directement. 

Il  en  est  évidemment  de  même  de  -7-  >  d'après  la  der- 
nière des  formules  (5);  et,  par  suite,  il  en  est  de  même 
du  paramètre  de  distribution. 


SLR  DEIX  DÉTERlIIWiVTS  MlIERIOllES  ; 

Par  m.  g.  FOURET. 


Certains  déterminants  numériques,  d'une  forme  sim- 
ple, présentent,  quel  que  soit  leur  ordre,  des  valeurs 
remarquables.  En  voici  deux  exemj)Ies,  qu'il  nous  a  paru 
intéressant  de  faire  connaître. 

I.  Le  déterminant 
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—  I 
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—  1 

—  1 

«) 
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—  1 

—  1 

..  0 

(i,  {/itcl  (juc  soit  son  ordie  //,  une  valeur  égale  à  lu- 
nilé. 
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Désignons  par  X„  ce  détenninanl.  jNous  n'allcrons 
pas  sa  valeur  en  retranchant  des  élénnuits  de  la  pr(^- 
niière  colonne  les  éléments  correspondants  de  la  seconde. 
On  a  par  suite 


X,, 


o 

I 

I 

I 

I 

() 

1 

1 

() 

—  l 

<) 

1 

<) 

1 

1 
() 

-  1 

1 
1 

O 

f 
I 

■' 

—  1 

o 

..    I 

—  I     —  I 


(!'esl-à-dire 


II.  Le  dêtenninanl 
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—  [        —  1  (1 


est  nul  ou  égala  l'unité,  suivant  que  son   ordre  n  est 
impair  ou  pair  (^  ). 

Désignons  par  Y„  ce  déterminant.  En  retranchant  les 
éléments  de  la  seconde  colonne  des  éléments  correspon- 


(')  On   sait  d'ailleurs,  d'une  manière  générale,  que  tout  dolcrnii- 
nant  symétrique  gauche  d'ordre  impair  est  nul. 
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danls  (le  la  première,  on  a  encore 


I 

1 

I 

I 

1 

o 

1 

I 

o 

—  1 

o      .  . 

I 

• 

• 

. 

• 

o 

—  I 

—  I 

o 

ou  bien,  en  développant  ce  déterminant  par  rapport  aux 
éléments  de  la  première  colonne, 


Y«  =  - 


—  1 


-I       ...      o    ,1-1  —I      — I       ...      o    „_, 

c'est-à-dire,  d'après  les  notations  que  nous  avons  adop- 
tées, 

ou  encore,  en  vertu  du  premier  théorème, 


Mais  on  a 


Yo  = 


o      I 
—  I       o 


=  I 


On  en  conclut,  d'après  la   relation  de  récurrence  trou- 
vée, 


Y3=o,         Y4  =  i,         Y5=o, 


Q.  F.  n. 


Dans  une  JNote  publiée  en  i88(i  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  mathématique  de  France  (t.  XIV,  p.  i46), 
nous  avons  fait  connaître  la  valeur  de  quelques  autres 
déterminants  numéric|ues  remarquables.  JNous  ajoute- 
rons que  l'on  trouve  démontré,  dans  cette  même  JNote, 
le  second  des  deux  théorèmes  communicjués  par  M.  J. 
î\Iou("h('l  aux  lecteurs  d<*s  Nouvelles  Annales,  en  août 
dernier,  théorèmes  (jui  nedillèrent  d'ailleurs  entre  eux 
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que  par  la  forme  de  l'énoncé.  Nous  rappellerons  enfin 
que,  dès  1846,  M.  Catalan  s'était  occupé  de  questions  du 
même  genre  dans  ses  Recherches  sur  les  déterminants 
(  Bulletin  de  l'A  cadémie  royale  des  Sciences,  des  Lettres 
et  des  Beaux- Arts  de  Belgi(/ue,  t.  XI[I,  2^  Partie, 
p.  534). 


IVOIIVEAU  THÉORÈME  SUR  LES  PROGRESSIONS  ARITHMÉTIOLES; 

Par  m.  Joseph  JOFFKOY, 
Professeur    au    lycée    de    Nantes. 


Un  de  mes  élèves,  Gaston  Brunet  (classe  de  4®  année 
d'Enseignement  spécial)  a  le  mérite  d'avoir  remarqué 
par  des  essais  la  propriété  numérique  suivante  : 

Soit  les  progressions 

V  I .3.5.7.9. I 1 • i3. . . 
vi.5.9    .     i3... 

Le  premier  terme  de  la  dernière  est  le  cube  du  pre- 
mier terme  de  la  première^  la  somme  des  trois  termes 
suivants  (5,  9,  i3)  est  le  cube  du  terme  3,  la  somme  des 
cinq  termes  suivants  est  le  cube  du  terme  5,  etc. 

Il  a  été  conduit  à  cette  relation  par  la  même  relation 
connue  sur  les  progressions 

I,     2,     3,     4,     5,     G,     7,     8,     ... 
r,  3.  5,  7,  

Cette  propriété  et  celle  cpie  Brunet  a  trouvée  sont  des  cas 
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particuliers  du  lliéorème  suivant  auquel  elles  m'ont  con- 
duit : 

Soient 

a.b.c.d.e.f.  ..Ic.l{l  -^  R). .  . 

une    progression    (irithmëtique    à    termes    entiers    et 

soient 

a.c.e.g.  .  .k{l-\-K).  ., 

la  progression  formée  par  les  termes  de  rang  impair  de 
l' autre  ;  je  décompose  la  seconde  en  groupes  de  «,  b,  c, 
d^  .../,(/  -H  R)  termes  :  la  somme  des  termes  du  pre- 
nder  groupe  vaut  le  cube  de  «,  la  somme  des  ternies 
du  second  groupe  vaut  le  cube  de  b,  •  .  m  ^^  somme 
des  termes  du  {n-\-  i)  groupe  vaut  le  cube  de  l-\-K^ 
à  la  seule  condition  que  le  terme  a  soit  V unité  ou  à  la 
seule  condition  que  \\z=  a. 

Démonstration.  —  Le  premier  terme  du  groupe  qui 
contient  /  -f-  R  tenues  de  la  seconde  progression  est  pré- 
cédé par 


n 


a-i-^-+-c-i-,..-h/     ou     (rt-h/)  —  termes. 

2 

J(;  remplace  n  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  connue 

/  =  a  -h  ( /i  —  I  )  R 

et  je  trouve  que  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  ce 

terme  est 

(  rt  -h  /  )  (  /  —  a  -i-  R  ) 

C^e  terme  vaut  donc 

a  -\-  {a  -¥-  h{  I  —  a  -+-  R  ). 
Le  dcinier  terme  du  groupe  considéré  vaut 

a-+-(aH- /)(/  — r7^R)— (/-^R— i)>R. 
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Cl  la  somme  des  Leiines  de  ce  groupe 

[a  -{-  {a  -^  l){l  —  a  -^  R)  -h  (l  -h  l\  —  \)l\](l  -}-  R ), 

expression  qui  peut  s'écrire 

[(/-+- R)2-t-(i  —  a)(a  —  R)]( /h-  R) 

et  qui  peut  se  réduire  à   (/-f-  K)"*,  soit  lorscpie  a  =z  i  ^ 
soit  lorsque  R=r«.  c.q.f.d. 

^jypUcalion  I.  —  La  somme  des  cubes  des  n  premiers 
nombres  impairs 

I.3.'J...(2/l  —  i) 

est  égale  à  la  somme  des 

i-i-3-4-5-r-...-i-(2/i  —  t)     ou     n^ 
premiers  termes  de  la  progression 

I,     5,     9,     i3,     ...,     /, 


ou  a 

qui  s'écrit,  en  remplaçant  /  par  i  -h  [ji-  —  i)4, 

(2/12—  l)/l2. 

Applicalion  II. —  La  somme  des  cubes  des  n  premiers 
nombres  pairs 

2,     4i     ^'?     8,     10,     12,     . . . ,     in 

égale  la  somme  des 

2  +  4  -t-  G  +   •  •  •  +  2  /t       OU       /i  (  /l  -f-  I  ) 

premiers  termes  de  la  progression 

2.G.  lo.  i4 . . .  /. 
Elle  vaut  donc 

,     /i(/i  -4-  l) 

(  2  -+-  /  ) • 


(  B8  ) 
Subsliuiant  à  /  son  expression 

•2  -r-  [n{n  4-  I)  —  i]  î. 

j'obtiens,  pour  expression  de  la  somme  cherchée, 


LOAGllEllR  DES  AXES  DT\E  SECTIO\  PLAXE  DT\E  OLADRIQLE, 
E\  COORDOWÉES  OBLIQLES; 

Par  m.  Etienne  POMKY. 


1 .  —  NoLdlLoim. 

JNous  désignerons  par  A,  jji,  v  les  angles  des  axes  OX, 
OY,  OZ^  nous  représenterons  le  plan  par  l'équation 

l\  -\-  mY  -\-  iiTj  -\- p  =  o, 

et  la  quadrique  (à  centre  unique)  j)ar 

/(X,Y,Zj  =  cp(X,Y,Z)  +  2GX4-2G'Y  +  2G"Z-i-D  =  o, 

en  posant 

o  (  X,  Y, Z )  =  AX2  -4-  A'  Y2  -f-  A"Z2  +  i  BYZ  -h  B' ZX  -h  i B"X Y. 

Ëniin,  nous  poserons,  pour  abréger, 


A  = 

A 
B 
B' 

B" 
A' 
B 

B' 
B 

A" 

1 

II    =: 

A 

c: 

C 
C 
G" 

n 

1 

C. 

C 

/ 

i 

A 

// 

n 

,     n,= 

II 

m 
n 

P 

î 

K  - 

/ 

/// 

// 

n 

I?l  = 
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i        K  ,       K  ,       K 

P  P  P 


B"+-cosv  A'4-- 

P  P 

-,,      K  K        , 

B  -1 cosa      B  H cosA 

P  P 


B  H eus  A       //< 

P 


A"- 


/i 


/  /?i  no 

G(x,y,  z)^  <j  =^  X-  -n- y-  H-  x;2  4-  lyz  cos  X 

-T-  a^a:-  cos  \x  H-  2  a"jK  cosv. 


IL  —  TJiéovemes  préliminaires. 

Théouème  I.  —  Les  éijualions  de  la  conique,  par 
rapport  à  des  axes  ox,  oj,  oz,  parallèles  à  OK,  OY,  OZ, 
et  passant  par  son  centre  o,  sont 

(i)  Icc  -+-  m  y  -\-  HZ  =:  o, 

(2)  o(x,y,z)-i-K^o. 

En  elFet,  en  désignant  par  a,  Z>,  c  les  coordonnées  du 
centre  o,  les  équations  de  la  conique  dans  le  nouveau 
système  sont  évideninient 

Ix  -+-  niy  -i-  jiz  =  o, 
f(x-\-  a,y  -h  b,  z  -\-  c) 

^^{x,y,z')-\-xf^-\-yfi,-\-zfc-\-f{a,h,  c)  =  o, 

et  l'on  a,  pour  calculer  «,  h^  c,  les  équations 


la  -f-  mh  -\-  ne  -\-  p  =  Oj 


J  a   J  h   J  c 


ni 


qui  expriment  que  le  centre  o  est  l'intersection  du  plan 
donné  et  du  diamètre  de  la  quadrique  qui  est  conjugué 
de  ce  plan.  Les  deux  dernières  équations  montrent  que, 
Ix  +  nij  •+-  nz  étant  nul  pour  tout  point  .r,  7  ,  z  de  la 
conique,  il  en  est  de  même  de  xf'^  "^  jfb  "+~  ^A'  •  ^^  l'^istc 
donc  simplement  A  calculery(<^«,  h^  c).  A  cet  ellet,  dési- 
gnons par  —  o.t  Ja  valeur  commune  des   trois    rapports 
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précédents  5  il  en  résulte  les  équations 

Xa  -H  B  6  -H  B'c  -\-  C  -\-  It   =  o, 

B'a  -n-  B  6  -i-  A"c  -i-  C'-h  7it  =  o, 

qui,  multipliées  respectivement  par  <7,  Z>,  c  et  ajoutées 
ensemble,  donnent 

Ga  -h  G'6  -f-  G"c  -f-  D  — /{ci,  b,  c)  -\- pt  =  o. 

En  joignant  à  ces  quatre  équations  la  suivante 

la  -h  mb  -r-  ne  -\- p  =  o, 

on  a  un  système  linéaire  et  non  homogène  en  <7,  Z>,  c,  /, 
/'(a,  ^,  c),  qui  donne  y  (rt,  b,  c)  par  les  formules  de 
Cramer^  ou,  plus  simplement  encore,  on  élimine  a^  Z>,  c 
((în  tant  qu'ils  figurent  explicitement)  et  A,  ce  qui  donne 


G 
G' 

G" 


ou  enfin 


G     G'     G"     D— /(a,  6,  c) 
l     ni      n  p 

Ui— /(or-,  b,  c)A,  =  o. 


/ 

m 

n 

P 
o 


=  o, 


En  conséquence,  la  conique  est  bien  représentée, 
dans  le  système  oxjz^  parles  équations  (i)  et  (2). 

Théouèaie  II.  —  Etant  donnée  la  forme  quadratique 
à  trois  variables  ô(x,j  ,  r;),  pour  que  le  discriminant 
de  la  forme  quadratique  à  deux  variables 


M-^os- 


/x  ~  m  y 


soit  nul,  il  faut  ci  il  suffit  (/uc  celui  de  la  forme  qua- 
(Iru/iqur  0(j-,  }  ,  rr)  -\-  il[Lr  -+-  /// )  -r  nz)  dépendant 
des  quatre  luiriahles  .f,  >  ,  r,  /  soit  nul  lui  inènie. 


(  y  ) 

En  ellet,  lorsque  le  premier  discriininaiil  est  nul,  ou 

pour  réduiie  la   forme   0  (  x,  )  , '- \  à  un  seul 

carré,  (ju'on  peut  d'ailleurs  écrire 


£  (  ax  -f-  oy  —  c 


Ix  -h  niy\^ 


Par  suite,  8(j?,  j  ,  z)  peut  être  mise  sous  la  forme 

z{ax  -^  by  -\-  cz)-, 

et,  comme  2f(lx  -h  m  y  4-  nz)  est  une  somme  algébrique 
de  deux  carrés,  la  forme 

^{Xy  y,  z)  -\-  2t(lx  -r-  my  -\-  jiz) 

est  réductible  à  trois  carrés;  or  elle  dépend  de  quatre 
variables;  son  discriminant  est  alors  nul. 

Réciproquement,  si  son  discriminant  est  nul,  cette 
dernière  forme  est  réductible  à  moins  de  quatre  carrés  -, 
deux  sont  fournis  par  la  décomposition  de 

it{lx  -^r  my  -r-  îiz)\ 

donc  8(a*, j^,  3),  qui  est  indépendante  de  t^  doit  se  ré- 
duire à  un  seul  carré 

z{ax  +  by  +  cz)-. 

11  en  résulte  que  la  forme  à  deux  vaiiables 

/  lx-\-my 

se  réduit  à  un  seul  carié 


n 


.              1  .r  -\-  niy\'^ 
ax  -T-  by  —  c I 

et,  par  conséquent,  que  son  disciiminant  est  nul. 
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III.  —  Recherches  des  longueurs  des  axes. 

Cela  posé,  voici  le  théorème  qui  fait  l'objet  de  cette 
Note  : 

JJ éijuation  aux  carrés  des  longueurs  des  demi-axes 
de  la  conique fÇS.^  Y,  Z)  =  o,  /X  H-  w  Y  -f-  /zZ  -+-/?  =  o 
est  [p]  =  o. 

Démonstr-vtioi^.  —  Dans  toutes  les  méthodes  de  dé- 
monstration qui  suivent, nous  supposons,  pour  simpliGer, 
la  conique  préalablement  rapportée  au  système  oxyz^ 
ce  qui  naturellement  ne  change  pas  la  grandeur  de  ses 
axes,  ni  par  suite  l'équation  demandée.  Nous  raisonnons 
donc  dans  le  système  oxjz.,  et  nous  représentons  la  co- 
nique, en  vertu  du  Théorème  I,  par  les  équations  (i) 
et  (2). 

Première  méthode.  —  Pour  qu'un  point  ^(a,  [3,  y) 
soit  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse 
nnvner  par  la  tangente  en  s  un  plan  perpendiculaire  au 
diamètre  os. 

La  tangente  en  s  a  pour  équations 

( 3 )     /.r  -r-  my  -i-  /i â;  =  o,         x o'^ -\-  y o'c^ -r-  z o^  -t-  -iK  ■=  o . 

L'équation  générale  des  plans  passant  par  celte  droite 

est 

arcpljj-h^cpp  -f-  zo'  -h  2K  -h  it{lx  -\-  my  -h  nz)  =  o, 

t  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

Pour  que  c(i  plan  soit  perpendiculaire  à  la  droite  oa, 
dont  les  é(juations  sont 

a  ?         7 
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il  faut  et  il  suffit  qu'on  ail 

co'o,  -\~  lit        o'«  -h  'jt nit        C5v  -^int 

^    '  J  a'  '  n'a  1  t' 

2  ^a  2  ^1^  2  ^Y 

Or,  eu  multipliant  liaut  et  bas  ces  rapports  respecti- 
vement par  a,  p,  y,  et  les  ajoutant  terme  à  terme,  ou 
obtient  le  rapport 

ou,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 

2 cp (  a,  p ,  Y )  -(-  9,  Z(  / a  -f-  /??  3  -!-  n  Y  ) 

^(«^  P,  ï) 

Enfin,  en  observant  c|ue  a,  p,  y  satisfont  aux  équations 
(i)  et  (2),  et  en  désignant  par  p  la  longueur  du   demi- 

axe  0.9,  ce  rapport  se  réduit  a ht  comme,  d  après 

son  mode  de  formation,  ce  rapport  est  égal  à  chacun  des 
rapports  (5),  on  a 

CO        H <Sr.-\-llt        =0, 

(6)  '   cp^^-f-  -a'^-^'imt  ^o, 

I         r  K       , 

I  (Oy      H <Sy-\-int         =0. 

En  joignant  à  ces  trois  équations  la  suivante 
/a  -H  m (E  +  /«Y  =  o, 

et  éliminant  a,  [3,  y,  ?,  on  obtient  immédiatement  l'équa- 
tion 

Deuxième  méthode.  —  Pour  qu'un  point  .s (a,  [3,  v) 
soit  un  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  sullit  que  la 
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langeiitt;  à   la  conique  en  .v  soit  perpendicuiairi;  à   o.ç, 
e'est-à-dire  que  Jes  droites  (3)  et  (4)  soient  rectangu- 
laires. Les  coefficients  directeurs  de  la  première  sont 

La  condition  de   rectangularité  est  donc,    d'après   une 
formule  connue. 

L'équation  cliercliécî  est  le  résultat  de  Téliinination 
de  a,  p,  Y  entre  l'équation  (-)  et  les  trois  suivantes,  où 
0  désigne  l'inconnue  o.v, 

(8)  /a  -h  /?i^  H-  /2  Y  =  o, 

(9)  'f(^'  P»  Y)^K  =  o. 

(10)  (T(|a,  ?,  Y)  =  p. 

L'équation  (^j)  peut  s'écrire 

/.,^  i    ^(?J3^y  — ?'y^'3)'^'"(?Y'^a  — ?a^Y) 

Les  équations  (S)  et  (ii),  homogènes  en  /,  ///,  //, 
donnent 


(12) 


m 


^(?y'^a-  ?a^y)  —  ?(?i3^y  "  ?y^iî) 


/i 


Or  le  numérateui'  du   premier  rappoit   peut   s'éciire 
successivement 

(  3aJ5  +  Y^y )  'f'a  -  ^'rj.  (  ?o;3  -4-  y?y), 
(  aa;  -f-  Pir^  -h  7=^y)?a  "  ^a(a?a  "^  ???  -+"  7?^) 
ou,  d'après  le  théorème  des  fondions  homogènes, 


(  9^>  ) 
et  enfin,  d'après  (9)  et.  (10), 


Les    numérateurs    des   deux    autres   rapports    sont,    de 
même, 


Les  équations  (iîî)  dcvienntnit  doue 


(i3) 


?a- 

/                        m 

K    ,  ,        K    , 

pi-'         '1         0     I 


P 


/i 


En  désiernant  par  —  2/  la  valeur  commune  de  ces 
rapports,  on  en  conclut  les  équations  (6)  et,  par  suite 
encore,  [p]  =  o. 

Troisième  méthode.  —  Pour  qu'un  point  5 (a,  p,  y) 
soit  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  suffit  que  les  tan- 
gentes en  s  à  la  conique  et  au  cercle  concentrique  qui 
passe  par  ce  point  soient  parallèles. 

La  tangente  à  la  conique  en  s  est  représentée  par  les 
équations  (3). 

Le  cercle  considéré  étant  représenté  par  les  équations 

{ii\)  Ix  -\-  niy  -\-  nz  ■=  o,         <s(x,  y,  z)  =  p, 

les  ('quations  de  la  tangenle  en  s  à  ce  cercle  sont 

(i5)       Ix -{- my -h  nz  =  o,         x a'y^ -}- y ct'o -^  z (t'  — 2p  =  o. 

Pour  que  les  droites  (3)  et  (i/î)  soient  parallèles,  il 
faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

m  ay  —  Il  ora  /i  a^  —  /  j'v         /  srjj  —  /??  a'^ 

La  somme  des  numérateurs,  respectivement  multipliés 
par  o-'j^,  0-3,  o-y,  est  identiquement  nulle.  On  a  donc  aussi, 
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à  l'égard  des  dénominateurs, 

^'u.  (  '«  ?y  —  ?i3 )  -^  ^'|5  (  ^  ?a  —  ^ ?Y )  +  ^y  (  ^ ?'|i  —  '»  ?a )  =  o. 

C'est  la  relation  ('j).  Comme  on  a,  d'ailleurs,  les  re- 
lations (8),  (g),  (lo),  on  voit  qu'on  retrouve,  pour  dé- 
terminer a,  j3,  y,  p,  exactement  les  mêmes  équations 
que  dans  la  deuxième  méthode. 

Quatrième  méthode.  —  Pour  que  le  point  ^(a,  [3,  y) 
soit  un  sommet  de  la  conique,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
plan  de  la  conique  soit  tangent  au  cône  qui  a  pour  som- 
met le  centre  o  de  la  conique  et  pour  directrice  l'intersec- 
tion de  l'ellipsoïde  avec  la  splière  de  centre  o  qui  passe 
par  le  point  s. 

Soit  o-(x,  j)'^,  z)  =:  p  la  splière  considérée.  Le  cône  con- 
sidéré a  pour  équation 

r 

et  par  suite  son  plan  tangent  en  ^  est  représenté  par 

^  (  ?a  +  ^  ^a)  +  7  (?p  +  ^  ^p  )  -^  ^  (  ?;  +  j  ^;  )  =  o . 

Pour  que  ce  plan  se  confonde  avec  celui  de  la  conique, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

K   ,  ,        K    ,  ,        K 


?a  -^  -  ^a         ?^  +  T  «^p 


p     -         ••-         p     r         ..         p 


»Y  H fJy 


m  n 


Ce  sont  les  équations  (i3),  d'où  l'on  conclut  les  équa- 
tions (6),  et  par  suite  [p]  =o. 

Ciiujuième  méthode.  —  Les  valeurs  cherchées  de  p 
sont  les  carrés  des  rayons  des  deux  cercles  concentriquts 
et  bilangenls  à  la  conicpie. 
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L'un  quelconque  de  ces  cercles  est  représenté  parles 
équations  (i4)- 

Pour  que  la  conique  et  le  cercle  considéré  soient  bi- 
tangents,  il  faut  et  il  suffît  qu'il  en  soit  de  même  de 
leurs  projections  sur  le  plan  xoy^  savoir 

/  l.T  -4-  jny\ 

La  condition  nécessaire  et  suflisante  de  bilangence  de 
ces  deux  coniques  est  que  leurs  cordes  communes  passant 
par  le  point  o,  savoir 

,  ^.         /                 /.r-f-mr\        K     /                 lx-^my\ 
(.6)     ^{^x.y, _^j  +  _.(.r,^, ^j=o, 

soient  confondues.  Or,  pour  cela,  il  faut  et  il  suflit  que 
le  premier  membre  de  (i6),  qui  est  une  forme  quadra- 
tique à  deux  variables,  se  réduise  à  un  seul  carré  et, 
par  conséquent,  que  son  discriminant  soit  nul,  condition 
qui,  en  vertu  du  théorème  II,  revient  à  égaler  à  zéro 
le  discriminant  de  la  forme  suivante  à  quatre  variables 

K 

cp(a:',  jK,  -s)  H q{x,  y,  z) -\-  9.t(l:r  -f-  niy  -\-  nz). 

P 

On  obtient  ainsi  l'équation 

Cette  méthode  est  remarquable,  en  ce  qu'elle  n'exige, 
comme  on  voit,  presque  aucun  calcul. 

Sixième  méthode.  —  Les  valeurs  cherchées  de  p  sont 
le  maximum  et  le  minimum  de  la  fonction  <t(\x-,  y,  :::.), 
oùx^y^  z  sont  assujettis  aux  relations 

Ix  -T-  iny  -\-  nz  =  o,         o{x,  y,  z)  -\-\\  z=  o. 
Ann.  de  Mathémat.^  3»  série,  t.  VIII.  (  Kcvricr  1889.)  ~ 
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On  peut  évidemment  encore  dire  que  ce  sont  le  maxi- 
mum et  le  minimum  de 

-K.(^,r, ^) 

Ix  -{-  m  y 


/  Ix  -{-  iny  \ 


Les  deux  termes  de  cette  fraction  sont  des  fonctions 
homogènes  du  second  degré  en  x  et  j^,  et,  par  conséquent, 
d'après  la  théorie  élémentaire  des  maximum  et  minimum   * 
de  la  fraction  générale  du  second  degré,  les  valeurs  de  p 
sont  les  racines  du  discriminant  de  la  forme 

Ix  -^  niy\        K     /  lx-\-my 


?    ^y  J» ;r~^  I  -^  T  ^  P^'  >''  ~ 


Il         j         0      \  n 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  d'après  le  théorème  II,  de 

la  suivante 

K.  , 

OH 1  -\-  7.t{Lx  -\-  m  y  H-  /iz), 

? 
ce  qui  donne 

[p]  =  o. 


SUR  LE  LIEU  DES  FOYERS  DES  COMOLES  OU  PASSEXT 
PAR  OIJATRE  POINTS  D'IJ\  CERCLE; 

Par  m.  h.  FAURE, 

Chef  d'escadron  d'Artillerie  en  retraite. 


M.Salmon,dans  son  Traité  de  Géométrie  analytique 
{Courbes  planes)^  démontre,  d'après  le  D""  Hart,  qu'il 
existe  deux  cubi(jues  circulaires  ayant  pour  foyers  quatre 
points  A,  13,  C,  D  d'un  cercle  et  que  ces  deux  cubiques 
constituent  le  lieu  de  l'intersection  de  deux  coniques  sem- 
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blables  dont  les  foyers  sont  respectivement  A  et  B,  C  (;t 
D(p.  353).  D'autre  part,  M.  Sâlmon  (Sections coiîiques, 
p.  3oi)  montre  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques  qui 
passent  par  quatre  points  est  une  courbe  du  sixième 
ordre,  qui  se  décompose  eu  deux  autres  qui  sont  respec- 
tivement du  troisième  ordres,  loisque  les  cjuatie  points 
sont  sur  un  cercle. 

Je  ne  crois  pas  que  1  ou  ait  remarqué  que  ces  deux 
courbes  du  troisième  ordre  sont  précisément  les  deux 
cubiques  circulaires  du  D'  llart.  En  voici  une  démon- 
stration. 

Soit  F  le  foyer  d'une  ellipse  passant  par  les  quatre 
points  A,  B,  G,  D,  d'apiès  les  expressions  connues  des 
rayons  vecteurs, 


FA  =  «  -  —S 
a 


FB  =  a 


a 


d'où 


et 


FA  — FB=  -  (.r2  — ^i) 


a 


FA  — FBy 

ÂB        / 


02 


H-  I 


Dans  cette  relation,  x^yy^^  x^-,  y2  sont  les  coordonnées 
des  points  A,  B,  l'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes. 

On  aurait  de  même,  x^^y^^  ^h-ffu  étautles  coordon- 
nées des  points  C  et  D, 


FG 


—  FDV 


Si  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  sur  un  cercle,  les 
cordes  AB,  CD  sont  également  inclinées  sur  les  axes;  par 
suite. 


.ri 


\  2 


r* 


.rs 


X' 


^i 
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par  conséquent, 

FA  —  FB  _  ^  FG  —  FD 
ÂB        ~~       CD 

Lorsque  la  conique  est  une  hyperbole  et  que  les 
quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  sur  la  même  branche,  on 
a  la  même  relation;  mais,  si,  les  points  A  etC  étant  sur 
une  branche,  les  points  B  et  D  sont  sur  l'autre,  on  a 

FA-4-FB  _  FG  +  FD 
AB        ~        CD 

Dans  ce  cas,  en  efïet,  on  a,  par  exemple, 


FA  = 

a+'^',          FB 
a 

=  a  — 

CX-2 

a 

d'où 

FA  +  FB  =  -  {x^- 

CL 

-Xi) 

et  de  même 

FG-i-FD==  -(:r3— 0^4), 
a 


On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  qui  passent  par 
quatre  points  A,  B,  C,  D  d'un  cercle  est  aussi  le  lieu 
de  V intersection  de  deux  coniques  semblables  ayant 
respectiv>ement  pour  foyers  les  points  A  et  B,  G  et  D, 
c  est-à-dire  quil  coïncide  avec  les  deux  cubiques  cir- 
culaires qui  ont  pour  foyers  les  points  A,  B,  C,  D. 
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SIR  CERTAINES  M0YE1\NES  ARITHMÉTIOIES  DES  FONCTIONS 
D'UNE  YARIARLE  COMPLEXE; 

Par  m.  a.  GUTZMER. 


Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  F.  Gomes  Teixeira  ('). 


...   Vous  connaissez  le  théorème  de  M.  Rouché  {^) 
sur  la  moyenne  arithmétique  d'une  fonction 

ce  +« 

•/(•2?)=  y]«v^^         OU        f{x)=    ^   ayx'\ 


v  =  o 


selon  lequel  la  moyenne  arithmétique  de  toutes  les  va- 
leurs  de  \  ?  correspondant  à  une  valeur  déterminée 
du  module  r  de  la  variable 

X  =  r  e^^  =  r  {  cos  6  -h  i  sin  6  ), 

est  égale  au  coefficient  a„,  ce  qui  s'écrit 

M,  /^  =  a,.. 

Ce  théorème,  cité  par  plusieurs  auteurs  et  d'une  cer- 


(  •  )  Jornal  de  Sciencias  niathematicas  e  astronomicas. 
(')  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXXIX'  Cahier.  —   V^oir 
aussi  Serret,  Algèbre  supérieure. 
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taine  importance  dans  Ja  théorie  des  fonctions,  a  été 
étendu  par  M.  Thomao  (*). 

Je  vais  vous  communiquer  dans  ces  lignes  un  théorème 
analogue  qui  se  rapporte  aux  valeurs  du  carré  du  mo- 
dule de  la  fonction  y  (^c)  le  long  d'un  cercle  autour  de 
l'origine,  et  qui  sera  publié  prochainement  dans  les 
Mathematisclie  Annalen. 

Supposons  que  la  série  de  puissance 

00 

(i)  /(^)  =  ^av^^ 

v  =  o 

converge  absolument  dans  la  région  définie  par  |x|^E 
(en  désignant,  d'après  M.  Weierstrass,  par  \x\  le  module 
de  la  quantité  x),  et  posons 

x  =  re^''         (/'<R); 

l'équation  (i)  deviendra 

V  =0 

et,  en  multipliant  par  la  quantité  conjuguée 

|Xz=0 

nous  obtiendrons 

00 

|/(r,  0)|2=    V    a^a^r'^+V- e^'^-P^i 

V,|JL=zO 

00  00 

V^O  V,(X=:0 

{^)  Elementàre  Théorie  der  analytischen  Functionen,  p.  i3o. 


(  io3  ) 
En  posant  flv=  ay-f-  py/,  cette  équation  devient 


\f{r,^)\^  =  ^\a,\^r 


2V 


-^'■^2   [(«va^j.^  Pv?(x)cos(v  —  |J.)0 


+  (avPtj.-ap,[3v)sin(v- {ji)0JrV4-(/. 


VrzO 

00  10 


2  2    ^[(a[;.Vxa[j.-T-P(x+Xp|x)cosX0 

)>z=l     |J,=:0 


-r-(al^+>-p^-  a^pj^+x)  sinX6]  r^H-^X 
En  posant 

œ 

2  (V+î^aii-H  Pn+x?n)r2l^+>.=  Ax, 

1  00 

l'équation  précédente  peut  s'écrire 

00  00 

(3)      !/(r,0)p  =  ^|avpA'2v+2^(Axco5Xe  +  BxsinX6). 
Cette  équation  nous  donne  immédiatement 

00  00 

|/(r,0+'7r)|2=  V  |av|V2v+2  V(— i)5^(AxcosXe  +  BxsinX0) 
et,  par  suite,  nous  aurons 

00  00 
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De  même  vous  trouverez 


a!./('-.-9rH/(.-ï)r] 

=  2  '  ^''  '  '  '''^  ■+■  '^  2  (—  0'-  (  A2X  cos  2  Xe  -^  B2X  sin  2  X8  ), 

V  >.  =  ! 

et,  en  additionnant  ces  deux  équations,  vous  aurez 

^;  [!/('■. '»)P-|/('-,o-.^)|^ 

ce 

V  ),  -  1 

ft^ii  continuant   de  cette    manière,    vous    finirez   par 
trouver  l 'équation 

2"  —  1 


rj) 


(4) 


Â-O 


00 

V  |a,^|2,.2v^_2  V  [A2"XCOs(2"X9)-4-B2"Xsin(2«Xe)]. 


V:=:0 


A  =  l 


Maintenant  il  est  facile  de  se  convaincre  que  la  der- 
nière somme  s'approche  de  la  valeur  zéro,  si  n  augmente 
indéfiniment.  En  effet,  en  profitant  des  définitions  (2) 
et  de  la  supposition  faite  dans  la  série  (i),  il  s'ensuit 

00 
V  [  A2"  X  cos  (  2«  XO  )  -f-  B2"X  si»  (  •^"  ^^Q  )  ] 


A -I 


00  ao 


<    2     2  '''^^'"' 


/.  -^  1    [J.  -  1 

X  (lajj.4-2"X  ^[).\-^\  ?{x+2"X?(jL|H-hij.+2"x?{x|-^Ia|x  ?fx-»-s"X!) 


X  X 


<^    V  /•21J-^2">(|a,j.|-+-lp,x!)(|aj,^2"XM-iPuL-^2"X!) 
X  - 1   |x  -  0 

00  00 

<  2]  '-l^-^  I  ^a  I  -  I  %j.  I  )^  /-H-  •  -^"H  I  «!,. ,  2"X(  -  I  3|x.-j"X  I  V 


11-^0 


A=l 
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La  première  somme  est  évidemment  une  quantité 
finie,  tandis  que  la  seconde  en  représente  une  sorte  de 
reste;  par  conséquent,  elle  devra  s'évanouir  pour  n  in- 
fini, et  de  même  le  produit  des  deux  séries. 

Nous  pouvons  donc  conclure  que 

k=Q  v=o 

Or,  le  premier  membre  de  (5)  représente  la  moyenne 
arithmétique  des  carrés  des  modules  de  (i)  pour  tous  les 
points  du  cercle  |a7|  =  /'. 

En  indiquant  cette  moyenne  par  M;.,  nous  avons 


(6)  M,I/(:r)|2=:M,, 


V  «v^^     yiavl^'"'^^. 


V  =  0 


Cette  équation  nous  fournit  le  théorème  suivant  : 

L,a  moyenne  arithmétique  des  carrés  des  modules  de 
toutes  les  valeurs  que  la  série 

V  =0 

puisse  avoir  le  long  du  cercle  |x|  =  /',  situé  dans  la  ré- 
gion de  convergence,  est  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  modules  des  termes  de  la  série. 

Il  est  aisé  de  voir  que  ce  théorème  subsiste  encore 
pour  des  séries  plus  générales  d'une  seule  ou  de  plusieurs 
variables.  De  même  on  peut  énoncer  ce  théorème  pour 
un  cercle  quelconque,  situé  dans  la  région  de  conver- 
gence de  la  série,  pourvu  qu'on  prenne,  au  lieu  de  la 
série  proposée,  son  développement  autour  du  centre  du 
cercle.  Mais  je  n'y  insisterai  plus. 
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Dans  ses  reclierclies  sur  les  séries  trigonométriques  (M, 
A.  Harnack  a  trouvé  quelques  formules  iutégrales,  qui 
ne  sont  autre  chose  que  des  théorèmes  sur  la  moyenne 
d'une  fonction,  et  il  est  facile  de  déduire  d'une  de  ces 
formules  une  autre  démonstration  de  notre  théorème, 
laquelle  je  dois  à  une  lettre  dont  M.  W.  Dyck  m'a 
honoré^  il  s'ensuit  que  ee  théorème  a  plus  de  généra- 
lité qu'on  ne  croirait  d'après  la  démonstration  donnée 
ci-dessus.  Cependant  A.  Harnack  n'a  pas  tiré  des  con- 
séquences de  sa  formule  pour  les  fonctions  d'une  va- 
riable complexe.  Mais  cette  formule  (')  m'a  inspiré 
une  nouvelle  démonstration  du  théorème  énoncé,  que  je 
me  permets  devons  communiquer. 

En  effet,  en  partant  de  l'équation  (3),  nous  aurons 
par  intégration 


v  =  o 

,2TC 
2 

I  /A 


.  V  (AxcosXe-^  B).  sinXd)rfe 

00 

-l-2>](^X    /        cosXec?e-r-Bx    /        sin 

00 

V=:0 


UdQ 


2 


(')  Matkeniatische  Annalen,  t.  \\Ilcl\I\. 
{*)  Loc.  cit.,  t.  XVII,  p.  127,  éq.  (III). 
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Evidemment  chaque  terme  de  la  dernière  somme,  et 
par  suite  la  somme  elle-même,  s'évanouit,  de  sorte  que 
nous  avons 

~  jT      l/(r,G)l2^0=^|«vIV-2v. 

Voilà  le  théorème  sous  forme  intégrale.  Vous  voyez, 
monsieur,  qu'il  suffit  de  supposer  que  l'intégrale  au 
premier  memhre  a  un  sens ,  ce  qui  est  conforme  aux 
conditions  de  A.  Harnack  pour  les  séries  Irigonométri- 
ques. 

Considérons  encore  quelques  exemples.  D'après  la 
formule  (6),  nous  aurons  pour  la  fonction  e^ 

rt  =0 

ce  qui  devient,  pour  le  cercle  |xj  =  i , 

00 

De  même  nous  aurons  pour  la  série  2^~i^^  relation 


-In 


I\L. 


«  =  i 


par  conséquent,  la  moyenne  arithmétique  du  carré  du 
module  de  cette  série,  pour  tous  les  points  du  cercle 

I  a:  I  =:  I,  est  égale  à 

oo 
^      I       _    TU2 

jid  n'*  ~  90 

00 

La  série    >   —  possède   pour   un   cercle   |.r|  =  /*    la 


n  =  0 
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œ 

moyenne  arithmétique  >  -^>  qui  devient,  pour/'=r 


M 

2 


I    ^  X'^  l'2  -^       1  I 

i  \  ^  l'A  ~"  ^  2^«  ""  7 


i6 
5 


et  pour  / '  =  I , 

y  j_  ^  4 
aU  i'^"'       3 

Pour  la  série 


^  l  —  X         Jmd    n 


n  =  \ 


il  vient 

I         |2         is:-^  r-ïti 


Mr 


log 


1  —  X  \        M^  ri' 


où  /•  <[  I  ;  la  même  moyenne  se  trouve  pour  la  fonction 

log(i  +  :r)  =  ^(-i)«-i^, 

n  —  \ 

car  évidemment  on  a 

M,|log(i  +  x)P  =  ^Ç, 


n—\ 


où  /•  <^  1  ^  de  sorte  que  les  carrés  des  modules  des  deux 

fonctions  log(i  +  a:)  et  log ont  la  même  moyenne 

arithmétique  pour  les  mêmes  cercles. 

Parmi  les  conséquences  qu'on  peut  tirer  du  théorème 
énoncé,  je  ne  mentionnerai  que  la  suivante.  En  dési- 
gnant par  q\  des  quantités  positives,  nous  aurons  certai- 
nement l'inégalité 

Formons  cette  inégalité  pour  toutes  les  valeurs  de  ijl, 
v  =  i,  2,  ...,  /;/,  jj.^^v;   nous   trouverons  facilement, 


(   '«9  ) 
par  addition, 

{JL=:1  [X.V  — 1 

Ajoutons  aux  deux  membres  de  cette  inégalité  l'ex- 
pression </<  +  ^2  +  •  •  •  +  Vmi  ^^  vient 


"^^9l.>\  ^9v 


\i.-\  \fx=i 


OU 


^1l.]>'=-'- 


[X=l 


2  5' H. 
—  1 

sj  m 


Si  nous  posons  maintenant 


qs^ 


nous  aurons 


2«— 1 


^i:  /'■' 


(JLTT 
^/i— 1 


> 


et         m  =  '2«, 


jjl.=:0 


[X  =  0 


d'où  il  suit,  à  l'aide  de  l'équation  (5),  pour  n  infini. 


2"  — 1 


;^|a.p.->lim^±2/(,.,0H- 


V:=0 


(X  =  0 


,«  — 1 


[JLTT 


A  gauche,  nous  avons  une  quantité  finie  et  déter- 
minée; par  conséquent,  la  quantité  à  droite  devra  être 

finie,  et  comme  la  somme  ^    ./('S  ^  +  r^^  ) 


est  cer- 


(   >>o  ) 
tainement  divergente,  il  faut  qu'elle  devienne  infinie  du 
même  ordre  que  2". 

D'autre  part,  le  second  membre  représente  la  moyenne 
arithmétique  des  valeurs  que  le  module  d(if(x)  par- 
court pour  le  cercle  |  x  |  =  /'.  Nous  avons  donc  le  théo- 
rème suivant  : 

Théokèivïe.  —  La  moyenne  arithmétique  des  valeurs 
que  le  module  de  la  fonction  f[x)  parcourt  pour  tous 
les  points  du  cercle  \x\=-r  est  inférieure  à  la  racine 
carrée  de  la  moyenne  arithméticpie  du  carré  de  ces 
modules. 

Nous  avons  donc  une  liante  supérieure  de  cette 
moyenne  arithmétique^  je  n'ai  pas  encore  réussi  à  en 
trouver  une  expression  exacte  par  la  méthode  employée 
d'abord  dans  cette  lettre. 

Pour  déterminer  celte  expression  par  l'autre  méthode, 
on  aurait  à  former 


Peut-être  revicndrai-je  une  autre  fois  à  cette  expres- 
sion. 

Permettez-moi,  monsieur,  d'ajouter  à  ces  lignes  une 
nouvelle  démonstration  du  théorème  de  M.  Rouché,  cité 
au  commencement  de  cette  lettre.  Considérons  la  fonc- 
tion 


f{r) 


V  «7v/-^   -^  f  rns(v  ---  XiO    -  /sin(v       X^Q]; 


.( 


(  «■■  ) 

en  intégrant,  on  aura 

,2-;: 


=  Vav'-^-'^  /       [cos(v  — Â-)0 -h  tsinfv  — A:)0]6/0 

V'         ,     .  irsin(v  — A-)6p^       .rcosCv  —  Â-j 61271) 


V 
=  2 


Chaque  terme  de  la  somme,  et  par  suite  la  somme 
elle-même,  devient  zéro,  de  sorte  que  nous  avons  la  for- 
mule 


ce  qui  démontre  le  théorème  de  M.  Rouché  d'une  ma- 
nière nouvelle. 


DEMOIVSTRATION  D'Il^E  FORMULE  RELATIVE 
A  LA  CAPILLARITÉ; 

Par    m.   Lucien    LÉVY. 


L'ouvrage  classique  de  MM.  Jamin  et  Bouty  contient, 
pour  établir  la  formule  de  Laplace 

une  démonstration  dont  le  principe  est  dû  à  M.  Lipp- 
mann,  mais  qui  est  incorrecte  dans  les  termes  où  elle  est 
présentée.  La  Note  qui  suit  a  pour  objet  de  rectifier  cette 
démonstration. 

Nous  admettons  sans  discussion  l'hypothèse  de  M.  Lipp- 
mann.  La  surface  du  liquide  peut  être  assimilée  à  une  pel- 


{  "^>^  ) 

licule  sans  épaisseurj  extensible  et  compressible  le  long 
de  la  surface  liquide:  découpons  fictivement  un  élément 
de  surface  par  une  ligne  fermée  :  cet  élément  tendra  à  se 
contracter  comme  une  membrane  de  caoutchouc  et,  pour 
le  maintenir  en  équilibre,  il  faudra  appliquer  certaines 
forces  tout  le  long  du  contour.  On  admet  que  la  force 
appliquée  à  un  élément  de  ligne  est,  dans  le  plan  tangent 
à  la  surface,  normale  à  cet  élément  et  proportionnelle  à 
la  longueur  ds  de  cet  élément.  Elle  peut  donc  être  re- 
présentée par  une  expression  de  la  forme 

F  ds, 

F  étant  un  coefficient  constant. 

Cela  posé,  étudions  les  conditions  d'équilibre  d'un 
rectangle  élémentaire  tracé  sur  la  surface.  Ce  rectangle 
ne  sera  pas  quelconque  comme  l'indique  la  démonstra- 
tion citée;  voici  comment  nous  le  déterminerons.  Par 


un  point  O  de  la  surface,  menons  deux  lignes  de  cour- 
bure GOE,  FOH.  Sur  la  première  prenons,  à  partir  du 
point  O,  deux  longueurs  égales  OE,  OG  infiniment 
petites  :  en  E  et  en  G  passent  deux  lignes  de  courbure 
du  second  système  A13,  CD.  De  même,  sur  la  seconde 
ligne,  prenons  à  partir  dn  point  ()  deux  longueurs  égales 


(  "3  ) 
OF,  OH  iufinitnont  petites  :  en  F  et  en  H  passcnit  deux 
lignes  de  courbure  du  premier  système  BD,  AC.  Les  qua- 
tre lignes  AB,  BD,  DC,  G  A  se  coupent  à  angle  droit  et  li- 
mitent un  rectangle  infiniment  petit  :  nous  considérerons 
ce  rectangle  comme  l'élément  de  surface  dont  il  a  été 
question.  Il  est  soumis  aux  tensions  superficielles,  nor- 
males aux  quatre  côtés,  à  la  pression  extérieure  normale 
à  la  surface,  et  à  la  pression  intérieure  également  nor- 
male à  la  surface.  Ces  dernières  pressions  sont  propor- 
tionnelles à  l'élément  de  surface. 

Pour  établir  l'équation  d'équilibre,  nous  prendrons 
comme  axes  la  normale  0^  à  la  surfai;e  au  point  O et  les 
tangentes  Ox,  Oy  aux  deux  lignes  de  courbure. 

Soient/;  la  pression  extérieure  au  point  O,  comptée  de  z 

vers  O,  p  -\-  \p  la  pression  intérieure,  évaluée  dans  le 

sens  contraire;  la  pression  extérieure  sur  l'élément  ABCD 

sera 

/?AB.AC; 

la  pression  intérieure;  sur  le  même  élément, 

—  (/>  + Ay9)AB.AG. 

La  résultante  de  ces  deux  forces,  dirigée  comme  elles 

suivant  O^r,  sera 

—  A/?.AB.AG. 

Pour  que  l'élément,  considéré  comme  solide,  reste  en 
équilibre,  il  est  nécessaire  que  la  somme  des  projections 
sur  O^  des  tensions  superficielles  et  de  la  résultante  pré- 
cédente soit  égale  à  zéro. 

Evaluons  ces  projections. 

La  tension  normale  à  AB  a  pour  expression 

F  X  AB. 

Or,  en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  le  déplacement 

An7i.  de  Mathémat.,  3«  série,  l.  VIII.  (Mars    1S89.  )  «^ 


(  "4  ) 

d'un  élément  de  ligne,  AB  et  FH  ne  dilïèrent  que  par 
un  infiniment  petit  du  seeond  ordre,  et,  comme  nous  au- 
rons à  projeter  sur  O^,  qui  est  à  peu  près  perpendiculaire 
sur  la  direction  de  cette  force,  nous  négligeons  seulement 
des  inliniment  petits  du  troisième  ordre,  en  adoptant 
pour  expression  de  la  tension  normale 

FxFH. 

La  direction  de  cette  force,  qui  est  tangente  en  E  à  la 
ligne  de  courbure  GOE,  fait  avec  Oz  un  angle  a  dont  le 

cosinus  a  pour  valeur  principale  j-  •  La  projection  a  donc 
pour  expression 

F  X  FH  X  cosa  =  F  x  FH  x  -7^  • 

dx 

La  tension  normale  à  CD  en  G  donne  aussi 

F  X  FH  X  i-  . 
dx 

De  même  les  tensions  normales  à  AC  et  à  BD  ont  pour 
projections  chacune 

Fx  GE^. 
dy 

1  ^'équation  d'équilibre  est  donc 

—  Ap.AB.AG^2F  xFU^  -^iF  X  GE  ^-  =  0, 
^  dx  dy 

qui  peut  aussi  s'écrire 

(i)  -  A/?.FH.GE-i-'2F  X  FH^^9.F.GE^^  =  o. 

11  ne  reste  plus  (ju'à  ('valiuM*  Fil,  GE,  —^  —-  Or,  avec        I 

,  1     •    •       dz        dz  1      ,   ,,      .    .  .      .  1 

les  axes  clioisis,    ,    vX    ,    sont  nuls  a  I  on^^ine.  ainsi  que 

<f.r         riv  ^  *■ 

d-  z  ,  . 

-, — ^-  :  rétiiiation  de  la  surface  peut  donc  s'écrire,  en  sup- 

dx  dy  *  ^  ' 


(  "■'  ) 

posant  seulement  que  dans  le  voisinage  de  l'origine  z 
puisse  être  développée  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x  et  dey, 


nés  négligés  étî 
Don* 


les  termes  négligés  étant  du  troisième  ordre. 


dz 

—r-  ^=^  lax. 

dx 

dz  j 

en  s'en  tenant  aux  termes  du  premier  ordre. 
D'autre  part, 

FH  =  2v/.r2-i-j2^^2^ 

et,  comme  x  et  z  sont  infiniment  petits  par  rapport  àj, 

FH  =  is/y^  —  ly- 
De  même, 

GE  =  IX. 

L'équation  devient  ainsi 

■ —  ^.p .^xy  H-  xV .ly .lax   -  i¥ .ix.iby  =  o 
ou,  en  simplifiant, 

—  \p  -h  ¥ .{ia  ~  'ic)  =  o. 

Si  l'on  appelle  R  et  IV  les  rayons  de  courbure  principaux 
au  point  O,  comme 

on  oblienl  la  formule  de  Laplace 


(  1.6  ) 


SIR  LA  TRA^SFORMTION  ORTHOTAXGE.\TIELLE  ; 

Par  m.  E.  GESARO. 


Une  récente  Note   (^)  de  M.  de  Longclianips  vient 

d'appeler   J 'attention  sur  la  transformation  ortliotan- 

gentielle,  étudiée  en  i885  par  M.  d'Ocagne  (-)  et  par 

d'autres  (^).  Je  vais  signaler,  au  moyen  des  méthodes 

intrinsèques,  une  transformation  plus  générale.  Soit  (M') 

la    ligne   enveloppée   par    les    tangentes   à   (M),   après 

qu'elles  ont  tourné  du   même  angle  a  autour  de  leurs 

points  de  rencontre  avec  (Mq).  Soit  8  l'inclinaison  de 

MMo  sur  la  tangente  à  (Mq),  en  Mq.  L'équation  de  IMMq 

est 

iTsinO  =  y  cosG. 

Sa  dérivation  par  rapport  à  .^o,  faite  en  supposant 

dx         y  —  Oo  dy  x 


(0 
donne 

d'où 


c/sq  po  "*o  po 


ix  cosO  -\-  Y  sinO)  (  -,—  H )  =  sinO, 

\dsç>         po/ 


1  -  ^  ^L 

h~  ds,,     '     po' 

en  désignant  par  h  la   longueur  du  segment  déterminé 
par  la  normale  à  (M)  sur  la  normale  à  (iMo),  à  partir 


(")  Bulletin  de  la  Société  des  Sciences  de  Bohème  (8  juin, 
i888). 

(')  Coordonnées  parallèles  et  axiales  (Paris,  Gauthicr-Villars, 
i885,  Note  III). 

(')  .\ouvelles  Annales  de  Mafliémati'/aes  (iS83,  p.  259.  §  IV). 


(  "7  ) 
de  (Mo).  On  voit  que  Ji  nvsl  pas  allcré  par  1(3  cliaii^e- 
ment  de  8  en  B  -f-  a,  et  l'on  en  déduit  (pie  le  lieu  instan- 
tané des  points  M',  correspondant  à  M,  est  la  circonfé- 
rence décrite  sur  h  comme  diamètre.  En  particulier,  le 
point  M' de  la  transformée  orthotangentiellc  est  diamé- 
tralement opposé  à  M  sur  cette  circonférence.  En  d'au- 
tres termes,  les  projections  de  M  et  M'  sur  la  tangente 
à  (Mo),  en  Mo,  sont  équidistantes  de  Mo-  De  m(jme, 
l'équation  de  la  normale  à  (M),  en  M,  est 

X  cosO  -hjK  sinO  —  Asin  0, 

et  la  dérivation  donne,  en  tenant  compte  des  formules 

(i)et(2), 

—  a;  sinO  -t- j^cosO  =  h  -j—  sinO  -r-  ix  h )  cosO. 

La  droite  représentée  par  cette  équation  doit  détacher 

de  la  normale  à  (Mn)  un  seement  — ^-  Donc 

^      ^f  ^  cosO 

(3)  p  =  h -^— s'inO -r-  ( '2  à )  cos6. 

^  dso  \  po  / 

Il  en  résulte  que  les  centres  de  courbure  sont  situés 
sur  une  circonférence,  et  que  le  centre  correspondant  à 
la  transformée  orthotangentiellc  de  (M)  est  diamétrale- 
ment opposé,  sur  cette  circonférence,  au  centre  de  cour- 
bure de  (M).  Il  est  facile  de  se  convaincre  que  ce  théo- 
rème subsiste  pour  les  centres  de  courbure  de  toutes  les 
développées  successives  des  lignes  (M)  et  (M'). 

Si  l'on  observe  que  l'angle  de  contingence  de  (M)  est 

^e-f-'^,ona 


po 


ds       /  dO  I  \    ,  «^^0 

dso  —  —j—  1 


0         \ds 


>0  i^O 


(...8) 
d'où,  en  vertu  cle(.^), 

Si  l'on  connaît  Véquation  intrinsèque  de  (Mo)  et  X é- 
quation  axiale  ^a  (M),  c'est-à-dire  les  relations  exis- 
tant entre  poi  -^o^  ^t  ^^'^  équations  (3)  et  (4)  Ibnl  con- 
naître p  et  s  en  foDCtion  de  8,  et  l'on  en  déduit,  par 
élimination  de  8,  l'équation  intrinsèque  de  (M).  L'é- 
quation intrinsèque  de  la  transformée  orthotangentielle 
(M')  s'obtient  en  éliminant  0  entre  les  équations 


(5) 


>  =  /i  -7-  cosU  —  I  2/i I  sinf), 


Enfin,  pour  avoir  la  transformée  (M'^),  relative  à  une 
valeur  quelconque  de  l'angle  a,  il  suffît  de  changer  9  en 
9  +  a  dans  les  équations  (3)  et  (4),  ce  qui  donne,  en 
tenant  compte  de  (5), 

(6)  p"  =  p  cosa -r- p'sin  a,         s"  =:  s  cosx  —  s' sinz. 

Soit,  par  exemple, 

Po=H,         0-'*ï^- 

On  d  h  =  —  —  1  et  les  formules  (3),  (4),  (5),  (6) 
conduisent  toutes  à  l'équation 

(n-t-i)2p2-^-/i252=  (lU-ÏJ:  rV. 

\    n  -r-  l         / 

Dans  ce  cas,  toutes  les  lignes  (M')  sont  égales  à  l'épi- 
cjcloïde  engendrée  par  un  point  d'un  cercle  de  dia- 
mètre //,  roulant  sans  glisser  sur  un  cercle  2//  fois  plus 
uiand. 


(  "<)) 

On  peut  dire  que  (Mo)  tisL  Ja  podaire  de  eliaque  ligne 
(M)  par  rapport  à  sa  transformée  ortholangentielle.  In- 
versement, cette  transformée  cslV  antipodairc  de  (Mo)  P^r 
rapport  à  (M).  Il  suffit  de  supposer  que  (M)  se  réduit 
à  un  point  pour  retrouver  les  résultats  connus  de  la 
théorie  des  pod aires  proprement  dites.  On  obtient  la 
théoj'ie  des  déi^eloppoïdes  en  supposant  9  constant,  ce 
qui  entraine  h  =  pQ.  Enfin,  pour  rentrer  dans  la  théorie 
des  t/'ans format  ions  axiales  proprement  dites,  il  faut 
supposer  que  (M^)  soit  une  droite.  Pour  Oq  infini  et 
5o  =:  \  les  formules  (3),  (4),  (5)  deviennent 


S—    /  p  oO, 

cosO — -x  -,f-  ?inO,         s' —■    I  p'<iO. 
cfM  J 


d'  X         .  d\ 


Connaissant  l'équation  axiale  d'une  ligne,  ces  for- 
mules donnent,  par  élimination  de  0,  l'équation  intrin- 
sèque de  la  même  ligne  et  celle  de  sa  transformée  ortlio- 
tangenlielle.  Signalons,  pour  finir,  la  formule;  qui  donne 
le  rayon  de  courbure  de  la  A^^^™*' développée  d'une  ligne 
quelconque,  dont  on  connaît  l'équation  axiale.  On  a 


ou 


p,i=  M,,  sin6 -h  P,i  cosO, 


d"+-^l       _  .  d"l 


(  G/i-+-2,2 0 


-+-  \  ^/i+2,4      ^«,2 ;    m/i-z  —  ■  •  •  ' 

d"-^X 
+  (G„+2,5— G„,3)  -^piT  —  •••• 


(     I20     ) 


SDR  L'IIVTÉGRALE 


J'      cot(x  —  a)  dx\ 
n 


Par  m.  F.  GOMES  TEIXEIRA, 

Professeur  à  l'Ecole  Polytechnique  de  Porto. 


L'intégrale    /     cot(x  —  y.)dx,  qui  a  une  grande  iin- 

portance  dans  la  théorie  de  l'intégration  des  fonctions 
rationnelles  desin:i:  et  cosa:,  a  été  obtenue  par  M.  Her- 
mile  dans  son  savant  Cours  d'Analyse,  p.  344»  s^* 
moyen  d'une  construction  géométrique,  et  ensuite  dans 
Jonial  de  Scieiicias  matliematicas ^  t.  II,  p.  65,  au 
moyen  d'une  méthode  entièrement  élémentaire.  Je  me 
propose  ici  de  considérer  la  même  intégrale,  pour  l'ob- 
tenir par  une  autre  méthode  aussi  élémentaire,  en  la 
faisant  dépendre  de  l'intégrale 


£ 


f  {x)  du 


Soit  o.=z  a  -\-ib.  On  a 


/ 


col{x  —  a  —  ib)  dx 
cos(.r  —  a  —  i6) 


-y 


dx 

G.\r\(  nr  —  n  \  cm  lit 

dx. 


s'u\{x  —  a  —  ib) 

QOs(x  —  a)  cosib  --  sin(a"  —  a)  sin  ib 


sin(ar  —  a)  cosib  —  cos(2r  —  a)  sin  ib 
OÙ  l'on  doit  renijdaccr  sinil?  et  cosi7>  par  leurs  valeurs 


cosib  =  


sin  ib  —  . —  ; 

•Il 


(  '■'-'  ) 

v.c  qui  cloiiiie 


(e-*-f-  e^^)  cos(a7  —  «) —  i{e-^ —  e*)  sin(x  —  a) 
>-  e^)  sin(a7  —  a)-\-  i{e-^ —  e^ )  cos(j7  —  a) 
1  <è'\ni{x  —  a)  dx 

S2(a7  —  a) 


log[e-26  4_  e2A_  9  cos(a7  —  a)] 


Mais,  comme  on  a  e~'^-\-  e-^>  2,  la  fonclion 

log  [e-26-h  e2<!» —  2cos2(a7  —  a)] 

a  une  branche  réelle  qui  prend  des  valeurs  égales  dans 
les  points  x  =  o  et  x  =  7t.  Donc 

-l b T 


L'intégrale  qui  entre  dans  le  second  membre  de  cette 

^    f'{x)dx 


égalité  a  la  forme 


I. 


et  nous  allons  par  conséquent  lui  appliquer  le  théorème 

/       x'-i-r  /-^^Ml'  =  arctang/(u)— arctang/(o)— (n-!-m)7T, 

où  /;  représente  le  nombre  de  fois  que  f{x)  passe  par 
l'infini  en  allant  du  positif  au  négatif,  et  m  le  nombre 


(     «2^    ) 

de  fois  quey(.r)  passe  par  l'infini  en  allant  du  négatif 
au  positif. 

En  y  posant  donc 

f^^)=  e-b—eb  '^^"g*^^  -  ^)' 

et  en  remarquant  que,  quand  x  varie  depuis  zéro  jus- 
qu'à T,  tang(x  —  a)  passe  une  seule  fois  par  l'infini  en 
allant  du  positif  au  négatif  et  que  la  fraction 

/»  —  />■_  f>b 


b_pb 


est  positive  ou  négative  suivant  que  b  <i  o  ou  ]]>  o,  on 
voit  quey*(a:)  passe  une  seule  fois  par  l'infini,  en  allant 
du  positif  au  négatif  quand  ^  <<  o,  et  du  négatif  au  po- 
sitif quand  b^  o. 
Nous  avons  donc 


/ 


cot(.r  —  a)  dx  —  —  ir. 

0 


quand  b  >«  o,  et 


.( 


col (  a^-  —  a )  dx  —  —  in 

0 


(juand  Z>  <<  o, 


ETLOE  DU  COMPLEXE  PROPOSE  Al  C0\C01RS  GEXHKAL 

DE  188.Ï; 


J)ans  un  précédent  article,  après  avoir  résolu  la  (pics- 
lion  telle  (|u'clle  élail  énoncée,  je  me  suis  l)orn(''  à  indi- 


I 


(  ■  ^'i  ) 

quer  sans  déinonstralioii  qiKiKjUos  résultais  complé- 
menlaires  faciles  à  établir  au  moyen  des  coordonnées 
cartésiennes. 

Je  me  propose  aujourd'hui  de  parvenir  aux  mêmes 
conséquences  en  faisant  appel  presque  exclusivement 
aux  coordonnées  homogènes  de  la  ligne  droite. 

1.  Complexe  spécial.  —  Désignant  toujours  par  a, 
P,  y,  a',  P',  y'  les  six  coordonnées  de  la  droite  A,  je  trou- 
verai pour  expression  de  la  plus  courte  distance  3  entre 
cette  droite  et  une  droite  A,  faisant  l'angle  cp  avec  elle, 

([)         osincp  =  a>-h8;p-i-Y'iTH-^i2c'-T-  pi^'-^yrr'. 

Ceci  rappelé,  le  complexe  du  premier  ordre 

(2)  Aa-i-Bp+  Cy-T-A'a'^  B' ^'-i- C'y'=  o 
sera  dit  spécial  si  son  invariant  est  nul  : 

(3)  AA'-i-BB'-hGG'=o. 

L'identité  (3)  s'interprète  géométriquement;  elle 
indique  que  a,  =:  A',  j^i  =  B',  y,  =  C,  a',  =  A,  p',  =  13, 
y',  =  C  sont  les  six  coordonnées  d'une  droite  fixe  A, . 

D'après  (i)  l'équation  (2)  signifie  que  toute  droite  A 
du  complexe  rencontre  la  droite  A,. 

Un  complexe  spécial  est  {'(msemble  des  droites  A  qui 
rencontrent  une  droite  fixe  Ai. 

A  tout  point  correspond  relativement  à  un  com- 
plexe du  premier  ordre  un  plan  que  Chasles  appelle  le 
plan  focal  du  point.  Il  est  facile  de  vérifier  que  si  un 
point  mobile  décrit  une  droite  du  complexe  d'une  ma- 
nière continue  de — oo  à  4-c/d,  le  plan  focal  du  point 
tourne  autour  de  la  droite  d'une  manière  continue  de 
180*^.  Il  suiïit  pour  cela  de  prendre  cette  droite  comme 
axe  des  z. 
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Il  n'y  a  d'exception  que  si  le  complexe  est  spécial.  La 
droite  A  choisie  parmi  celles  du  complexe  rencontre 
en  N  la  droite  A<  définie  par  ce  complexe. 

Le  plan  focal  d'un  point  quelconque  de  A  est  toujours 
le  plan  AA,  5  le  plan  focal  de  iV  est  indéterminé. 

2.  Complexe  tancent.  —  Soit  maintenant  un  com- 
plexe quelconque  d'ordre  m 

(4)  /(«,  P,T,  a',  py,  y')=o. 

Pour  une  droite  a,  p,  y,  a'^ ,  [3',,  y'|  du  complexe  on 
aura  l'identité 

(5)  /(ai,  ?i,  Y,,  a'i,  |3'i,  y'j)=:  o. 

Pour  une  droite  voisine  appartenant  au  complexe, 

/■(ai-:-û?ai,  ...)=/(  a,,  ...)-\-l-l.   dy^-^  •  •  •)  -\-- .  ■=  o. 
Finalement  on  obtient 

(6)  -r^  doii-h...-^  ■—  d-Y.  =  o. 
dcci  f^Yi 

Ajoutant  au  premier  membre  de  (6)  le  premier 
membre  de  (5)  écrit  sous  la  forme 


-  —  a 
on  trouve  finalement 


-  ai-f-...+  Yi  =  0, 

c/a  1  "Y  1 


('">)  /(2t.,  ?,,  Yi,  <,3',,  y'i)  =  o- 

Relalivement  à  toute  droite  A4  du  complexe  on  trouve 
un   pareil  complexe  linéaire  (-)  (|ue   j'appellerai  com- 


I 
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plexe  tangent.  Pour  justifier  cette  dénomiaalion,  je  vais 
démontrer  le  résultat  suivant  : 

Le  plan  focal  d'un  point  S  de  la  droite  A,  du  com- 
plexe (4)  est  le  plan  tangent  le  long  de  A,  au  cône  du 
complexe  de  sommet  S. 

En  effet,  la  droite  A,  étant  définie  par  un  point  fixe 
M,  {x^j,  z^  t)  et  par  un  point  mobile  S{x\  y' ^  z',  t')^  le 
plan  focal  de  S  relativement  au  complexe  (7)  sera  défini 
par  (7)  en  supposant  la  droite  a,  p,  y,  a',  |j',  y' déter- 
minée par  les  points  S(jc,j)  ',  z' ^  t')  et  M(.r,j)  ,  z,  t). 

Le  plan  tangent  en  M,  au  cône  du  complexe  dont  (4) 
est  l'équation  en  coordonnées  multiplanaires  est  préci- 
sément déterminé  par  les  équations  (7)  et  (5). 

Corrélativement  le  foyer  d'un  plan  P  mené  par  la 
droite  A,  du  complexe  relativement  au  complexe  tan- 
gent (7)  est  le  point  de  contact  de  la  courbe  du  com- 
plexe relative  au  plan  P  avec  la  droite  A,. 

Les  droites  du  complexe  peuvent  alors  se  diviser  en 
deux  groupes. 

On  a,  d'une  part,  les  droites  ordinaires  du  complexe 
caractérisées  par  ce  fait  que  le  complexe  tangent  n'est 
pas  spécial.  Le  plan  tangent  au  cône  du  complexe  tour- 
nera de  180"  (juand  le  sommet  décrira  la  droite  ordinaire 
du  complexe  de  — co  à  -f-  00. 

On  a,  d'autre  part,  les  droites  singulières  D  ])our 
lesquelles  le  complexe  tangent  est  spécial.  Le  plan  tan- 
gent est  le  même  pour  tout  cône  ayant  son  sommet  sur  D  ; 
c'est  le  plan  de  la  droite  D  et  de  la  droite  D'  définie  par 
le  complexe  tangent  spécial.  Il  n'y  a  d'exception  que 
pour  le  point  IN  d'intersection  de  D  et  D'. 

Ainsi  on  est  conduit  à  adjoindre  à  la  droite  singulière 
D  un  plan  singulier  DD'  et  un  point  singulier  jN'. 

Corrélativement  le  point  de  contact  avec  la  droite 
singulière  est  le  point  singulier  N  pour  tout  plan  pas- 
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sant  par  cette  droite  singulièn;.  Il  n'y  a  d'exception  que 
pour  le  plan  singulier  associé. 

Exactement  comme  dans  la  théorie  des  points  doubles 
des  courbes  algébriques  on  trouvera  que  pour  le  point 
singulier  N  il  faut  remplacer  l'équation  (-)  par 

Le  cône  admet  la  droite  singulière  comme  droite 
double,  les  deux  plans  tangents  le  long  de  cette  droite 
double  étant  représentés  par  l'équation  (8). 

Corrélativement  la  génératrice  singulière  est  tangente 
double  pour  la  courbe  du  complexe  située  dans  le  plan 
singulier  associé.  Les  deux  points  de  contact  sont  dé- 
terminés encore  par  l'équation  (8). 

Si  le  complexe  est  du  second  ordre,  comme  dans  Vé- 
quation  actuelle,  l'équation  (8)  coïncide  avec  l'équation 
(/j)  du  complexe.  Le  cône  relatif  au  point  singulier 
associé  se  décompose  en  deux  plans;  la  conique  rela- 
tive au  plan  singulier  associé  se  décompose  en  deux 
points. 

On  prouvera  alors  sans  difficulté  que  les  droites  sin- 
gulières du  complexe  sont  les  généiatrices  doubles  des 
cônes  du  complexe  admettant  une  génératrice  double, 
ou  encore  les  tangentes  doubles  des  courbes  du  complexe 
(jui  en  admettent. 

Les  points  singuliers  associés  sont  les  sommets  des 
cônes  admettant  une  génératrice  double^  les  plans  sin- 
guliers associés,  les  plans  des  courbes  admettant  une 
tangente  double. 

Dans  le  cas  actuel,  cherclier  le  lieu  des  points  singu- 
liers associés  et  renvelopp(î  des  plans  singuliers  associés 
revient  à  cherclier  d'une  part  1<î  lieu  des  points  pour 
h'S(piels  le   cône   du   cumplexe  se   réduit  à  deux  plans, 
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d'aulre  partl'enveloppe  des  plans  pour  lesquels  la  couihe 
du  complexe  se  réduit  à  deux  points. 

3.  Droites  singulières.  —  Les  droites  singulières 
seront  définies  par  les  équations 

(9)  /(«,  P,T,  aMÎ',Y')  =  o, 

Dans  le  (îas  actuel  on  aura  les  deux  équations 

(9)  la'-2-^  mp-{-  nY'^—  KioL'^ -h  ^^ -\- -(^)=  o, 

(10)  laoc' -^  m^^'-^  n^(Y  —  o. 

'  On  a  une  congruence  du  quatrième  ordre  et  de  qua- 
trième classe. 

L'équation  (10)  se  reconnaît  aussitôt.  C'est  le  com- 
plexe des  droites  perpendiculaires  à  leur  polaire  relati- 
vement à  toutes  les  surfaces  du  second  degré 

0-2  1/2  -2 


/  -f-  p  7)1  H-  p  /i  -h  p  ' 

p  et    0-  étant  des  paramètres   arbitraires.  L  une  de  ces 
surfaces  est  le  cône 

,        ,  372  0.2  ^2 

(il)  -|_   .^   ^ =0, 

i  in         n 

qui  intervenait   si   heureusement  dès  le  début  du  pro- 
blème. 

Ce  résultat  s'explique  aussitôt.  La  conicjue  du  com- 
plexe relative  à  un  plan  P  est  liomofocale  à  la  section  2 
de  ce  cône  (11)  par  le  plan  P.  Si  donc  la  conique  se  ré- 
duit à  deux  points,  ce  qui  n'arrive  que  pour  les  plans 
singuliers  associés,  ces  deux  points  sont  deux  foyers 
de  S;  la  droite  singulière  qui  les  joint  est  un  axej  or  on 
sait  que  tout  axe  de  section  plane  est  une  droite  perpen- 
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diculaire  à  sa  polaire  et  que  toute  droite  perpendiculaire 
à  sa  polaire  est  un  axe  de  section  plane. 

Les  propriétés  connues  du  complexe  (lo)  fournissent 
aussitôt  des  propriétés  des  droites  singulières  du  com- 
plexe. Le  rapport  anharmonique  intercepté  sur  une 
droite  singulière  parles  trois  plans  de  coordonnées  et  le 
plan  de  l'infini  est  constant.  Ces  quatre  plans  forment 
un  tétraèdre  tel  que  toute  autre  droite  située  dans  le  plan 
d'une  face  appartienne  au  complexe  (lo),  que  toute  droite 
passant  par  un  sommet  appartienne  au  complexe  (lo). 

Toutes  les  droites  du  complexe  donné  (9)  situées 
dans  un  des  plans  de  coordonnées  seront  singulières.  Or 
on  a  vu  que  pour  tout  plan  passant  par  l'origine  on  avaijt 
un  cercle.  Les  droites  du  complexe  situées  dans  un  des 
plans  de  coordonnées  envelopperont  le  cercle  déterminé 
par  ce  plan  de  coordonnées  dans  la  surface  des  ondes 
qui  sera  trouvée  plus  loin. 

Toutes  les  droites  du  complexe  (9)  passant  par  l'ori- 
gine ou  parallèles  à  un  des  axes  sont  aussi  des  droites 
singulières. 

4.  Coîigruence  des  droites  singulières.  —  Les 
droites  singulières  formant  une  congruence,  une  pre- 
mière méthode  que  je  ne  ferai  qu'esquisser  consisterait 
à  leur  appli({uer  les  théorèmes  généraux  relatifs  aux 
foyers,  aux  plans  focaux  et  aux  surfaces  focales  des  con- 
gruences. 

Je  rappellerai  que  les  foyers  d'une  congruence  sont 
définis  par  {^Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sn/- 
faces,  par  G.  Dauboi  x,  t.  II,  p.  3) 


f{x,y,z,a,  b)-^^  o, 
o{x,  y,  z.  ((.  h)—  o, 


da 

à/ 
db 

do    " 
Oa 

do 
db 
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Les    jiro|rrLions    d'inic  droilc   sut-    Ir'S    (rois   phnis   de 
coorcloiiiiécs  nyaiil,  poni'  (''fjiiations 


O' 


,'.r^ji, 


p.r  —  a  7'  - 


'If 

ôo 

53 

l(!S  (Mjiialiolis  (y)  et  (lo)  cleviciiiient 
A  CCS  équations  il  (audra  joiiidro 


(i4) 


Or,  si  je  regaidc  a,  [ii,  y  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes et  ^,  r,  z  comme  des  paramètres  constants,  les 
é(juations(i  îi  ),  (i3)  et  (i4)  reviennent  à  exprimer  que  les 
(;oni(|ucs  représenlées  par'  les  deux  premières  équations 
sont  tangentes. 

Posant,  suivant  l'usage, 

{\-}.)  S  —  o, 

(13)  S'=o, 

on  véride  facilement  que  l'invariant  (-)  est  nul.  Alors  la 
condition  de  contact  (Svlaiots,  SffCtions  conu/ues, 
p.  373)  se  réduit  à 

On  a  (l'abord  A  =  o,  c'esl-à-dirc  la  condition  pour  (pic 
S  =  <)  représente  deux  droites.  Edèctuant  le  calcul,  on 
trouverait  la  surface  des  ondes,  (pie  nous  retrouverons 
plus  loin  par  un  calcul  presque;  identi(]ue.  On  a  en  plus 

Ann.  de  Mallu'inat.,  3"  série,  t.  Vil  t.  (.\F;irs   iSSç).)  C) 
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une  surface  d'ordre  élevé 

•27AA'-i-40'3=o. 

Cette  surface  rencontre  la  surface  des  ondes  en  des 
points 

A  =  o,       e'=o, 

formant    une  courbe   gauche  d'ordre   i6,    sur   lesquels 
l'attention  se  trouve  tout  naturellement  attirée. 

Mais  je  laisserai  de  côté  ces  considérations,  qui  ne  se 
rattachent  pas  étroitement  à  la  marche  suivie  jusqu'ici. 

o.  Point  et  plan  singuliers.  —  Le  complexe  tangent 
est  ici 

/  a  a'i  +  m  ^'  ^',  ^  n  y'y  j  —  K  (  aa,  -h  (3^1  -+-  77,  )  =  o. 

Si  ce  couiplexe  est  spécial,  la  droite  D'  qu'il  représente 
a  pour  coordonnées  /a',,  "^P,,  '^^V  — K^i?  — ^?f7 
—  Ky,,  les  coordonnées  de  la  droite  singulière  D  étant 

Alors,  si  .^',j}  ,  -  sont  les  coordonnées  reclil ignés  du 
point  N  intersection  de  D  et  de  1)',  on  aura  les  deux  séries 
d'écpiations 

'      ,,y    _    o-    —    y' 

ÎJ  .J^    —    J.    , 

i    ''  Y  J^'  —  "^  ?'  -^  =  —  '"^  ^• 

(17)  '       /'/  z  —    n';'.rr^-  K^, 

(18)  a'.r-+- ^'_7--f- y'^  =0. 

(19)  a.r  -h  p  r  -i-  Y  «  =  "• 

Les  é(pial.i()ns  I18)  et  (19)  (hUcnninenl  des  valeurs 
proportionni'lles  de  .T",j',  z.  Jl  est  d  ailleurs  facile  de 
vérilicr  (jue   les   équations  (16),  ('7)1  ('8)  et  (ly)  sont 
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vérifiées  par 

(20)     jr=--QY-Yi^''         7=Ta'-aY',         z^:,^-^:^'. 
en  supposant,  bion  entendu. 

«2  4-  ^2 +.,2:^    ,. 

Les   formules    corrélatives   qui  déterminent    le   plan 
singulier  associé  sont 


(■("-"; 


w  =  a, 


(21)  y   a'u'  —  r'' u    =  [j, 
(  '^'u-  ol'v    -=  y. 

'  _k(yp  --3».)=^^^ 

(22)  \   —  KioLw  —  ^iii)  =  m^', 

(23)  a?«-4- [jc  H- Y<t' =  <>, 

(24)  ly.'  u  -h  m  ^j'  V-+-  n^'^'  w  =  o. 

Ici  encore  il  est  facile   de  constater  (jue  Ton    véri(i(î 
toutes  les  équations,  en  posant 

(25)  —  Kw.  =  n^Y'  — ''^Y?'- 

Si   l'on   multiplie  par  a,  [3,  y  les  premiers   membres 
des  équations  (  21)  et  qu'on  ajoute,  il  vient 

(26)  ux  -^  vy  -^-  wz  -\-x=^o. 

On  vérifie  donc  ce  résultat,   évident  ])ar  ce  qui  pré- 
cède, que  le  point  singulier  est  dans  le  plan  associé. 
J)e  (2^)  on  tire  aussitôt 

(  27  )         u  dx  -^  V  dy  -\-  ti'  dz  -!-  x  du  -h  y  dv  +  z  div  =  o. 

Je   difïérentie   totalement  les  é(juations  (16)  et  (17) 
cl    je  les   ajoute   nniltipliées  par  les   facteurs  écrits    en 
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regard 


vf/j-      '^dz-^      ych(—     zd'^  =  d'x\  -/a, 

a  dz  —     Y  dx  -^       z  dx  —      x  «r/^  =  c?^',  —  rn^j  , 

P  c?^  —      a  f/j'  H-       ^  r/3  —     y  di  =^  d-f' ,  —  /^Y' 

n  y'  c(/  —  m  ^'  f/^  -T-    /z  r  «^y  —  '"  --  '^^r''  =  —  K  <:/x.  a, 

/  a'  dz  —  n  y'  <r/r  +     Iz  c/a'  —  /?  x  d-^'  =  —  K  û^3  ,  ^, 

m  P'  c?.r  —lu!  dy  -h  m.r  <i3' —  ly  dv!  =  —  K  dr^,  v. 

J' obtiens 

-h  Si  K  (  Il  dx  -\-  ç  dy^  -+-  iv  dz  ) 


l       -h  K(  X  du  -\-y  dv  -f-  z  dw )  =  o 

Des  équations  ('^.7)  et  (28)  on  tire 

(  29 )  li  dx  -f-  V  dy  -\-  w  dz  =0, 

(  3o  )  T  du  -\-  y  dv  -\-  z  dw  =  o. 

La  première  montre  que  Ja  surfaee  lieu  des  points 
assoeiés  admet  Je  plan  assoeié  comme  plan  tangent^  la 
deuxième  montre  que  l'enveloppe  des  plans  singuliers 
associés  admet  le  point  singulier  assoeié  comme  point  de 
contact  avec  son  enveloppe. 

On  voit  donc  qu'il  existera  une  surface  singulière 
lieu  des  points  singuliers  et  enveloppe  des  plans  singu- 
liers à  laquelle  toutes  les  droites  singulières  seront  tan- 
gentes. 

11  est  facile  de  se  rendre  compte  que  la  même  surface 
sera  aussi  le  lieu  des  points  en  lesquels  peut  se  décom- 
poser la  conique  du  complexe  et  l'enveloppe  des  plans 
auxquels  peut  se  réduire  le  cône. 

En  ellet,  si  par  la  droite  singulière  on  mène  les  deux 
plans  qui  forment  le  cône  relatif  au  j^oint  singulier  N, 
la  courbe  du  complexe  relative  à  l'un  dr.  ces  plans  se 
compose  évidemment  du  point  .N  et  d'un  autre  point. 
C'est  un  plan  singulier,  tangent  [)a!*  suite  à  la  surface 
singulière.  De  uièmc  le  cône  relalil   à  l'un  des  points  M 
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en  lesquels  se  décoQij3(>sc  la  conique  située  dans  un  plan 
singulier  contenant  déjà  toutes  les  droites  du  plan  sin- 
gulier passant  par  M   se  réduit  à  ce  plan  et  à  un  autre 
plan. 

Il  paraît  dès  lors  naturel  de  penser  que  la  surface  sin- 
gulière sera  de  quatrième  ordre  et  du  quatrième  classe. 
Une  droite  singulière  rencontre  en  effet  la  surface  au 
point  singulier  associé  qui  doit  coinpler  double  et  aux 
deux  points  auxrjuels  se  réduit  la  conique  correspon- 
dante au  plan  singulier  associé.  Par  la  droite  singulière 
on  peut  mener  quatre  plans  tangents  dont  deux  confon- 
dus avec  le  plan  singulier  et  les  deux  autres  fournis 
par  les  deux  plans  auxquels  se  réduit  le  cône  qui  a  pour 
sommet  le  point  singulier  associé. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  établir  rigoureusement  ce  ré- 
sultat par  la  Géométrie  et  j'arrive  aussitôt  à  la  recherclie 
de  l'équation  de  la  surface  singulière. 

6.  Surface  singulière.  —  Eliminant  a,  p,  y,  a ,  [B', 
y'  entre  les  six  équations  bomogènes  (16)  et  (17),  ou 
aurait  l'équation  de  la  surface  singulière  sous  forme  d'un 
déterminant  du  sixième  ordre. 

Je  tirerai  les  valeurs  de  a,  j3,  y  des  équations  (17)  et, 
portant  dans  (16),  j'aurai  trois  é([uations  de  la  forme 

(. 3 1 )  a' [l{y- -r-  ^"^ )  —  K ]  —  3' m xy  —  y' nzx  =  o. 

Posant 

/f:('=X,         mp'=Y,         n^i=Z, 

les  équations  (3i)  sont  les  dérivées  partielles  de  la  forme 
quadratique 

/  AX2  -r  A'  Y2  +  A  ' 7/2  +  ^  [3 YZ  -f-  i B' Z X  -1-  2  lî" X  Y  =  o 
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Lo  discriminant  de  colle  loirue  quadralique  doii  cire 
nul.  Je  l'écrirai  sous  la  forme  de  Jacobi 


H'B" 


-h  I  =  O. 


B 


On  Iroiivc   la  fornKî  bien  connue  de  réqualion  de  la 
surface  des  ondes 


(33) 


K 

^--+-r^-^    -2_ 

7 

!'*> 

)      " 

' 

K 

^.2_^y2^    -2_ 

//} 

_o 

K 

^2_^^.2_^-2_ 

/i 

I  =  o. 


Si  l'on  avait  au  contraire  éliminé  a',  [j',  v'  entre  les 
équations  (  i6)  cl  (17),  on  obtiendrait  trois  é(juations  du 
premier  degré  en  a,  jB,  y  qui  ne  seraient  autre  chose  qin; 
les  dérivées  partielles  de  la  forme  quadratique  (12) 
trouvée  plus  haut.  Le  rapprochement  avec  le  calcul  in- 
diqué par  la  tliéorie  des  foyers  des  congruences  est  très 
net,  mais  on  Irouveiail  une  forme  moins  simple  pour  la 
sui  lace  des  ondes 


(34^ 


inn.r-  ni  y-  Iniz- 


ï  —  Kl         l  —  k  ni        T  —  K  // 


T   =   //)Ul  {  —. r-    ^ i 

/  /n         n 


T  =  o  est  le  cône  (11)  (|ui  avec  la  sphère  de  ravon  nul 
.r- ■+-  1  '  -f-  3-  =  o  compose  le  cône  asymptote  de  la  sui*- 
lace  des  ondes. 

<)j)éraut  de  mêaie  avec  les  écjualions  (  i»  j  ^  d  <  >'2  V  <>ii 


(   '•'-5   ) 
ti'ouvc  Jcs  deux  Ibrmt.'s  coi'iclaUv(;.s  dcj  1  é(|u<'il,i(ni  de  l.i 
surface  des  ondes  : 


(35) 


KU  —  mil        K\j  —  iif        KU  —  un 


U  =  lii'^  -i-  mt^2  _^  ji 


w 


7.  Conséquences  géoiiiêU'i(/ues.   —  Je   nie  ironie  au 
cas  où  l'on  a  une  véritable  surface  des  ondes  : 

Z  >  o,         m  >  o,         n  >-  o. 

Prenons  un  point  M  de  la  surface  des  ondes  et  le 
])lan  tangent  T  en  ce  point.  .)(?  dis  (pie  la  droite  singu- 
lière unique  qui  passe  par  le  point  M  dans  le  plan  T  est 
perj)endiculaire  à  la  droite  OM  qui  joint  le  point  de 
contact  M  à  l'origine  des  coordonnées.  En  ellet,  on  a  vu 
dans  la  première  Partie  que  les  plans  tangents  menés 
par  OM  au  cône  (11)  étaient  deux  plans  de  section  cir- 
culaire; OM  est  donc  un  axe.  Lorsqu'on  a  deux  plans 
au  lieu  d'un  vrai  cône,  ces  deux  plans  doivent  former  un 
des  deux  autres  systèmes  de  plans  «:ycliques  qui  résul- 
tent forcément  du  premier  système.  L'intersection  de 
ces  deux  plans  ou  la  droite  singulière  est  aussi  un  axe^ 
elle  est  perpendiculaire  à  OM.  Cette  perpendiculaire  J) 
menée  à  OM  dans  le  plan  T  est  tangente  h.  la  parabole 
(10)  du  complexe  associé.  Elle  rencontre  la  surface  des 
ondes  en  deux  autres  points  qui  sont  foyers  de  la  section 
du  cône  (11)  par  le  plan  T;  ce  sont  en  eilèt  les  deux 
points  en  lesquels  se  décompose  la  conique  du  com[)lexe 
qui  est  liomofocale  de  la  section  du  cône. 

On  peut  mener  par  I)  deux  autres  plans  tangents  à  la 
surface  ;  ce  sont  les  deux  [)lans  de  l'un  des  deux  systèmes 


(  '36  ) 
t;ycli(jufs  résultant  d'un  prenii(;r  système  cycl in ue  formé 
par  les  plans  tangents  menés  par  0-M  au  cône  fi  i).  Le 
cône  étant  ici  imaginaire,  les  plans  tangents  sont  imagi- 
naires et  alors,  des  deux  systèmes  cycliques  entre  lesquels 
il  faut  choisir,  l'un  est  réel,  l'autre  imaginaire. 

D'après  la  forme  connue  de  la  surface  des  ondes,  si  le 
point  M  est  sur  la  nappe  intérieure,  les  deux  points  d'in- 
tersection de  D  avec  la  surface  sont  réels  :  la  conique  se 
réduit  aux  deux  foyers  réels.  Par  contre,  les  deux  plans 
tangents  menés  par  D  étant  imaginaires,  le  cône  du 
sommet  M  se  réduit  aux  deux  plans  cycliques  imagi- 
naii'cs.  Si  le  point  M  est  sur  la  nappe  extérieure,  les  deux 
foyers  sont  imaginaires  et  les  plans  cycliques  réels.  On 
remarquera  en  passant  les  i't;latioiis  étroites  qui  existent 
entre  la  suriace  des  ondes  et  les  foyers  des  sections  planes 
du  cône,  lequel  deviendrait  un  côue  quelconcjue  du 
second  ordre,  si  on  laissait  arbitraires  les  signes  de  /, 
///,  II. 

Toute  section  menée  par  une  droite  singidière  D  est 
tangente  à  cette  droite  au  point  singulier  iM.  D'ailleurs, 
dans  un  plan  quelconque,  il  y  a  quatre  droites  singulières 
définies  par  les  équations  (  ())  et  (lo)  comme  tangentes 
communes  à  la  conique  du  conq^lexe  et  à  une  pai-abole. 
La  conique  du  complexe  relative  à  un  plan  quelconcjue 
est  tangente  en  quatre  points  à  la  section  de  la  surlace 
des  ondirs  [)ai"  le  [)laii.  De  même,  tout  cône  du  complexe 
est  tangent  en  quatre  points  à  la  surface  singulière.  Celte 
piopriété  de  la  conique  du  complexe  d'elle  tangente  à  la 
surface  singulière  en  chacun  des  quatre  seuls  ])oints  où 
elle  la  renconli'e  s'applique  évidemment  à  tout  conq)lexe 
du  seiond  ordie. 

Si  Ton  coupe  la  sui'facedes  ondes  pai*  un  ])lan  passant 
par  l'origine  des  coordonnées,  la  courbe  du  complexe  cor- 
lespondanle    est   un   cercle  C.  La   surface  des  ondes  e>l 


(  'i:  ) 

coujHHî  suivauL  deux  courixis  :  rmic  iuLéricurc,  I  ^  raiiUf 
extérieure  E. 

Les  tangentes  menées  au  eerele  C  par  un  point  >1 
(le  E  sojit  évidemment  les  intLTsections  du  plan  du 
cercle  avec  les  deux  plans  aux(|uels  se  réduit  le  cùne  de 
sonnnet  M,  puisque  ces  droites  appartiennent  au  com- 
plexe. (]es  tangentes  sont  réelles  puisque  les  deux  plans 
sont  réels.  Les  tangentes  seraient  par  contre  imaginaires 
pour  un  point  quel(;onque  de  la  couibe  intéiieure  L 
Alors  la  courbe  1  est  intérieure  au  cercle  Cet  la  courbe  E 
lui  est  extérieure.  Les  droites  du  complexe  situées  dans 
le  plan  étant  les  tangentes  au  cercle  C  rencontrent  E  en 
deux  points  réels  et  1  en  deux  points  imaginaires. 

Comme  toute  droite  du  com[)lexe  appartient  à  un 
plan  passant  par  l'origine,  on  voit  que  toutes  les  droites 
du  complexe  pénètrent  entie  les  dtniK  nappes  de  la  sur- 
face des  ondes.  La  nappe  intérieure  de  la  surlace  des 
ondes  forme  un  noyau  solide  à  l'intérieur  duqutd  i\c. 
pénètre  aucune  droite  du  complextî. 

Les  courbes  E  et  I  se  conibndent  pour  les  plans  (pii 
touclient  la  sui-face  des  ondes  en  tous  les  points  d'un 
cercle.  Ce  cercle  de  coi  tact  est  donc  une  conique  du 
complexe;  son  plan  coupe  le  cône  (i  i)  suivant  un  cercle 
qui  a  môme  centre  que  le  cercle  de  contact.  Corrélative- 
ment les  cônes  tangents  aux  points  doubles  sont  des 
cônes  du  complexe;  on  connait  donc  buirs  plans  de  sec- 
tion circulaire,  et  par  suite  leurs  axes. 

Pour  ètie  complet,  il  lesterait  à  clierclier  léquation 
delà  surface  singulière  en  cooidonnées  de  droite,  ce  qui 
conduirait  à  un  giand  nombre  de  propriétés  intéres- 
santes appartenant  pour  la  plupart  au  complexe  général 
du  second  ordre. 


(■   i38  ) 


LIEU  DES  POIXTS  D'l]\  SOLIDE  (Jtl  PARTAGEAT  A\EC  LE 
CEXTDE  DE  GDAVITÉ  L'LVE  DE  SES  PROPRIÉTÉS  DYM- 
MïOllES; 

Par  m.  a.  DE  SAI^T-GERMAIN. 


Soit  S  lin  solide  de  masse  M,  animé  d'un  mouvement 
connu.   ]M.  (jilbert  a  déterminé    (^Coiiij)tes  rendus  des 
séances  de  l' Acadénde  des  Sciences,  23  novembre  1 885  ) 
le  lieu  des  points  A  du  solide  tels  qu'à  un  instant  donné 
la  force  vive  de  S  soit  égale  à  la  somme  de  la  force  viv(î 
d'une  masse  iM  concentrée  au  point  A   et  de  la  force 
vive  du   solide  dans  son  mouvement  relatif  h  des  axes 
menés  pai*  A  dans  des  directions  iixes  :  le  lieu  est  uu 
cylindre  de  révolution^  l'axe  de  Mozzi  et   la   parallèle 
menée  par  le  centre  de  gravité  G  en  sont  deux  généra- 
trices diamétralement  opposées.  On  peut  se  demander 
(juels  sont  les  points  B  du  solide  qui  partagent  nionien- 
tanénient  avec  le  point  G  une  autre  de  ses  propriétés 
dynamiques,  savoir  qu'à  un  instant  donné  le  moment  de 
la  quantité  de  mouvement  de  S  ])ar  rapport  à  un  axe  HH' 
soit  égal    au   moment,  par  rappoi  t  au  mèuie  axe,  de  la 
quantité  de  mouvement  d'une  niasse  INI  concentrée  au 
point  H,  augmtînlé  du  jnoment  de  la  (piantité  de  mouve- 
ment du  solide  pai*  rapport  à  un  axe  131V  paiailèle  à  Hll', 
quand  on  considère  le  mouvemcMit  de  S  relativement  à 
des  axes  menés  par  B  dans  des  directions  Iixes.  Dans  une 
Note,  dont   le    résumé   a  élé   donné   dans   les  Comptes 
rendus  des  séu/ices  de  r^Jcndé/nie  des  Sciences  y  ly  dé- 
('(Mnl)re  iS8S,  |  ai   dil  ipie  le  liiu  des  [)()iiits  B  est  un  liv- 


(    '^9  ) 
perboloi<l(;  :  un  calcul   simple   cl  direct  pcrmcl  de  s'en 
assurer. 

Par  un  point  Ocjui,  à  l'instant  donné,  coïncide  avec(r, 
menons  trois  axes  rectangulaires  lixes  dont  l'un,  OZ, 
soit  parallèle  à  IIH',  et  soient 

X  =  )v,  Y  =::  jjL  l('s  équations  de  11  11'; 
x^  7  ,  z  les  coordonnées  d'un  élément  m; 
a,  [j,  Y  celles  de  l'un  des  points  R; 

^x-,  ^y-,  ^z\  'f^7  'f>,  'fr  les  composantes  de  la  vitesse  :  i"de 
l'élément  7/i;  .i"  du  point  considéré  lî. 

On  doit  avoir 

=  [(«  —  >^)  ?.v—  (^  -  !^-)  ?^J  ^'n 

-^  I.m[{x  -  cc){i^y—  oy)  —  (y  —  i^)(i^^-  o^)], 

OU,  en  faisant  de  simplt's  réductions, 

(I) 


=  Z  m  [  3  t^.r  -  a  <^>-  +  ('>.  a  -  .r  -  X)  cp^-  —  (-2  '^—y—  [x)  o.,.] . 


A  1  instant  donné,  le  mouvement  de  S  résulte  d'une 
translation  dont  la  vitesse  V  est  celle  du  point  G,  et 
d'une  rotation  to  autour  d'un  axe  instantané  GG' cpi'on 
peut  supposer  dans  le  plan  des  œz-^  soient  a,  Z>,  c  les 
composantes  de  V  suivant  les  axes;  celles  de  co  seront  de 
la  forme  /;,  o,  /',  et  l'on  aura 

ç^=  a  —  ry,         Vy=z  b  -h  rx  —pz,  v-=  c  -hj>v, 

(û^-=a — /-p,  cpy=  6 -h  ra — /jy,  cp.=  c-i-/;3. 

Substituons  c(;s  valeurs  dans  l'équation  (i),  et  obser- 
vons que  'Enix^  ^iiij^  'E/nz  sont  nuls  pai'ce  que  le  centre 
de  gravité  est  à  l'origine  :  on  peut  diviser  pari'///  on  M, 
et  l'on  trouve  que  les  coordonnées  dn   jioint    !>   doiveni 


(  -40  ) 

salisfaiie  à  l'équaliou 

^/'(a-^  3-  )  —  '2 p av  -'r-  (b  —  Ir  )y.  —  (  a  ^-  ;j. /- )  3  -h  À/>  v  =  o   : 

le  lieu  du  point  B  est  donc  un  liyperboloïde  qui,  natu- 
rellement, dépend  de  plus  de  paranièli  es  que  le  cylindre 
de  M.  Gilbert,  Le  cône  des  directions  asyinptotiqnes  ne 
dépend  toutefois  que  des  directions  de  Hli' et  de  l'axe 
de  _Mozzi  :  ce  sont  les  directions  de  deux  j^énératrices 
du  cône  situées  dans  un  de  ses  plans  principaux,  et  les 
plans  cycliques  du  cône,  comme  ceux  de  l'iiyperboloïde, 
leur  sont  perpendiculaires.  On  ti'ouve  que  les  i^énéra- 
trices  de  l'hyperboloïde,  parallèles  à  OZ,  sont  rétdles  ou 
imaginaires  et,  par  conséquent,  que  l'iiypeiboloide  est  à 
une  ou  deux  nappes,  suivant  qu'on  a 

(a  -f-  {J-r}^—  /iblr^o, 

c'est-à-dire  suivant  que  la  dioite  liEi'  est  extérieure  ou 
intérieure  à  un  certain  c\lindre  parabolique  dont  les 
génératrices  lui  sont  parallèles. 


SllK  LE  0ÉYEL01M»E1IE\T  E\  SÉRIES  DES  F0\CT10\S 
IMPLICITES; 

Par  m.  WORONTZOFF. 


Soient 

:r  =  f^, (  m),         X  =  fv ( ni „ )  =  ^'o ,         x=  f^{Q^=  r 
les  racincîs  respectives  des  équations 

fix)  —  m  =  ().         /{x  )  —  /»„  =  o.        /{x)  =  o, 
(le  sorti;  (pi'on  ail  identiijuemenl 

J'\  J\.{  m  )\  r-.  ni,  /■(./•„)  —  ///„.  /'(/•)=(>; 


(  -4.  ) 


Cl 


)  (Ix 


une  f'oiiclion  qu'il   faut  développer  en  séiiiî   ordoniHM' 
suivant  les  puissances  croissanUîs  de  ///  —  ///„. 
En  posant,  pour  abréger, 

•^        =f\x)  =  I).r/(.r  ),        -^r::^^  =  <]nx), 


dx 


/'(^) 


on  a 


/     F(.r)./.r-    /      -^df{x)=    /      ci,(.,.),//-(^) 
Au  moyen  des  formules  bien  connues 


T'  {m)dm  =  M*  (  /«  )  —  M^  (  /??o  ), 


_    im—moT'.,,,,      . 
^>  (m„) 


1 .1 

(m  —  fHo)"-'^ 
1.9, .  .  .(;i  —  I  ) 
(m  —  mo)" 


n^«-i(m„) 


I  .  9. .  .  .  n 


M'«[mo-^0(m  — /«o)], 


on  obtiiîut 
j      F{x)dx=    /      ^[f„(77i)]dm 


y  fil    — —    /î7       )- 


1 .  i 


{m  —  iHq  )'^-i 
1 . 9 . 3 .  . .  (/^  —  I  ) 


Dr-*î'[.Au')]v=/«o+n. 


(m  —  Wq)^ 
1.9.3 


f'K^-) 


Hc      'î'û) 


(m  —  /??o)"-i 
i .  9 . 3 . .  .  (  //  —  I  ) 


r7^"=]"'^'^'^H.v""- 


(     '42     ) 


au 


^^n=   ^"\.    /'"!'  !  D^^  nUy)]\r=nu^^m->n., 


On  — 
1 


'B^]lf^><''^< 


;=jro-+-Oi(-r— Jro)=/v.[/«n+0(w— wu)) 

De  cette  ibrmiile,  on  déduit  aussi  la  série  suivante 
V{x)dx=i   I      Y  {x)  dx —    /       V{x)dx 

/m  ..m„ 

<\>[f,im)\dni-  I        'Pl/Am)]dm 
•  0 


I.  -2 


/'(-} 


1.-2.3         IL./  (-)         J  U=r 


(m«-i  — /«;'-!)  jT      I 


1 .2.3. .  .C/i  —  i)  ( 


1../ '-)  I 


-2    ^ 


H'. 


ou 


1.-2.3...//A  /[./(-»  J  \-^r+b,ar-r) 

ilJ  {-)         J  )z=r^ii,i.To-z)} 


Exemple.  —  Vai  prenant  les  logaritlinies  népériens, 
posons 

Alors 


/(x)  =  \o^x  =  ni,         l^(-^)  =  loga". 


<I>fj7)  =  X  \o<^x, 


D- 


R«  = 


i>'  — 


(  /»    —    //ig)"^  , 

I  .  '2  .  3  .  .  .  /i 

1 

I  .  '2  .  3  .  .  .  /i 


./■'(^) 

fl>(3)  =  (^D;)"  ^  \o'^z  =  z(n  H-  log^), 
|uD-)"^looc],=;.^i=  n, 


[\t,,-^^{x  —  .7-0  )]  î  /i  —  I  -f-  Io-[.rn  -4-  0(.r  —  .ro  )1  !  ), 

[ni»\\-\-  0(.r  — I)]  |/^  —  14-  lop:[i  -f-0(^  —  i  )]  | 
—  /n(,'[i  -f-Oi(.ro— D]  |/i  —  i-+-log[i-h0,(.2-o— I^IO- 


(')  Nouvelles    \n/tfilrs,  ;i(»ùt   IS^^S,  p.  3()>. 


(  -4:^.  ) 

Comme  R^^_^=:  o  et  l\'^^_^z=  o  pour  les  valeurs  finies 
(le  m  el.  //?„,  on  a 


£ 


\op;x  clx  =  Xq 


(  m  —  /Uq  )  logjPo  H (  I  -i-  lo^^a^o  ; 


1.2 


(771  — m^y  (ffi—  mn)'^ 


=  a-o(m 


-mo)^[^ 


(m  —  //?o)   I 


^o^ogXQ    {m.  —  mo 


I .  A        4  I  •  '-*  •  ^^ 


1.9,  1.2.3 

=  Xq  [e'«-'«o(  /n  —  mo)  —  (  e'«-'"o  —  i)]  +  a^o  log.ro  (  e'"-'"o  — 
=  (xlogx  —  X)  —  (^olog^o— ^o)» 
et  aussi 


I  ) 


£ 


\o%x  dx  =  ( m2  _  ^2  •)  _  _i_  ^ 0 


3 


{771^" — i77\)  I        (m-' — /;?^')   r 


1.2              4                   1.2.3           5          *      ' 

„  r  r         771   I         771*'    I           m^      I 

2         I    3         i .  2   j         1 . 2 . 3  :> 

ri         mo   I         m,^    I           mji      f     , 

'''"[^^          i     3    '    1.2  4        I.-2.3  5    '  • 

=  [  (3'«  />i  —  ( e'"  —  I  )]  —  [  e'"o /«o  —  ( e'"'^  —  i  ) | 
=  [ e"^  (/;?,  —  1  )  H-  I  ]  —  [  e'"o (  m^  _  i )  -4-  j ] 
=  (a^loga-  — ^)  — (.Tolog^To— a^o). 


SOLmON  DE  LA  OÏIESTION  1570,  PROPOSÉE  PAU  M.  UOliCIIÉ; 

Pau  m.  WORONTZOFF. 


l'ilaul  (loii/iêc  la  relation 

si  \\{t  —  y  )  =:  771  si  II  (  .r  -H  j'  ) . 


(  -44  ) 

dans  Laquelle  ni  désigne  un  /wnibre  donné  dont  la 
valeur  absolue  est  inférieure  à  i,  dé{>elopj)er  j  en 
série  suivant,  les  puissances  croissantes  de  ni^  et  indiquer 
la,  forme  du  reste  lorsqu'on  ne  prend  qu'un  nombre 
liniilé  de  termes  ('). 

De  l'équation  donnée 

sin  ( 37  —  JK )  =  m?,\n{x  -{- y)-=  w  si n  [ 9. .r  —  ( .r  —  )' )] .. 


on  déduit 


y  =  arc  tan  g 
X  —  y  =  arc  tani? 


I  —  m 

I  -7-  m 
m  ^in2:r 


I  -i-  m  cos 


ng;r    , 

'IX  / 


Comme 

~ /i  —  m  \  1 

X  — y  =  X  —  arc  tang     (  — 1  taiig.r 


=  arc  tanîT 


m  sin  5>..r 
I  -i-  ni  cos  2  5" 


=  — ;  ;  lop:[i  H-  ni{Q.09>'Xx-h  isix\xx)\  —  loii  [  1  -4-  m  (cos-;>.r  —  />iii  ) x\ 


•?.i 


(,-=/^) 


et 


D'il,  arc  tang 


(-1)"-' 


'XL 


ni  9.\nix 
I  -h  m  CCS '2^ 


1 . 2 . 3  .  . .  (  /?  —  I  ) 


"li 


=  (— i)"-» 


^         (  cos  9,  .r  -i-  i  si  11  9.  ;r  )"  (  cos  7.x  —  *  si  11  •?. x  )" 

I  -+-  m  (cos 9. .7-  H-  i  sin9.r  )|"         \\  -^  m(  cos9.r  —  /sin9.r  1]" 

I  .  9 . 3  .  .  .  (  /J  —  1  ) 


(  I  -+-  2  m  cos  9.r  -H  m-  )" 


X 


n 


sm9/i.r  H-  -  m  ^\w?.{  n  —  1  )./• 
I 


n  (  n  —  1  ) 
I .  ». 


ni-^'xwn^n — •>.) x -\- . . .-\ m"-' sin  •>. j*    . 


(')   JS'ouvrIIvs  Annales  (Ir   MnlJuin<ilitjiu-s,  p.  .')<>  |,  lutv  ciiilirc  iSSj. 


(  "i.'  ) 

ou 


[^                     /     msin9..r     NI  .  ..        / 

D;,  arc  tanoj  ( =  (—  i)"-'  i.>.  i  .  .  .  (/i  —  i  )  sin v./ix, 

\    '"        dm"!' 

au  inoyciu  de  la  série  de  Maclauriii,  prise  avec  le  terme 
eomplémentaire  {ïi,i)  de  Cauciiy,  ou  trouve 


[y 

:zz 

X  —  m  sin9.  .7• 

(0 

1 

„  sin  4-^           „  sin6.r 

-h  m"-  =! m^  — h.  . 

X                       3 

,  sinîC/i  —  i),r 

n  —  1 

ou 

( 

- 1  )" 

m 

«(i  _  0)«-i 

H«    ('), 


"       (  1  -T-  '^i 0 m  cos '2 .r  -t-  6=^ m:-)" 

X     sin  9.  Ai .7"  -i-  n  0  /?i  si ii  •>.  {  /i  —  i  )  .r 


— ^ (Om)2  sin>.  (/2  —  2)a?  -f-...-t-  /i(  0///  )"-'  siii  v.:r 

1.9 


(')  En  posariLe"' = /?  cl  e  "' —  7,  on  a  sénéralomonl 

'-  [/iP'n)-\-/iqm)] 
--.  *I)  (/;?,)=/(  o  )  -4-  m  cos  «  /"  (  o  ) 

H COS2rt/"(o)  -]-...-] ; cos(«  —  i)f//"-'(o) 

1.2  ^N/  l.'2.3...(/i—  l)  ^  '     ^  ^      ^ 

=  *,  (m)  =  «i  sina/'(o) 

+  —  sinoa/  (n)+...H-  ^   ,  ■.        (;,_,)  sin  (/?  -  1)^7/'-' (of 

/M"  I 

-^  1.0.3...,,  n-[/^"i>?/(rWo..-'7"D;/(r),=,,o„.l- 

^/?/2.  t/e  Mathémat.,  3*  série,  l.  VIII  (Mars  1889).  lO 


(  '4(3  ) 
Cette  série  peut  être  obtenue  aussi  à  l'aide  des  formules 


=  F(^) 
(2)         <        ^.F[^(z)] 


!k  =  n  —  l 
«=1  "  ~  /z  =  /-/^iO) 


1  TT^MfT^,''']    "^""-''H  ^"- 


OU 

x=^(y),        f(r)=.,n,        /(r)^o, 


/?l 


T7r^)t'-"'^""'l[7TI)^=]""''f*^^^ll 


1.2.3...('/i  — l)"-  IL/(^)        ""J  U=/.8.(m) 


et,  pour  .r  =  <ï>(  7  )  =  1^, 
/   F\fAm)] 

(3)  ■       -^^'' 


\  \      A-  =  l  /;=/-/„  (0) 


ou 


:=/^6,(//i) 


\.i.i...n{lf  {z}        J  ^z==+0,r 

|0,(m)=0,/(jK)=/[^-l-0(.r-^)1,  o<0<r,o<0,<i,o<0,<ij,  I 
(')  .Xoin'clles  Annafcs  (te  Afathémafif/ues,  p.  3G:?  ;  amU  18S8. 


(  '47  ) 
En  prenant 


f(y)=  -^-T — '- —  =  '^^       ^'(y)~  y^ 


on  a 


sin2a? 


f'iy) 


s\ïi-^{x-r-yy 

f'iy)  ~  sin2iF 

T       „        _       sin2(a?-hr) 

/'{y)  ?\wi.x 

sin2(;r-^  y)?^\r\i{x-^  y) 

—    :__ : —  , 

s  111 -2.x- 

r       1       r.   V"^  /        x»  o        /  sin«(.r-i- r)sin//(':r-r-,r) 

—7- Dy  y=( l)".I    .2.^    .    .    .(/l    I)     T- — -y 

(  r      I  1  («^     ) 

TTr")  ^-^I    -^  ._,._^  =  (~'^)"' '•^•^- ••('*"')  ^'"^'^^  5 
_  /[^-He(jK-^)] 

sin  [2.r  -h  G(jj/'  —  a?)]  sin(jK  —  x) —  sinft(y  —  -3?)  sin[2r  -^(  r  —  ^)1 
sin  [2  37 -1- 6(j'  —  a7)]sin(jK  —  -î^) 

sin2a"[sin(jK  -    a?)cosO(jK  —  a?) — cos(jk  —  x)s\n^(y  —  x)\ 
sin[2;r  -i-6(^  —  x)\s\n{y  —  x) 

sin2a'sin[(i  —  9)  (y  —  x)] 


sin[2a7-i-  6(j^  —  x)\  sin  (_/  —  x) 
Par  conséquent,  d'après  la  formule  (3), 


S'Xnikx 


j  =  .r  4-    2^    {—\Y  mA  j^ h  ha 

k  =  1 

=  /^{m)=  arctang     {j—j})  tang-^J  , 


(  -i^  ) 


ou 


,         ,        ,           sin"|  2.r  —  Ooi  r  —  3")1  sin /?  f'^.r -f- 6,(  >-  —  .r  )] 
hn  ^  (—  0"  '^î"  ^^ -^ '^, '-^ 

=  (—  I )"  w" ^ 7^^ — ■'  sin  n  Lr  -^  ^( O3  m )1 

.  sin^r^r -h /(^fôi  w)lsin/ir.r -f-/"t,(6im)l 

==(— i)'^m''(i  — 0,  )«->  - — -î^ — — —^ 1 -^ ^    — ^^ 

^  ^  sin«2a: 

i  ?inr';>.r-— 0(  r — a7)lsin('-K  —  ^) — sinôCr  —  rr)?in(  l'-^a?)  )"- ' 

=  ( —  i)"  m"  { i — -^— — —^ — -. = • 

(  smix  s\n{y — x)  ) 

<\n\i.7:-^(U  V  —  cr)]    .        ^  .^  , 

X  ' -. ^  sinn\2.T  -i-^(y  —  x}] 

l  sinfd  — ôHr  —  ^)1  )"~* 

=  (-i)"m"     ^    ■        '    ■      . -\ 

I  sin(r  — ;r)  \ 

^\n\9.cr  -^  0(  V  —  .r)]    .       ^  .  ,, 

X ■ . ~.  ^   Sin/lf  2  3"  -1-  0(T  — x)\. 

Sin2J7  "^  "  -" 


NoTK  Di:  "SI.  RouciiÉ. 

En  même  temps  que  M.  Worontzof,  MM.  Darmanine  et  Au- 
dibert  nous  ont  envoyé  des  solutions  de  la  question  Jo70.  La 
solution  de  M.  Darmanine  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  de 
M.  Worontzof,  et  celle  de  M.  Audibert  est  une  application  du 
théorème  de  Maclaurin. 

Quand  nous  avons  proposé  ce  problème,  nous  avions  en  vue 
la  solution  suivante,  qui  est  à  la  fois  simple  et  directe  : 

La  relation 

«in(.r  —  y)  =  m  sin(.r  -+-  y) 
|)eut  s'écrire 


m  sm2X 
X  —  y  =  arc  tanjj^ 


Posons 


nous  aurons 


1  -h  ni  cos2ar 


//  sin2.r 
cp(M)  =  arc  tang 


1  -\-  u  cos2.r 


sm2.r 

o'{u^  = 

\  -^  lU  C0S'2J:  H-  U^ 


(   -19  ) 

OU,  en  elfectiianl  la  division, 

cp'(ft)  =  sinviic  —  Il  sin.j^  -4-  u^  sin6^  — .  .  . 


(0 


H-(—  i)«->  w«- 


sin  •;>  /i.r  -4-  u,  sin  9.  C  ^.  —  \).r 


\  -^  ÀU  cos  vi  :fc-  -I-  u- 
Or,  si  l'on  désigne  par  H  le  nombre  défini  par  la  relation 


M      \ 


'D{m)  =  —  sin-;»^* sin 4^  H ;r-  sin 6^  — .  .  . 

'1  >.  3 

/i  —  1  n 


on  voit  que  la  fonction 


u 


C5  (  i«  ) sin  •>.  .r  H si  n  4  ^ si  n  G  :r  —  ... 

I  •>.  3 

—  (—  i)«-i  — —  sin>.(/i  —  i)x  —  R  — 
n  —  j  n 

s'annule  pour  u  z=  m  aussi  bien  que  pour  u  =  o.  Sa  dérivée 

o'(ii)  —  sin>.r  -r-  u  sin  4-^  —  it-  sin6:r  —  ... 
—  (—  I)"-'  z««-2  sin>.(/i  —  i).^—  Ra"-', 

qui,  en  vertu  de  (i),  se  réduit  à 

,  r,        ,      .  sin  ,i/i.r -h  ?<  sin'2(/i  —  \).r        ^~] 

L  l -]-  lll  COS '2 X  -{-  u-  J 


doit  done  s'annuler  pour  une  valeur  de  u  comprise  entre  o  et 
m,  c'est-à-dire  pour  i^  =  Om,  6  étant  un  nombre  convenable- 
ment choisi  entre  o  et  i .  On  a  donc 

sin^n.r -f- Om  sin'2(/i  —  i)^ 

1\  —  ( —  i)'i-i ^^ — 

I  -f-  2  0 /;i  cos -2  a? -f-  02 /n- 

et,  par  suite,  en  portant  dans  (2), 


/n    .  /n-    .     , 

y  =  X' sin -ix  -] sin  4 

•^  I  2 


!\x sino^  -h.  . 


m 


ii—i 


( —  i)'^-' sin2(/i  —  j)x 


+  (-  i)'^ 


ni"   si  n  '2  /i  ^'  H-  6  /?i  si  n  '2  (  /i  —  1  )  .r 


n 


I  -!-  2 0  ffi  cos 2 X  -f-  0-  /n- 


(    «5o   ) 


SUR  L'LWARÏA^T  DIFFÉRENTIEL  DES  FIGIRES  CO\GRlEIVTES  ; 

Par  m.  J.  ANDRADE. 


Cet  invariant,  dont  M.  Poincaré  a  fait  un  si  magni- 
fique usage  dans  sa  création  des  fonctions  fuclisiennes, 
a  une  origine  géométrique  des  plus  simples,  sur  la- 
quelle je  voudrais  m'arrêler  un  instant. 

Considérons  la  transformation  plane  qui  remplace  un 
point  M  par  un  point  M'  et  qui  résulte  : 

r*  D'une  inversion  positive  (M,  [jl)  autour  d*un  pôle 
P  situé  sur  une  droite  XX  ; 


Fig.  I  (•), 
M' 


.l' 


M 


1°  D'une  réflexion  ([jl,  v)  sur  la  même  droite  et  en 
ce  même  pôle  ; 

3^  D'une  translation  (v,  M')  parallèle  à  la  droite  XX. 

Une  pareille  transformation  est  représentée  algébri- 
quement par  une  substitution  linéaire  à  coefficients 
réels,  eft'ectuée  sur  la  variable  imaginaiie  z  représentée 
par  le  point  M  ;  la  droite  XX  étant  prise  comme  axe  réel. 

Considérons  deux  points  A  et  H  et  leurs  symétriques 
A'  et  IV  par  rapport  à  XX. 

Ce    groupement  symétrique    de    quatre    points    sera 


(')  Les  trois  points  v,  M',  |x  ne  sont  pas  en  ligne  droite. 


(    '5'    ) 
évidemment  conservé  par  la   transformation   (jui    nous 
occupe^  or,    si  l'on  désigne  par  «,   Z>,  r//,  h'  les  afiixes 
de  ces   quatre  points,   la   substitution   liomograpliicjue 


Fig.  2. 


A 

1  \ 

/  ! 

A' 

B' 

représentée  par  cette  transformation  laissera  inaltéré  le 
rapport  anliarmonique 


a~-a^        b  -b' 
a  —  b'        b  —  a' 

Ce  rapport  réel  et  positif  se  réduit  à 

AA'x  BB' 
ÂB'' 

Cet  invariant  ne  dépend  que  des  points  A  et  B.  Nous 
le  désignerons  par  I^  b  ^^  indifféremment  par  \a,b' 

Considérons  le  cercle  qui  passe  par  les  quatre  points 
A,  B,  A',  B',  qui  a  son  centre  sur  l'axe  XX,  et  qui  coupe 
cet  axe  aux  points  K  et  H. 

Soient  A"  et  h  les  affixes  de  ces  points,  et  envisageons 
le  rapport  anliarmonique 

a  —  h       b  —  k 
a  —  k        b  —  h 

réel,  et  même  positif  et  ^  i  quand  A  et  B  sont,  comme 
nous  le  supposerons,  d'un  même  côté  de  l'axe  XX  et  que 
le  sens  du  parcours  du  demi-cercle  KABH  est  celui 
que  nous  considérons. 


(     '^2     ) 

Nous  aurons 

AH.BK-r- AK.BH        AH.B'K -^  AK.  B'H 


Ja,b  -^  I  = 


AK.BH 


AK.BH 


Fig.  3. 


/IR       X 


\  r-x  \  ;  ,/ 


c'est-à-dire,  d'après  le  théorème   de  PtoJémée,  sur  le 

quadrilatère  inscrit 

KH.AB' 

Ja,I5  ^1  = 


et  comme 


on  aura  aussi 


AK.BH 


AA'.BB' 


AB' 


,       KH  .AA'.BB'  4.KH'.AP.BQ    , 

Ia,b  X  ( Ja,b  h-  i)^  =      — 2  — .       =  AK.BH. AH. BK  '^^•"' 

ou,   d'apiès   une   propriété  classique  du    triangle  rec- 
tangle, 


Ia.B   X  (JA,B-i-l)'^ 


4.KH  .AP.BQ 


v/KF.KHVQH.HK.  y/PH.KH.  y/QK.KH 
donc  eniin 


Ja.15  =  4  Ja.b  ; 


Ia.B  = 


4Ja.b 


r.iA.B-t-ij2 

Jx,h  est  donc  aussi  un  invariant. 


,r,i  ) 

Concevons  maintenanL  que  le  point  \^  se  rapproclie 
indéfiniment  de  A,  cet  invariant  devient 


a,a  +  (ia  • — 


h  a 


da 


k  a  —  h-\-  da 
cV'St-à-dire,  aux  inliniincnl  petits  du  st^eond  ordre  près, 

{h-k) 


^ a,a+(la  —  '  "i" 


{a~  V\)(h  —  a) 


da; 


la  partie  complémentaire  à  i  est  réelle  et  j)ositive  dans 
le  cas  où  Je  point  a  -f-  da  succède  au  point  a  en  dé- 
crivant une  circonférence  (KM)  dans  le  sens  de  la  rola- 


Fig.  4. 


tion  d'un  angle  droit  qui  amènerait  l'axe  imaginaire  OY 
en  coïncidence  avec  l'axe  réel  OX, 

C'est  ce  que  nous  supposerons. 

Nous  ayons  donc  pour  la  partie  complémentaire  cher- 
chée l'expression  réelle  et  positive 


KH  X  nmo.'l  da 


KH .  niod  da 


inod  da 


.       AK.AH  v/KP.KH/P1I.KH  AP 

et,  si  rt  r=  X  +  ij^ 

on  en  conclut  que  l'intégrale 

/ 


n\od  da 


mod  da 


y 


prise  le  long  d'une  ligne  L  ne  change  pas  pai'  la  lians- 
formation  de  figure  définie  plus  haut. 


(  '34  ) 

Cette  intégrale  joue  le  même  rôle  dans  cette  trans- 
formation que  la  longueur  d'une  ligne  dans  le  déplace- 
ment d'une  ligure. 

Nous    allons    voir    maintenant    ce    que    deviennent 

1  invariant  dillerentiel —  et  1  intégrale  correspon- 
dante dans  la  transformation  par  congruence.  Rappelons 
d'abord  la  délinition  des  figures  congruentes. 

Soit  (M,  M')  la  transformation  de  figure  définie  plus 

haut. 

Fig.  5. 
p.  .p' 

•.M' 
m' 

Soit  (M,  P)  la  transformation  (T)  la  j)lus  générale 
qui  résulte  de  la  combinaison  de  rinversion,  de  la  trans- 
foimation  par  symétrie  et  du  déplacement  d'une  figure 
plane. 

Soit  (M',  P')  la  même  transformation  (T)  elTectuée 
sur  1(;  point  M'. 

Le  point  P'  est  dit  le  transformé  de  P  par  congruence^ 
ou  encore  la  figure  (P)  est  congrucnte  à  la  figure  (P). 

Analytiquenient,  si  l'on  désigne  par  R  la  substitution 
linéaire  réelle  que  représente  la  transformation  (M,  M') 
et  par  S  la  substitution  linéaire  </î/Y^/co//<///e  que  rcpré- 
s(Mite  la  transformation  (M,  P),  la  transfoi'matioii  par 
congruence  sera  la  représentation  de  la  subslilution 

S-i.U.S. 

Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  des  figures 

congruentes  que  cette  transformation  de  figures  laisse 

inaltéré  un  certain  cercle  du  plan,  savoir  le  cercle  qui 

(;st  le  transformé  de  l'axe  XX,  dans  la  transformation 

r,  cai'   cet  axe    XX  restait   lui-même  inaltéré  dans   la 


(  •■'^"  ) 

transformation  que  nous  avons  d'aboid  étudiée.  Ce 
cercle  se  nomme  le  cercle  Jonfiauiental. 

On  peut  se  demander  ce  que  deviennent  deux  points 
A  et  A'  symétriques  par  rapport  à  XX  lorsqu'on  les 
soumet  tous  deux  à  la  transformation  T. 

Supposons  d'abord  que  la  transformation  T  se  ré- 
duise à  une  inversion  autour  du  pôle  ù.  Par  cette  inver- 
sion, l'axe  XX  se  change,  comme  on  sail,  en  un  cercle 

Fis.  0. 


passant  par  Q  et  dont  le  centre  O  se  déduit  par  l'inver- 
sion considérée  du  point  I  symétrique  du  pôle  ù  par 
rapport  à  XX. 

D'ailleurs  les  trois  points  J,  A  et  A'  sont  évidemment 
sur  une  circonférence  qui  passe  par  ù\  leurs  transfor- 
més O,  a  et  a'  seront  donc  en  ligne  droite. 

Mais  les  points  a  et  a!  sont  sur  le  cercle  Qaa', 
transformé  de  la  droile  A  A',  et  ce  cercle  doit  couper 
ortliogonalement  le  cercle  transformé  de  XX  ;  nous 
avons  donc 

Ôïi'^n  Oa.Oa'. 


(   '56) 

Ainsi  deux  points  syniéliiqucs  par  i/ippoit  ;i  XX  se 
cliangent  par  la  iransforination  T  en  deux  points  .si/iiés 
l'un  à  V intérieur ,  l'autre  à  V extérieur  du  cei de  fon- 
damental,  sur  un  même  rajon  de  ce  cercle,  dont  la 
longueur  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances  de  ces  deux  points  au  centre.  Ce  résultat  n'est 
évidemment  pas  altéié,  par  les  déplacements  qui  suivent 
rinversion  dans  une  transformation  T. 

Voyons  maintenant  la  nouvelle  forme  de  l'invariant 
^a.aj^da  dans  la  transformation  par  congruence. 

L'invariant  J^^  ^  demeure  inaltéré  par  la  transforma- 
tion T. 

Considérons   alors   le   cercle  qui  passe  par  A  et  B  et 


coupe  le  cercle  fondamental  O  orthogonale  ment  en  H 

etK. 

JNous  avons  encore 

_  AH    BK 
•^"~  AK   BH' 

Si  B  devient  iniijiiment  voisin  de  A,  et  si  nous  dési- 
gnons par  o  et  '.5,  les  angles  au  centre  du  cercle  O', 
mesurés  par  les  arcs  RA  et  AU,  nous  trouvons,  par  un 
calcul  très  simple, 


Jrt,rt  ff/a  —  I  -4-  rf^ 


'•"-('f  -~  'ri) 


I  I 

*iin  -  '^  SM1  -  ci| 


(  '37) 
et,  en  ciésigiiaiit  pat*  /  1<;  rayon  du  cercle  O',   nous  pour 
lous  écrire  l'iiivarianL  diliércnliel  : 


mod  cl  a 


sin  -  (o  -!-  o,) 

,  .     r       .1 
/sin  -  ca  sin  -  co, 


et,  le  facteur  de  mod  ^«  étant  indépendant  de  la  direc- 
tion du  déplacement  J<2,  nous  choisirons  ce  déplacement 
de  la  façon  la  plus  commode,  c'est-à-dire  normal  à  OA, 
comme  la  figuie  suivante  le  suppose. 


lis.  8. 


i'''g-  9- 


Le  facteur  de  mod  da  est  alors  égal  à 


F 


sin  'o 


l  sin^  -  o 

2    ' 


Soit  R  le  rayon   OK  du  cercle   fondamental,  et  j   la 
distance  AO. 

Nous  avons  /  =:  R  coto,  d'où 


F  = 


sin  o 


singea 


il  cos-  -  o 


4 


R  coto  sin-  -  o        R  cosco  sin-  -  o 


R  cos'^  R  coso* 


cos-  -o 
1  ' 


or,  on  a  sur  la  figure 


R  R  coso 


sin  o 


sinra 


(  <r>s  ) 

d'où 

I  0 

tanff  -  'z>  —   ' 
^•2  •        R 

d'où  enfin 

17    _  I 


«'■-P    ' 


en  faisant   abstraction  du  facteur  4>  nous  avons  donc 
pour  remplacer  l  invariant  uilierentiel  cet  autre 

mod  da 


■^'-te 


et,  par  suite,  aussi  l'intégrale 

mod  dn 


h(-r^ 


prise  le  long  d'une  ligne  quelconque. 


PROBLEME  DOM\E  AU  C0\C01RS  GENERAL  E\  1874; 

Par  m.  L.  LEFÈVRE. 


Démontrer  que  Informe  la  plus  générale  d' un  po- 
lynôme entier  F(.r)  satisfaisant  aux  relations 

(i)  ¥{\  —  T)--  F(.r), 


(   '59  ) 
est 

(3)  •        X  [Ao(a72— a"-hi)3"4- Ai(a:-2  — ;r-f-i)3(«-iJ(:r2— ar)î 

(  -i- A2(^2_^_i_  ,)3(/i-2)(a;.2_;2,);_,_.__l_  A„(a72— a-;2//J, 

/;,  </,  72  étant  des  nombres  entiers,  et  Ao,  A,,  Ao, .  .  .,  A,/ 
<^/e^  constantes  quelconques» 

1 .    Soit  «  une  racine  quelconque  de  l'équation 

F(^)=:o; 

la   relation  (2)  niontie  que  -  est  également  racine  de 
cette  équation.   Posons 

a 
Ja  relation  (1)  montre  alors  que 

T 

I  —  a  =1 

a 


sera  une  nouvelle  racine  ^  puis 


a 


I  a  —  \ 

1 

a 


en  vertu  de  (2),  et  ainsi  de  suite.    On  est  conduit  de 
cette  façon  aux  six  expressions  difîérentes 

,  f\  ^  i  a  I 

(i)  «,     -'      I 5      '     ■•>      \  —  a. 

^  a  a        a  —  1         i  —  a 

On  reconnaît  là  les  six  valeurs  du  rapport  anharmo- 
nique  de  quatre  éléments,  et  l'on  sait  (ce  qui  peut  se 
vérifier  aisément)  qu'en  prenant  l'inverse  ou  le  com- 
plément à  l'unité  de  Tune  d'elles,  on  en  retrouve  une 
autre. 


(    '(io  ) 

Les  racines  Je  l'équation  F(x)  =  o  se  partagent 
donc  en  groupes  de  6  ;  et  son  degré  sera  multiple  de  6. 
II  n'y  a  d'exception  possible  que  si  deux  des  valeurs  (4) 
déduites  d'une  racine  a  sont  égales;  je  supposerai  d'abord 
que  ceci  n'ait  pas  lieu. 

Alors  F(.r)  est  de  la  forme 

Ao    (.r  —  a)(^ j.  .  .(.r  —  I  -^  «) 

X  \{a—b)I.T—   M  .  .  .  (  X  —  I  -i-  Z>  )     

Cela  posé,  je  considère  le  polynôme  du  sixième  degré 

/(;r )  =  (^2 _  ^  _x- 1  )3  _  A ( jc-:!  —  ^)2, 

obtenu  en  faisant/;  =  o,  ^  =:  o,  «  =  i  dans  (3). 
Il  est  facile  de  voii-  que 


et 

/(i-.r)=/(^), 


'(S) 


ce  c[ui  prouve,  comme  pour  F(x),  que  les  six  racines  de 
J\x)  =  o  sont  de  la  forme  (4),  et  par  suite  que 

f{x)  =  (x^-  —  x-h  ïy—A(x^  —  x)^ 


X  (■^  — y^::;-^)(^  — 1-^«)- 


D'ailleurs,  a  étant  connu,  on  calcule  la  valeur  de  A 
correspondante  en  donnant,  dans  cette  identité,  à  .r  une 
valeur  particulière. 

Il  en  résulte  enfin  que  F(:ï')  est  de  la  forme 


Ci) 


Ao[(x'^—x-^iy-  A(.r2  — ^)sj 

X  [(.r2  — ^  H-  i)^—  H(t2  _  j^yy 


(  '6.   ) 
OU,  en  cfl'ccLuanL  le  produit, 


(G) 


Supposons  maintenant  (jue  deux  des  valeurs  (4)  re- 
latives à  une  racine  (i  de  F(.r)  =  o  soient  égales;  les 
autres  sont  aussi  égales  deux  à  deux  ou  trois  à  trois,  ou 
à  l'un  des  trois  groupes  suivants  de  valeurs  particulières 
des  six  expressions  (4)  {^)  - 
,r  [  (<lcux  (les  quatre  ('léments 

f  I  )  I  I  O  -X  X  o  {    ^  V  , 

(  coïncident). 

(II)       — I      —  I  '2  -  -  À  (division  harmonique  ). 

■2  2  * 


ni)     —oc     ~0L^     —a 


(division  équianliarmo- 
nique). 


a  et  a-  désignent  les  racines  cubiques  imaginaires  de 
l'unité. 

Considérons  alors  les  polynômes 

o{x)  ^^  {x  —  I  ) ,r  E=  ^2  —  ^^ 
'^{x)^{x  -^-\)(x  —  rf.'jiix  —  1)^2^^ —  "ix- —  3^7  -i- 2, 

y^{x)  ^^  {x  -\-  a){x  -^  1'}^  X-  —  ^H-i, 

qui  ont  pour  racines  les  nombres  (I),  (JI)  ou  (  III)  \  on  a 

/  cp(i  — £r>=       o{x), 
r  \  _       cp(a7) 


^   ^  X  '  x-^ 


<\/{i  —  .r)  =  —  ^(-2^)? 


X  /  x^ 


■/(!  — .r)=       /(jr), 
1  \  _        7(3") 


7. , ,. 


(')  Voir  Gleuscii,  Leçons  sur  la  Géométrie,  t.  I,  p.  49  et  90  de  ki 
traduction  française. 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  Vlïl  (  \vril  1S89).  i  i 


(  '62  ) 

Supposons  (jue  r^'Cjuatiou  F(.r)  ==:  o  admette  coinine 
racine  l'une  des  quantités  du  groupe  (II),  par  exemple-, 
elle  admet  autant  de  fois  les  autres. 

En  eil'et,  (;lle  les  admet  au  moins  une  fois  ;  donc  F(jc) 
est  divisible  par  '^(r).  Si  alors  le  quotient 

admet  encore  cette  lacine,  les  relations  (i),  (2)  et  (y) 
montrent  qu'il  admet  encore  les  autres  et  (ju'on  peut, 
par  conséquent,  le  diviser  par  'i^(x),  . . .  ^  on  montie 
de  même  que  F(x)  [)eiit  contenir  en  facteur  une  puis- 
sance de  z>(x)  ou  de  -/[x).  De  plus,  ces  puissances 
sont  paires  pour  C5(x)  et  ^(x)  ;  car,  si  l'on  change  x  en 

—  ■,  o(x)  seul  change  de  signe,  ^(x)  et  '/{x)  ne  chan- 
gent pas.  Si  l'on  change  x  en  i  —  x\  "^{jo)  seul  change 
de  signe. 

En  résumé,  le  polynôme  F(.r)  le  plus  général  est 

V{x)  =  (>-2—  xy-Pix'^—  X  +  i)'7('2:r3—  3  j^2_  3  j.  _|_  2)2/- 

(8)    {  X   [Ao(a72—  X-4-l)3« 

+  Al (x2  —  ^  H- i  )3(«-i) (:r2  —  ir)2H- ...-}- A„ (j"2_  j^)2// ]. 

Cette  forme  me  paraît  préférable  à  la  forme  (3)  de 
l'énoncé,  car  s'il  est  vrai  que  le  facteur 

{2x^—3x^'-3x^-iy-'' 


rentre  dans  le  polynôme  qui  le  suit,  pour  des  valeurs 
particulièies  données  aux  constantes  Ao,  A,, .  . . ,  le  fac- 
teur [x- —  x)-^  y  rentre  aussi  bien,  si  l'on  fait 

Ao    =    Al     =...=:    A  y;_l     =:    O. 

11  n'est  donc  pas  logique  de  mettre  en  ('videnct;  l'un  de 
ces  facteurs  plutôt  i\ui'  raulic. 


I 


(   't*-5  ) 
Du  reste,  pour  montrer  quv,  le  facteur 

(  1 T^  —  3 ^2  —  :5 ./■  -H  •?.  )'^i 

icnlrc  dans  le  polynôme  suivant,  exprimons  (pic  /(x) 
s'annule  pour  .?  == —  \  (l'une  (I<'s  racines  du  çjronpe  II), 
nous  obtenons  ainsi 

On  vérifie  d'ailleurs  que 


(q)      {x'^—  X  4-  i)^—  -/-  (3^2  _  ;r)2  ^  -  ('•^..r3—  3a^2__  3;^  ^_  2)2. 

4  4 

On  voit  ([u'il  suffirait,  dans  la  forme  (5),  deprendic;  / 


quantités  A,  B,   ...   égales  à 


•/ 


4 


2.  yJ  ut  les  formes  de  F(.r).  —  iMais  cette  identité  va 
nous  fournir  deux  autres  formes  de  F(x).  Si  l'on  en 
tire  soit  (.r- — .r)-,  soit  {x^  —  ,r-f-i)''  et  (pi'on  porte 
dans  (8),  il  vient 

/■  ¥{x)  =  (x-^—xy-f'(x'^  —  x^  i)'/{2x^—3x^~3x^  2)-'' 

(10)  )  X  [Bo(a:'-— ^  +  1)^" 

(  +Bi(ip2_j._^  i)-^^"~*'(2.r3  — 3.r2  — 3.r-+-2)2H 

ou 

■F{x)  =  {x"^—  xY-P ( x^'  —  X  -\-  j)^ (ix^  —  3x^—  3x-\-  iY-r 

(11)  {  x[Co(ix^~3x^-—3x-^iy-'^ 

Remarque:  —  Cette  dernièie  forme  permet  de  ré- 
soudre algébriquement  une  équation  F(x)=:o  satisfai- 
sant aux  conditions  (i)  et  (2)  lorsque,  débarrassée  des 
racines  (1),  (11),  (Hl)?  si  elle  en  a,  son  degré  ne  sur- 
passe pas  i/\. 


(   -64  ) 
Posons  dans  le  polynôme  entre  crochets 

on  a  une  équation  en  y  du  quatrième  degré  au  plus,  et 
qu'on  sait  par  conséquent  résoudre  algébriquement.  Soit 
')=/.  l'une  de  ses  racines,  il  faut  alors  résoudre  l'équa- 
tion du  sixième  degré 

^-(x)  —  1o^(t)  =  o. 

Elle  se  décompose  en  deux  autres 

(12)  ri^(x)  —  s/lo{T)=0, 

(i3)  Cfi{x)-{-)/ï  o(x)  =  o. 

qui  sont  du  troisième  degré,  x  étant  racine  de  1  une  de 

ces  équations,  les  relations  (-)  montrent  que  -  et  i  — x 

sont  racines  de  l'autre. 

L'équation  (12)  aura  donc  pour  racines 

I  I 

rt ,     I j 


a        I  —  a 


par  exemple,  et  alors  (i3)  admettra 


I  a 

—  ,      5      I  — a. 

a       a  —  I 


On  sait  d'une  manière  générale  qu'il  existe  deux 
iransformalioiis  homograpliiques  qui  permutent  circu- 
lairement  les  racines  dune  équation  du  troisième  degré  ^ 
ces  deux  transformations  sont  ici,  pour  (12)  comme 
pour  (i3), 


X  I  —  r 


(  t65  ) 


SIR  LES  APPRO\niATIO\S  NOIÉHKJLES; 

Par  m.  GUYOU, 

Examinateur  d'admission  à  l'École  Navale. 


I.  —  Classification  des  erreurs;  objet  et  division 
DU  problème  des  approximations  numériques^  for- 
mule générale  des  erreurs. 

L'introduction  du  problème  des  approxiinalious  nu- 
mériques dans  les  programmes  d'Arithmétique,  très  jus- 
tifiée quand  il  s'agit  d'élèves  ne  devant  pas  dépasser  les 
notions  les  plus  élémentaires,  me  parait  constituer  une 
surcharge  inutile  pour  ceux  qui  ont  acquis  les  premières 
notions  sur  les  dérivées^  il  y  aurait,  je  crois,  avantage, 
pour  ces  derniers,  à  restituer  à  la  (juestion  sa  véritable 
place,  en  Algèbre,  où  elle  pourrait  être  traitée  plus  sim- 
plement et  constituerait  une  sorte  d'inlroduclion  à  la 
théorie  générale  des  erreurs. 

L'ensemble  du  sujet  pourrait  être  exposé  ainsi  qu'il 
suit;  je  considère  le  cas  où  les  calculs  doivent  être  ellec- 
tués  sans  Tables. 

Classification  des  erreur  s  du  résultat  d' une  formule 
numérique.  —  Le  plus  généralement,  les  formules  nu- 
mériques contiennent  des  nombres  obtenus  par  des  me- 
sures directes  ;  ces  nombres  sont  toujours  atl'ectés  d'er- 
reurs dues  à  l'imperfection  des  instruments  et  des 
procédés  de  mesure;  de  sorte  que  ces  formules,  au  lieu 
de  représenter  la  valeur  exacte  du  nombre  cherché, 
n'en  représentent  qu'une  valeur  ailéclée  d'une  certaine 
erreur  que  nous  appellerons  erieur  pjowenant  des  don- 
nées. 


(   -66  ) 

Eli  outre,  lorsque  l'on  elïectuera  les  opérations  indi- 
quées dans  la  formule  donnée,  on  commettra  en  général 
une  seconde  erreur,  que  nous  appellerons  erreur  de 
calcul. 

V erreur  totale  du  résultat  sera  égale  à  la  somme  algé- 
biique  de  ces  deux  erieurs  partielles;  si  l'on  désigne  en 
effet  par  N  la  valeur  exacte  du  nombre  cherclié,  par  jN' 
la  valeur  exacte  du  nombre  représenté  par  l'expression 
numéiique  dans  laquelle  on  a  introduit  les  nombres 
obtenus  par  des  m(;sures  directes,  et  enfin  par  ^"  la 
valeur  approchée  de  ]\'  obtenue  par  le  calcul,  on  a,  en 
grandeur  et  en  signe  : 

Erreur  provenant  des  donnée? N' —  N 

Erreur  de  calcul N"—  IN' 

Erreur  totale ^" —  N 

et  enfin 

N"— N  :=(N"— ^')-^(N'— i\). 

IjCS  erreurs  commises  sur  les  données  sont  toujours 
inconnues  en  grandeur  et  en  sens,  mais  on  peut  tou- 
jours assigner  à  la  valeur  absolue  de  chacune  d'elles 
une  limite  supérieure,  et,  de  ces  limites  supérieures,  on 
peutdéduire une  limite  supérieure  de  l'erreur  provenant 
des  données  (N'  —  N)  ;  c'est-à-dire  une  limite  que  jN' —  N 
peut  atteindre,  mais  qu'elle  ne  peut  dépasser. 

L'erreur  de  calcul  jN'^ —  N',  qui  s'ajoute  à  celle-ci,  peut 
être  rendue  aussi  |>etite  que  l'on  voudra;  mais,  lors  même 
(pi'elle  serait  nulle,  on  ne  pourra  pas  compter  au  résultat 
final  sur  une  approximation  plus  grande  que  la  limite 
suj)érieure  di;  l'autre  erreur. 

Pai*  consé(|uent,  la  limite  supérieure  de  l'erreur  pro- 
venant des  données  représente  l'approximation  la  plus 
i;rande  sur  ^Kpicllc  on  puisse  conipliM'  au  rt'sullal   linal. 


\ 


,  (  '"7  ) 
Ohjei  r.t  division  du  prohli'.iiin  des  app/oxiinafio/is 
numériques.  —  Désignons  pary^(<7,/»,  c,  .  •  •)  une  for- 
mule numérique  dans  laquelle  «,  b^  c  r(;piéseiiteiit  les 
valeurs  exactes  de  certains  nombres  que  l'on  obtient 
par  des   mesures  directes,  et  soit  N  la  vabîur  exacte  de 

cette  formule  : 

N=f(a,lj,  c,  ...); 

soient  a',  h',  c\  .  .  .  les  valeurs  approcbécs  obtenues 
pour  les  nombres  a,  Z>,  c,  .... 

Le  problème  des  approximations  numériques  consiste 
à  calcultîr  la  valeur  de  N  à  une  approximation  donnée, 
connaissant  a\  h\  c',  ...  et  les  limites  su])érieures  des 
erreurs  commises  sur  ces  nombres. 

Il  est  clair  que  le  problètn(î  ne  sera  possible  qui;  si 
l'erreur  provenant  des  données  ne  peut  pas  atteindre 
l'approximation  demandée  :  il  conviendra  donc  tout 
d'abord  de  déterminer  la  limite  supérieure  de  cette  er- 
reur. Il  faudra  ensuite  calculer  l'expression 

N'=/(a',  6',  c,  ...) 

avec  une  approximation  telle  que  la  somme  de  l'erreur 
de  calcul  et  de  la  limite  supérieure  précédemment  ob- 
tenue soit  au  plus  égale  à  l'approximation  demandée. 

On  est  ainsi  conduit  à  diviser  le  problème  en  deux 
parties  : 

i^  Déterminer  une  limite  supérieure  àv.  l'erreur  pro- 
venant des  données-, 

2"  Calculer  avec  une  approximation  donnée  une  for- 
mule numérique  donnée. 

Il  est  clair  que,  lorsque  les  nombres  contenus  dans  la 
formule  seront  tous  connus  exac  tement,  ou,  du  moins, 
seront  susceptibles  d'être  exprimés  avec  une  approxi- 
mation indéfinie,  la  deuxième  partie  du  problème  subsis- 
tera seule. 


{   -68  ) 

La  solution  de  ces  deux  problèmes  est  fournie  par 
l'application  de  la  formule  générale  que  nous  allons 
établir. 

ForinLile  générale  des  erreurs.  —  'So\l  f{x^  y^  z) 
une  fonction  de  trois  variables  indépendantes^  désignons 
par  0/ l'accroissement  que  prend  celte  fonction  lorsque, 
après  avoir  donné  aux  variables  les  valeurs  a,  h^  c,  on 
leur  donne  les  valeurs  «-f-oa,  b  -+-  0^,  c  -+-  oc;  on  aura 

of  =  f(a  -+-  oa,  b-hob,  c-i-oc) — fia,  b,  c), 

que  l'on  peut  écrire  identiquement 

0/'  =  /{a  -h  oa,  h  -h  oO,  c  ^-  oc)  —  f(a,b-^  oh,  c  -h  oc) 
-+-f(a,  b  4-  06,  c  -^oc)  —  /(«,  b.  c  -4-  oc) 
-^fia,  b,c-\-  oc)— /{a,  b,  c). 

Ap[)li([uant  à  cliacune  de  ces  diiîérences  la  formule  des 
accroissements  finis,  on  obtient 

of  =  ^afâ(a  -{-()  oa,  b-i-ob,  c-{-oc) 
-4-  obf/',{a,  6-1-0'  ob,  c  -+-  oc) 
H-8c/^.(a,  ^»,  c  +  0"8c). 

Désignons  d'une  manière  générale  par  a',  a'\  (é" ^  //, 
h'\  h"' ^  c' ,  c'\  c''  des  nombres  compris  entre  «  et  <7  -f-  Srt, 
b  et  h  H-  o/>,  c  et  c  -f-  oc,  ou  égaux  à  ces  limites  elles- 
mêmes,  on  pourra  écrire  plus  simplement 

\f=  o«/«(«',  h\  c')+  obfUa\  b",  c")-^ocf'(a",  b'\  c"' ). 

Cette  formule  donne  une  expression  de  l'erreur  que 
l'on  commet  lorsque,  dans  une  formule  numérique 

fia,  b,  c), 

on  lemplace  les  nombres  exacts  (i,  L^  c  par  les  valeurs 
approcliées  a  -\-  ô«,  h  -f-  oZ>,  c  -+-  oc  ;  et  il  est  clair  qu'elle 
(îst  applicable  à  un  nombre  quelconque  de  valeurs  ap- 
procliées rt,  /^,  c,  .... 


(  '«I»  ) 

Les  nombres  a\  h\c  ^  a" ^  //,  .  .  .  qu'il  faut  iiiLioduire 
dans  les  dérivées  partielles  /^,/^,  y^,  .  .  .,  pour  obtenir 
les  facteurs  des  erreurs  Za,  oZ>,  oc,  sont  iiieouiius,  mais, 
en  prenant  pour  e(;s  nombres  leurs  valeurs  maxima  ou 
leurs  valeuis  njinima,  de  manière  à  donner  à  ces  facteui-s 
les  ])lus  grandes  valeurs  qu'ils  puissent  [)r(.'n(lre,  on 
pourra  déduire  de  cette  formule  une  limite  supérieure 
de  leireur  o/. 

liemaïque.  —  Il  n'est  pas  inutile  de  faire  remarquer 
ici  que  les  erreurs  oa,  BZ>,  oc,  .  .  .  étant  eu  général  très 
petites,  les  valeurs  des  dérivées  y^,/^,  .  .  .  varient  très 
peu  lorsque  l'on  fait  varier  les  nombres  d ^  h\  d ^  ... 
entre  leurs  limites  extrêmes  ;  par  consétpient,  cette  for- 
mule permet  d'obtenir  non  seulement  une  limite  supé- 
rieure de  l'erreur  Sy,  mais  encore  une  limite  très  voisine 
de  la  valeur  de  l'erreur  elle-même. 

II.  —  Premiè:re   partie  nu   probliime   des 

APPROXIMATIONS    JXUMÉRIQUES. 

Soit  proposé  de  calculer  l'erreur  provenant  des  don- 
nées <7,  Z?,  c,  .  .  .,  sur  le  résultat  d'une  formule  numé- 
rique 

f{a,b,  c,  .  ..) 

dans  laquelle  les  nombres  a,  Z>,  c  sont  connus  à  zt  \(i^ 
itz  AZ>,  dz  Ac  près. 

On  a,  en  désignant  par  o/",  oa.  ob^  .  .  .  les  valeuis 
exactes  des  erreurs  en  grandeur  et  en  signe 

of=  oafJ^{a',  b' ,  c',  .  .  .) 

+  obfl, (  a\  b",  c",  .  .  .  )  +  3c./;'  (  «'",  b"\  c'\  . .  .  )  -F  .  .  . . 

Désignons  par  <7,,  /^,,  r,  K^s  valeurs  approcliées  con- 
nues de  a,  h,  c. 


(  ':<>  ) 

Les  sens  et  les  grandeurs  des  cireurs  o<^/,  o^,  ôc,  .  .  . 
sont  ineoDiius,  mais  leurs  valeurs  absolues  sont  plus 
petites  (jue  Ar/,  AZ>,  Ac,  .  .  .•  les  nombres  a\  h\  c' com- 
pris enlie  a  et  rz,,  h  et  Z>,,  c  et  C)  sont  <7/c»/7io/7*eoni[)i'is 

entre 

rtj  -h  A<2     et     «1  —  Ao. 

b^-^  \b      ot      hy  — \b. 
Cl  -f-  Ac      et      Cl  —  Ac; 

si,  par  consé([ucnt,  dans  les  dérivées  partielles,  on  rem- 
place le  nombre  a  [)artout  où  il  se  trouve,  soit  par 
a^  -h  \(i,  soit  par  r/,  —  A<7,  d(;  manière  à  forcer  la  valeur 
de  cette  dérivée,  et  que  l'on  agisse  d(;  même  pour  les 
nombres  ^,  c,  .  .  . ,  on  obtiendra  des  valeurs  supérieures 
A  celles  que  pourront  prendre  les  facteurs  des  erreurs 
des  données. 

On  obtiendra  donc  une  limite  supérieure  de  l'erreur 
of  Cil  multipliant  ces  limites  supérieures  des  dérivées 
partielles  respectivement  par  A<7,  A^,  At,  .  .  . ,  et  en 
faisant  la  somme  des  valeurs  absolues  des  produits. 

Remarque.  —  Pour  montrer  par  un  exemple  com- 
ment on  peut  obtenir  des  limites  supérieures  des  valeurs 
des  dérivées,  supposons  que  Ton  ait 

.,  _  ac 

J  <■' 


\J  a  —  b  -k-  h 

les  valeurs  a[)pr()eliées  connues  «'a,  ,/>,,  r,  el  les  valeui's 
exactes  r/,  h,  c  sont  comprises  entre 

((  \  —  \a  cl  <i  \  —  \<i . 
/>,—  A/v  c\  bi  -n  A/>. 
c,  —  Ar     cl      Tj  ~-  Ar. 

Pour  obtenir  la  valeur  (îxaete  dueoellieient  de  o<',  il  fau- 
drait remplacer  c/,  /O,  c  [)ar  des  valeurs  (i\  b' ^  c  com- 
prises   cuire  (i  el    (i\.    h  cl  l>\.  c  cl  c,  on  égales  à  ces  li- 
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mites;  en  rcMnplaçaiit  a  an  miiTKMalcnr  p.ir  r/,  +  Arr,  cl 
au  déiioininaleur  par  <7,  —  Acz,,  nous  an^rncnilcrons  1(; 
numérateur  (3t  nous  diminuerons  le  dénominateur;  nous 
forcerons  donc  la  valeur  de  l'expression.  Aous  obtien- 
drons le  même  résultat  en  remplaçant  au  nunu*rateur  <? 
par  c^  -f-  Ac,  et  enfin  en  rcîmplaeant  au  dénominateur  Z» 
par  ^,  -h  AZ>  sous  le  radical  et  par  Z>,  —  AZ>  en  dehors;  on 
aura  ainsi  évidemment 


v/(a,  — Aa)  — (/?i  +  A6)-h(6,  — A6) 

On  peut  donc  formuler  la  règle  suivante  : 

Pour  obtenir  une  l'miile  supérieure  de  l'erreur  pro- 
venant de  données  incertaines,  on  rentj)/acern  dans  la 
formule  numérique  ces  données  par  des  lettres  a^  h, 
c,  ...  ;  on  ])rendra  les  dérivées  partielles  de  V expres- 
sion ainsi  obtenue  par  rajyport  à  chacune  d\dles  ;  on 
remplacera  dans  ces  dérivées  les  lettres  a,  />,  c,  .  .  . 
par  des  valeurs  limites  par  excès  ou  pa/'  défaut  des 
nombres  qu^ elles  représentent^  de  manière  à  forcer  leurs 
valeurs  ;  on  multipliera  les  résultats  obtenus  respecti- 
vement par  les  limites  des  approximations  A*?,  \b^ 
Ac,  .  .  .  ^  et  Von  fera  la  somme  des  valeurs  absolues 
des  produits. 

Exemple  I.  —  Dans  la  formule  numérique 


/  'î  \i 


^  ^  (0,11771-+-  1,43) 

les  nombres  o,  i  17  (;l  1,4^5  obtenus  par  mesures  directes, 
sont  connus  à  un(i  unité  près  de  l'ordie  de  leur  dernier 
chiffre^  on  demande  une  limite  supérieure  de  l'erreur 
qui  peut  affecter  le  résultat  N. 
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Ensuivant  textuellement  la  règle,  nous  avons 

f{a,b)=     ,-—-^ 
V"2v/3  -i-  5 

'ir,{a--^  h)  •)Act~  ^  b) 

Remplaçons  aux  numérateurs  a  et  h  par  des  valenrs 
par  excès  o,  1 18  et  i  ,/î4,  il  vient 

277(0,1187:  -}-  1 ,44)                  9.(0.  iiStt  -+- 1 ,44) 
Ja  ^  ,  '       y/>  < ,  — 

En  multipliant  ces  nombres  par  0,001  et  par  0,01  el 
en  faisant  la  somme,  nous  obtiendrons  non  seulement 
une  limite  supérieure  de  l'erreur,  mais  encore  une  li- 
mite très  voisine  de  celle  qui  peut  être  atteinte,  puisque 
Art  et  AÂ  peuvent  atteindre  0,001  et  0,015  mais  dans 
l'application  on  n'a  pas  intérêt  à  connailre  une  valeur 
anssi  précise,  et  l'on  évalue  en  nombres  ronds  les  va- 
leurs des  facteurs  des  erreurs,  en  ayant  soin  toutefois  de 
toujours  arrondir  les  nombres  de  manière  à  forcer  les 
valeurs  de  ces  facteurs;  ainsi  au  numérateur  nous  rem- 
placerons 71  par  4î  ^^  dénominateur  \J S  par  1  et  y  7 
par  '1  \  on  aura  ainsi 

8(0,472 -^-1 ,44)   ^  Q 

Ja  < «• 

On  a  donc  finalement 

oN  <  8  X  0,001  +  2  X  o,or         (Ml         oN<o,o>S. 

fieman/ue.  —  11  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  lors 
même  ([uc  les  dérivées  eussent  été  néi^alives,  il  aurait 
fallu  faire  la  somme  des  produits. 
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Exemple  II.  —  Dans  un  triangle  ABC  rectangle  en  A, 
on  a  obtenu  par  mesures  directes 


c=  12'", 5  à  z!zo,i   près, 


C  =  27.°        à   ±  .\o' 


[)rcs. 


On  deman(1(i  une  liniile  supérieure  de   l'erreur   qui 
peut  atrectei*  le  côté  h  calculé  avec  C(;s  cléments. 

On  a 

b  =  c  cotC  =f{c,  G), 

—  c 


/^<cof2i"3o',        /c< 


sin2G 
et,  par  suite, 

19,6 


sin-2i"3o' 


On  trouve,  à  l'aide  d'une  Table  des  valeurs  naturelles 
des  lignes  Irigonométriques, 

/^<9,6,  /(;<T2,()  X  (2, 7)2  <  117; 

il  reste  à  multiplier  par  Ac  et  AG.  On  ne  doit  pas  perdre 
de  vue  ici  que  les  expressions  usuelles  des  dérivées  des 
lignes  Irigonométriques  ont  été  obtenues  en  supposant 
l'accroissement  de  l'arc  exprimé  en  fonction  du  rayon  ; 
on  devra  donc  exprimer  AG  de  cette  manière  :  on  aura 
ainsi 

Ac  =  o,,,         AG=^; 

il  viendra  donc  enfin,  en  faisant  les  produits  et  ajoutant 
les  valeurs  absolues, 

0^  <  2,()  X  0,1+     „„       ? 

00  <  0,26  H-  -TTr-TT, 
OOO 

Bb  <  0,26  4-  I  OU  <l'",3l. 


(  --i  ) 

Remarfiiic.  —  La  foririiile  que  nous  avons  considérée 
ici  no  peul  pas  être  calculée  aiilliniéliquement,  mais, 
cctlc  première  partie  du  pioldcnie  des  approximations 
étant  indépendante  du  procédé  de  calcul,  la  même  mé- 
thode convient  à  tous  les  cas. 


Iir.  —  Deuxième  partie   nu    piiOBLt:ME 

DES    APPROXIMATIONS. 

ActuclleuKMit,  sans  nous  préoccuper  de  l'origine  ni 
de  Texactitude  des  nombres  donnés,  nous  avons  h.  cal- 
culer à  une  approximation  donnée  le  résultat  d'une  for- 
nmle  numérique  donnée. 

Résultat  complet  dUirw  formule  ou  d'une  opération 
arithmélicpie.  —  jNous  appellerons  résultat  complet 
d'une  formule  numérique  complexe  ou  d'une  opération 
arithmétique  simple  la  valeur  exacte  de  cette  formule 
ou  du  résultat  de  l'opération;  ce  résultat  ne  peut  être 
exprimé  le  plus  souvent  qu'à  l'aide  tl'un  nombre  indé- 
fini de  décimales  ou  du  moins  à  Taide  d'un  nombre  de 
décimales  supéiieurà  celui  dont  on  a  besoin. 

Ordre  du  dernier  chiffre  à  conserver  dans  le  résultat 
appi'oclié d' une  formule  numéri(/iie.  —  11  ne  suHit  pas, 
pour  résoudre  le  problème  que  nous  avons  en  vue,  de 
calculer  un  nombre  dillérant  du  résultat  complet  de 
la  formule  d'une  erreur  moindre  cju'une  quantité  don- 
né(î,  il  faut  encore  que  ce  résultat  soit  exprimé  avec  le 
plus  petit  nombre  possible  de  chillres;  or,  quel  que  soit 
bidegréde  précision  avec  le(juel  on  efléctuera  les  calculs, 
le  résultat  complet  de.  la  dernière  opération  dillérera 
toujours  du  résultat  complet  de  la  l'ormule  elle-même 
d'une  petite  cpiaiitilé,  (;t,  si  l'on  sup[)rime  les  chilîres  à 
paiiir  (Tiin   r<'ilain   ordre,    même  en   lorcant   le  dernier 
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cliiirrc  conservé,  on  ajoutera  à  celU;  eireui"  luw.  nouvelle 
erreur  qui  pourra  atteiiulie  5  unités  de  l'oidi-e  du  pre- 
mier chi(ïre  supprimé;  la  nouvelle  erreur  pouria,  il  (;st 
vrai,  être  moindre,  mais,  comme  le  nombre  clicrclié  (;st 
inconnu,  on  ne  peut  pas  afïirm(;r  a  priori  (juclle  s(îra 
moindre  que  5  unités  de  l'ordre  i\n  premiei-  cliifïVcî  sn[)- 
primé. 

Supposons  que  l'on  demande  le  résultat  à  //  unités  de 
l'ordre  a,  n  étant  au  moins  égal  à  un  •.  si  n  est  plus 
grand  que  5,  soit  7  par  exemple,  on  pourra  exprimer  le 
résultat  en  unités  de  l'ordre  qui  [)récède  a  :  il  suffira  en 
effet  de  conduire  les  opérations  de  manière  cjU(;  le  ré- 
sultat conq)let  de  la  dernière,  celle  qui  donne  le;  résultat 
iinal,  soit  eironé  de  moins  de  deux  unités  en  plus  ou  en 
moins  de  l'ordre  a,  car,  en  supprimant  les  chiffres  de 
l'ordre  a  4-1  et  en  forçant  au  besoin  le  dernier  chiffre 
conservé,  on  ajoutera  à  cette  erreur  une  erreui"  moindre 
que  5  :  le  résultat  conservé  sera  donc  erroné  de  moins  de 
^  unités  en  plus  ou  en  moins.  iMais  si  //  est  [)lus  petit 
que  5,  on  ne  pourra  pas  faire  cette  suppression;  pour 
n'avoir  qu'une  seule  règle  convenant  à  tous  les  cas,  nous 
conviendrons  que,  lorsque  l'on  demandera  le  résultat 
d'une  formule  numérique  à  moins  de  n  unités  (/^  ^  i)  de 
l'ordre  a,  nous  devrons  exprimer  ce  résultat  en  unités  de 
cet  ordre. 

Ainsi  un  résultat  demandé  à  moins  de  ±  o,oo352, 
c'est-à-dire  de  zh  3'"'",  52,  devra  être  exprimé  c;n  mil- 
lièmes; en  d'autres  ternies,  Voidre  du  dciiiier  chiljrct 
conservé  devra  éLre  cehd  du  premier  chiJJ re  sigiiiji- 
catif  à  droite  du  nombre  qui  exprime  l' approxnnu- 
tion. 

Des  formules  numériques  simples.  —  Nous  appelle- 
rons yô/v/ia/e  numéricfue  simple  une  formule  numérique 
dont  le  résidtat  peut  s'obtenir  par  une  seule  opération 
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arillimclicjuc  ;  ainsi  les  formules 

v/3, 58932,      "^^^j      o,854-^o/,3o7-^  7,3^5 

'2  ^  ,412 

sont  des  formules  numériques  simples. 

Mais  une  formule  telle  que  (6,4^y  n'est  pas  une  for- 
mule simple,  ear  le  résultat  ne  peut  être  obtcrnu  que  par 
deux  multiplications. 

Lorsque  l'on  aura  à  calculer  la  valeur  d'une  expres- 
sion de  ce  genre  à  une  approximation  donnée,  on  sera 
en  général  conduit  à  remplacer  les  valeurs  exactes  des 
nombres  qui  entrent  dans  l'expression  donnée  par  des 
valeurs  approchées  plus  simples^  si  l'approximation  du 
résultat  complet  de  la  nouvelle  expression  est  de  ± /J> 
unités  de  l'ordre  a  et  que  l'on  supprime  les  chiffres  de 
l'oi'dre  a -|- 1  en  forçant  au  besoin  le  dernier  chiffre 
conservé,  on  commettra  une  nouvelle  erreur  plus  petite 
que  zi=  5  unités  de  l'ordre  a  -(-  i ,  ou  ii=^  unité  de  l'ordre  a  : 
le  résultat  conservé  sera  donc  approché  à  moins  de 
±(/?-|-i)  unités  de  l'ordre  a.  On  est  donc  conduit  à  la 
règle  suivante,  applicable  à  tous  les  cas  : 

Si  l'on  veut  obtenir  le  résultat  d'une  opération 
simple  à  moins  de  îi  unités  de  Vordie  oi.{u^\)^  on 
pourra  substituer  aux  nombres  à  opérer  des  nombres 
tels  que  la  somme  des  influences  des  erreurs  sur  le  ré- 
sultat complet  soit  plus  petite  que  (n  — ^)  unités  de 
l'ordre  (x\  on  effectuera  ensuite  l'opération  sur  ces 
nombres  plus  simples  et  Von  supprimera  au  résultat 
tous  les  chiffres  qui  suivent  celui  qui  exprime  des  unités 
de  l'ordre  a,  en  forçant  ce  dernier  d'une  unité  si  le 
premier  chiffre  supprimé  est  plus  grafid  que  5  ou  égal 


à  5. 


I 


Bemarque.   —  Lorsque   les   nombres   à   opérer  sont 
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donnés  directement,  au  lieu  d'être  les  résultats  d'opéra- 
tions antérieures,  on  disposera  du  sens  des  erreurs  qui 
seront  commises  sur  ces  nombres  lorsqu'on  les  rempla- 
cera  par  des    nombres    plus  simples  :  on  pourra  ainsi 
prendre  ces  erreurs  dans  un  sens  tel  que  l'erreur  sur  le 
résultat  complet  soit  dans  un  sens  connu  -,  supposons  que 
ce  soit  par  excès  :  alors  le  résultat  complet  sera  approché 
par  excès  à  moins  de  n  unités  de  l'ordre  a^  si  l'on  sup- 
prime à  ce  résultat  tous   les  chifï'res  qui  suivent  celui 
d'ordre    a,    on    commettra   une    erreur    par    défaut   z 
moindre  qu'une  unité  de  cet  ordre;  par  conséquent,  le 
résultat  simplifié  sera  approché  à  moins  de  n  unités  de 
l'ordre  a  par  excès,  et  à  moins  de  £  par  défaut;  s  étant 
plus  petit  que  i  et  par  suite  que  w,  le  résultat  sera  encore 
approché  à  moins  de  n  unités  d'ordre  a,  mais  on  ne  con- 
naîtra plus  le  sens  de  l'approximation. 

On  pourrait  donc,  dans  ce  cas,  se  borner  à  prendre 
les  nombres  à  opérer  avec  une  approximation  telle  que 
l'erreur  sur  le  résultat  complet  soit  plus  petite  que 
n  unités  de  l'ordre  a  au  lieu  de  n  —  |,  comme  dans  le 
cas  précédent;  mais  l'avantage  obtenu  ainsi  est  si  faible, 
lorsqu'il  existe,  qu'il  est  préférable  de  s'en  tenir  à  la 
règle  précédente,  qui  convient  à  tous  les  cas. 

Calcul  des  formules  numériques  simples.  —  Une  for- 
mule numérique  simple  j)eut  contenir  un  nombre  seu- 
lement, c'est  le  cas  des  carrés,  des  racines  carrées  et  des 
racines  cubiques,  ou  deux  nombres,  comme  la  multipli- 
cation, la  division,  la  soustraction,  ou  enfin  plusieurs 
nombres,  comme  l'addition. 

Pour  calculera  moins  de  n  unités  de  l'ordre  a,  [n^  i), 
la  valeur  d'une  formule  numérique  simple,  on  commen- 
cera par   remplacer   par   des   lettres   A,   B,  C,    ...    les 
nombres   que   l'on   supposera    susceptibles   d'être   sim- 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VIII.  (Avril  1889.)  I2 
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plifîés,  on  appliquera  ensuite,  à  l'expression  obtenue,  la 
formule  générale  des  erreurs. 

On  obtiendra  ainsi  une  expression  de  la  forme 

o/z=  M  ?jA  -^  N  oB  ^  P  oG-f^. . .. 

On  déterminera,  comme  on  va  le  voir,  les  valeurs  limites 
à  donner  à  oA,  oB,  oC,  . .  .  pour  que  o/"  soit  plus  petit 
que  71 — -^^  imités  de  l'ordre  a;  on  prendra  ensuite  les 
nombres  A,,  B,,  Ci,  ...  avec  les  approximations  ainsi 
déterminées  ;  on  effectuera  l'opération  avec  ces  nombres, 
et  l'on  supprimera  les  cliiffres  qui  suivent  celui  c[ui  ex- 
prime des  unités  de  l'ordre  a,  en  forçant  ce  chiffre  ou  en 
le  conservant,  suivant  la  valeur  du  premier  chiffre  sup- 
primé. 

Dans  le  cas  de  l'addition  et  de  la  soustraction,  la  for- 
mule des  erreurs  est  de  la  forme 

S  -=  A  -  B  ^  G,         . . . ,         oS  -3  0 A  _:-  8B  ^  oG, 
D=:A-B,  ...,         oD  =  oA— oB; 

dans  les  autres  cas,  les  facteurs  M,  N,  P  dépendent  en 
général  des  nombres  à  opérer,  et  ces  nombres  doivent  y 
être  remplacés  par  des  valeurs  comprises  entre  les  va- 
leurs exactes  et  les  valeurs  approchées-  ces  dernières  ne 
sont  pas  connues;  il  en  est  de  même  des  premières 
lorsque  les  nombres  doivent  être  déterminés  par  des 
opérations  antérieures  ^  mais,  d'une  manière  générale, 
on  peut  toujours  prendre  d(*ux  valeurs  assez  écartées 
l'une  de  l'autre  pour  être  certain  a  /;/7"o/7  qu'elles  com- 
j)iennent  la  valeur  exacte  et  la  valeur  approchée.  On 
peut  donc  ainsi  détt;rminer  des  limites  .M',  \',  P'  sujx'- 
rieuies  des  valeurs  de  ces  facteuis. 

On  piendra  alois  pour  oA,  (ÎB,  oC  des  valeurs  telles 
que  la  somme  des  valeurs  absolues  des  produits  iM'oA, 


(  »7.9  ) 
jN'  3B,  F  oG  soit  plus  petite  que  n  —  ^  unités  de  l'ordre  a-, 
si  l'on  dispose  du  sens  des  erreurs  oA,  oB,  oC,  on  pourra 
eneorc  j)rendre  ces  erreurs  de  manière  qu'une  partie  des 
produits  ait  le  signe  -h  et  l'autre  partie  le  signe  — ,  et 
l'on  prendra  ensuite  les  erreurs  telles  que  chacune  des 
sommes  des  produits  de  même  signe  soil  plus  petite  que 
n  —  \  unités  de  l'ordre  a,  car  la  somme  des  erreurs  sera 
plus  petite  que  le  plus  grand  des  deux  groupes. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer  à  zh  o,oo475  la  valeur  de 
la  formule  simple 


Nous  poserons 
on  en  déduira 


ç^ 3 ,  '>r)8  î 

^  "  3774"!^ 


0=A: 


ir  TT  - 


l'approximation  demandée  est  0,00473,  soit  4'"'"i7J  =^  n  , 
on  devra  prendre  ôA  et  ott  de  manière  que  ôQ  soit  plus 
petit  que  (/z  — \)  millièmes  ou  4'"'",25. 

Si  l'on  prend  8 A  et  ùiz  par  défaut  l'un  et  l'autre,  il 
suffira  que  chacun  des  deux  termes  soit  plus  petit  que 
(/z  —  ~)  millièmes^  il  faudra  donc  que 

oA        ,  ^  A'  OTc        , 

71  TT  - 

Si  l'on  ne  veut  pas  s'astreindre  à  fixer  le  sens  des  ap- 
proximations oA  et  8tc,  on  prendra  chacun  des  termes 
plus  petit  que  la  moitié  de  (71  —  |)  millièmes,  savoir 

• 

oA  _  A  OTT 

—r  <  2'"'" ,  1 2  J ,  —TT  <  2*-"'"' '  '  '-5 . 

TZ  t:  -  ■ 


Résolution    des   inégalités.    —   On    sera   donc    ainsi 


(   >8o  ) 
conduit  on  général  à  résoudre  les  inégalités  de  la  forme 

/(A',  B')aA<m. 

Ces  inégalités  se  résolvent  à  vue  en  nombres  rouds, 
mais  il  importe  de  ne  pas  oublier  qu'en  arrondissant 
les  nombres  il  faudra  toujours  agir  de  manière  à  forcer 
les  premiers  membres  et  à  réduire  les  seconds,  afin  que 
les  inégalités  que  l'on  a  à  résoudre  soient  vérifiées  a 
fortiori;  de  plus,  il  ne  faudra  pas  hésiter  à  prendre 
pour  A' et  B'  des  valeurs  maxima  et  minima  assez  écartées 
l'une  de  l'autre  pour  être  certain  qu'elles  compren- 
dront entre  elles  la  valeur  exacte  et  la  valeur  approchée, 
car  si  l'on  prenait  des  limites  trop  rapprochées,  on  pour- 
rait constater,  une  fois  le  calcul  terminé,  qu'elles  ne 
comprennent  pas  ces  deux  valeurs,  et  il  faudrait  recom- 
mencer. 

Exemple.  —  Considérons  l'exemple  cité  plus  haut, 
et  résolvons  les  deux  inégalités 

oA  .  A'  OT. 

Pour  yb/'c<?/'  les  premiers  membres,  nous  remplace- 
rons 7:  par  la  valeur  par  défaut  3,  et  A  par  la  valeur  par 
excès  4  ;  on  aura 

oA  { 

— -    <  2'"'",  123,  ■'  07r<  2""",I25; 

"^  9 

chassant  les  dénominateurs  et  arrondissant  les  seconds 
membres  en  les  réduisant,  il  vient 

oA<6""",         4o:r<  iS"'"", 

^__    ^    /mm  . 

on  prendra  donc 

.V  =  3,57,        ----3,14: 
on   lera  le   ([uolieiit  3,5^  [)ar   ^^,i4    jus(|u'aux   dix-mil- 


Iienies  ^  on  liouve 


(   iH.    ) 


Q  =  1 ,  1 36(j  ; 


on  supprime  le  chiffre  9  et  l'on  force  le  6  d'une  unité; 
il  vient  donc  enfin 

Q  =  1,187  à  =h4'"'",75  près. 

Formules  complexes.  —  Les  formules  numériques 
complexes  sont  celles  dont  la  valeur  ne  peut  être  obte- 
nue que  par  une  série  d'opérations  simples  successives, 
dont  la  dernière  a  pour  résultat  le  nombre  demandé. 

Il  est  clair  que,  de  l'approximation  exigée  pour  le 
résultat  final,  on  peut,  en  appliquant  la  règle  qui  pré- 
cède, déduire  l'approximation  avec  laquelle  doivent  être 
connus  les  éléments  de  la  dernière  opération;  de  l'ap- 
proximation de  ces  éléments,  on  pourra  déduire  celle 
qui  est  nécessaire  pour  les  nombres  à  Taide  desquels  on 
les  obtient,  et  ainsi  de  suite;  on  arrivera  ainsi  à  con- 
naître l'approximation  des  nombres  de  la  première  opé- 
ration, on  effectuera  ensuite  les  opérations  en  s'arrètant 
aux  unités  de  Tordre  indiqué  par  l'approximation  qu'on 
a  reconnue  être  nécessaire  pour  les  résultats,  et  en  for- 
çant au  besoin  le  dernier  chiffre. 

Le  calcul  d'une  formule  complexe  n'offre  donc  aucune 
difficulté  nouvelle;  mais  les  calculs  successifs  doivent 
être  faits  avec  beaucoup  d'ordre,  et  nous  engageons  au 
moins  les  débutants  à  se  conformer  à  la  règle  pratique 
énoncée  ci-après. 

Pour  mieux  faire  saisir  les  différentes  parties  de  cette 
règle,  nous  les  appliquerons  à  l'exemple  suivant,  à  me- 
sure que  nous  les  formulerons. 

Exemple.  —  Calculer  à  ±:o,o35  la  valeur  de  l'ex- 
pression 


/ \3  X  5o,2i364- 


(  «S^'-  ) 
Règle.  —  i*^  Remplacer  paf  des  LetLves  A,  B,  C,  .  , 
dans  V  expression  donnée  y  le  nombre  ou  les  nouibi  ; 
auxquels  on  espère  pouvoir  substituer  des  nombres  pi  < 
simples. 

On  écrira  ainsi 

N 


=  /^- 


1^  Préparer  un  Tableau  en  quatre  colonnes  aja 
respectivement  pour  titres  .*  (1)  Opérations  à  eirectu( 
(2)  Résultats  approcliés  par  excès  et  par  défaut,  (3)  A- 
proximations  nécessaires,  (4)  Résultats  définitifs. 

(Les  nombres  inscrits  dans  les  colonnes  du  Table, 
ci-après  seront  obtenus  comme  on  va  l'indiquer.) 

(3).  (4). 


Approximations      Résulta 
nécessaires.         défîniti 

o,oi  5o,2i 

I  2259 

0,001  3,14 

',2  7,9 

o,o35  26,81 

3"  Indiquer  dans  la  colonne  (1)  les  opérations 
effectuer  successii^ement,  en  désignant  par  de  nouvell 
lettres  les  résultats  de  ces  opérations,  et  en  ayant  soii 
lorsque,  dans  une  de  ces  opérations,  on  aura  à  utilise 
un  des  nombres  qui  ont  été  désignés  au  début  pi 
des  lettres,  de  placer  la  lettre  qui  désigne  ce  nombi 
avant  l'opération  elle-même. 

Ainsi,  pour  Texemple  considéré,  la  première  opérr: 
lion  à  effectuer  est  le  produit  4^  X  A  :  on  le  désigne  p; 


(1). 

(^ 

0. 

Résultats 

approchés 

Opérations 

^i*_^ 

■ 

à 

par 

par 

efîecluer. 

défaut. 

excès. 

A 

5o 

5i 

P  =^  45  X  A 

2200 

23  00 

HZ 

3 

4 

^-'i 

55o 

800 

N  =  v/Q 

0,0 

3o 

(  '«■•>  ) 

*  et  on   inscrit  avant   P  la  lettre  A;   on  auia  ensuite 

effectuer  le  coefficient   Q=-;    ayant   à    utiliser   le 

lombre  ii  dans  cette  opération,  on  inscrira  cette  lettre 
ivant  l'opération.  On  indiquera  enfin  la  dernière  opéra- 
ion  à  effectuer  N^^/Q:  de  cette  manière,  tous  les 
lombres  dont  il  y  aura  lieu  de  déterminer  l'approxi- 
iiation  sont  inscrits  dans  la  colonne  (1)  et  dans  Tordre 
neme  dans  lequel  on  aura  à  les  employer. 

4**  Dans  la  colonne  (2),  on  inscrira  des  valeurs 
possièrentenl  approchées  par  défaut  et  par  excès  des 
lonibres  mentionnés  dans  la  colonne  (1). 

11  est  possible  que  dans  la  suite  quelques-uns  de  ces 
lombres  restent  inutiles,  mais  l'étude  préliminaire  qui 
serait  nécessaire  pour  reconnaître  a  priori  ceux  dont  on 
)ourrait  n'avoir  pas  besoin  demanderait  un  travail  au 
iioins  égal  à  celui  qu'exige  leur  évaluation;  il  n'y  a 
lonc  aucun  avantage  à  faire  cette  étude. 

5"  Inscrire  sur  la  dernière  ligne  de  la  colonne  (3), 
ui  regard  de  N,  V approximation  demandée,  déter- 
niner  ensuite  V  approximation  nécessaire  aux  éléments 
ie  la  dernière  opération,  l'inscrire  en  regard  de  ces 
îlémentSy  et  continuer  en  remontant  jusqu'à  ce  que  la 
colonne  soit  remplie. 

On  écrira  ainsi,  en  regard  de  N,  l'approximation  de- 
mandée   o,o35^   on   aura  ensuite,  conformément  à   la 
ègle  des  opérations  simples, 

oN  =  -îr-ôQ<o,o35-4cent.,      ^  <o,o3,     oQ  <  ,   2, 

•2j\  -  -|0 

I  P' 

oQ  =  -^  oP  —  — ,-  OTT  <  I ,'' —  7  unité     on     0,7, 


(   '«4  ) 

c't;sl-à-dire 


_oP<— ^,      _<-^,      ûP<i, 
t:  à  ô  1 


P'    ^  0,7        23oo  ^ 


et  enfin 


:  / 


•^  9 


>-<o,35,     3ooot:<Oj35,      or<o,oor, 


oP  —  .|5  oA  <  I —  ,      ij        f),>,  oA<--— >  oA<o,oi. 

5o 


Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu'en  arrondissant  il  faut 
forcer  les  premiers  membres  et  réduire  les  seconds. 

6^  On  écrira  inimédiatejnent,  dans  la  colonne  (-4), 
les  valeurs  des  nombres  qui  ont  été  désignés  au  début 
par  des  lettres,  ai^ec  V approximation  indiquée  en  re- 
gard j  et  l'on  effectuera  enfin  les  opérations  indiquées 
dans  la  colonne  (1)  en  poussant  les  calculs  jusqu'aux 
unités  de  l'ordre  du  premier  chiffre  significatif  à 
gauche  de  l' approximation  inscrite  dans  la  colonne  (3), 
et  en  forçant  ou  en  consentant  le  dernier  chiffre,  sui- 
va7it  que  le  premier  chiffre  supprimé  est  plus  grand  que 
5  ou  égal  à  5^  ou  quil  est  plus  petit  que  5. 

Ainsi,  dans  l'exemple  considéré,  nous  écrirons  pour  A 
et  Tc  les  valeurs  5o,  21  et  3, 141  î  nous  calculerons  P  en 
conservant  au  résultat  le  chiffre  des  unités  qu'il  n'y  a 
pas  lieu  de  foicer;  nous  calculerons  ensuite  le  quotient 

P  .   . 

—  en  dixièmes:  nous  extrairons  enfin  la  racine  carrée  en 

poussant  jusqu'au  chiffre  des  centièmes,  l'aspect  du  reste 
montrant  que  le  chilfre  suivant  est  plus  petit  que  5^ 
nous  conserverons  le  résultat  26,81,  qui  est  ainsi  la 
valeur  de  N  à  io,o35  près. 


i 


Calculer  IN 


(   '«5  ) 


Exercice. 


(o,i  [702  Tt-f-  i,43ii5)2  ,    _ 

a  in  o,o'2  près, 


Sji  \/3  +  5,01264 

v/2  v/3  -^  G 


Résultats 
approchés 

Opérations  - — -»^ — ^ 

à  par  par        Approximations      Résultats 

effectuer.  défaut,      excès.  nécessaires.  définitifs. 

A                   0,1          0,12  0,00007  o>ii7 

'7T                    34  0,002  3  7 14 

P  =  A.7i:             0,3          0,5  0,001  0,367 

%   \           ^                ï j4        I T^  0,001  i,43i 

S=P-i-B           1,7         2  0,0025  ^,798 

K==S2               2             4  o,oi5  3,23 

R  z=  y/3                1,7          2  0,0025  1,733 

D  =  2R              3              4  0,01  3,47 

G                   5              5,1  0,01  5,01 

E  =  G-t-D            8              9,1  0,026  8,48 

2    \       F  =  y/E               2              3  0,007  2,912 

1\  =  p                 »              »  0,02  1,11 


DÉTAIL   DU    CALCUL   DES   APPROXIMATIONS. 

K  I  K' 

N  =  p,      oN  =  py8K—  p7^  oF<o,o2  — |cent.  ou  <o,oi5, 

oK        o,oi5        oK         o,oi5        ^,, 

.^  <   >      —    <  — ^ J       ÔK<0,0I3, 

b  2  2  2 

K' oF    ^  o,oi5        4  ^„  ^  o,oi5        >„  ^ 
-p7i-<^-'     -or<^— -,      oF<  0,007. 


(   '86  ) 


JSuînétateur. 
S2,  oK  —      '.2  S' oS  <  o,oi5  —  7  cent.  <  0,0 1, 

4ôS<o,or,  oS<  0,009.5, 

V  -^  B,       oS  =  oP -f-oB<  0,0025  — ^mill., 
oP  -f-  oB  <  0,002, 
oF*  <  0,001, 

oB  <o,oor, 

A-,  oP  =  A'  0-  -i-  tJ  ÔA  <  0,001  —  I  mill., 

A'  OTT  —  tJ  ôA  <  o,ooo5, 
0.000 5 


A'  OTT  < 


0,1207: 


2 

0,000 5 


077  <C  0,002, 
77    OA  < 


ÔA  <;  0,00007. 


Dénominateur . 


F=:/E, 


D  =  2R. 


ÔF  =  — =7  oE  <  0,007  — -^  mill., 


oE 


<  o , 006  5 , 


oE  <|  0,026, 
E  =  G-^D,         ôE=  oG-i-8D  <o,o2G  — Icent. 


ôn  = 


8C 

^oD< 

0 

,020, 

ôG< 

0 

,01, 

r:D< 

0 

,01, 

= 

•)l\\  c 

0, 

01  — 

2ÔB< 

0, 

,00"). 

ÔK< 

0. 

,002") 

(•(Mit, 


(   '«7  ) 


SOLUTION  GEO^IÉTRÏQIIE  DES  (JIESTIOXS  DOWÉES 
Ail  CONCOURS  POUR  L'ÉCOLE  FOLYTECHMOIE  E\  1882; 

Par  m.  F.  FARJON. 


On  donne  deux  cercles  se  coupant  en  A  e^  B.  Une 
conique  quelconque  passant  pai'  ces  points  et  tangente 
aux  deux  cercles  rencontre  en  C  et  Y)  l'hyperbole  équi- 
latère  qui  a  pour  sommets  A  <°f  B  : 

i"  Démontrer  que  la  droite  CD  passe  par  un  centre 
de  similitude  des  deux  cercles  donnés  ; 

2"  Si  l'on  considère  toutes  les  coniques  qui,  passant 
par  A  et  B,  soJit  tangentes  aux  deux  cercles,  démon- 
trer que  le  lieu  de  leurs  centres  se  compose  de  deux 
circonférences  de  cercle  ; 

3°  Soit  une  conique  satisfaisant  à  la  question,  démon- 
trer  que  ses  asj  mptotes  passent  par  deux  points  fixes 
situes  sur  V axe  radical  des  deux  cercles  donnés. 

[.  Lemme.  —  Si  une  hyperbole  équilatère  a  pour 
sommets  les  extrémités  d'ujie  corde  d' un  cercle,  elle 
coupe  ce  cercle  en  deux  autres  poijits  qui  sont  en  ligne 
droite  a^ec  son  centre. 

Soient  la  corde  AB  du  cercle  O  (/ig-  i),  C  son  milieu, 
I  l'une  des  inlerseclions  du  cercle  et  de  l 'hyperbole 
équilatère  qui  a  AB  pour  axe  transverse ^  menons  la 
perpendiculaire  IP  sur  AB,  on  a 

n>'=  PC'— GB'  =  (PC  +  CB)(PG  — CB)=  PA  x  PB; 

donc  PI  est  tangente  à  la  circonférence  et  I  sur  le  dia- 
mètre parallèle  à  AB. 


(  >88) 
Cela  posé,  considérons  (y?^.  2)  deux  cercles  O  et  C 
ajant  AB  pour  corde  commune,  et  traçons  une  conique 

Fi(T.  I. 


qui  passe  par  AB  et  soit  tangente  aux  deux  cercles  en 
E  et  F.  Je  remarque  d'abord  que  les  deux  tangentes  en 


Fiff.  2. 


É  et  F  sont  paiallèles  :  en  ellet,  les  deux  cercles  et  la 
conicjue  ayant  une  corde  connnune  AB,  les  trois  autres 


< 


{  'Sy  ) 

cordes  d'intersection  qui  sont  la  droitt;  à  l'iulini  et  les 
deux  tangentes  en  E  et  en  F  doivent  concourir  en  un 
même  point  :  donc  ces  deux  dernières  sont  parallèles.  — 
Autrement,  on  sait  que  les  bissectrices  des  angles  que 
fait  la  corde  AB,  soit  avec  la  tangente  en  E,  soit  avec  la 
tangente  en  F,  sont  parallèles  aux  axes  de  la  conique; 
il  s'ensuit  que  ces  deux  tangentes  sont  parallèles  entre 
elles. 

Il  en  résulte  que  la  droite  EF  passe  par  l'un  des 
centres  de  similitude  des  cercles  O  et  O'. 

Si  l'on  considère  le  système  formé  par  la  conique,  le 
cercle  O  et  l'hyperbole  équilatère  AB,  leurs  trois  cordes 
d'intersection  concourent  au  point  T,  intersection  de  la 
tangente  en  E  et  du  diamètre  de  O  parallèle  à  AB.  De 
même,  pour  le  système  de  la  conique,  du  cercle  G'  et 
de  l'hyperbole,  les  trois  cordes  d'intersection  con- 
courent au  point  V,  intersection  de  la  tangente  en  F  et 
du  diamètre  de  O'  parallèle  à  AB.  La  corde  d'intersection 
de  la  conique  et  de  l'hyperbole  est,  par  conséquent,  la 
droite  TV.  Mais  T  et  V,  intersections  de  droites  homo- 
logues deux  à  deux,  sont  eux-mêmes  homologues  :  donc 
TV  passe  par  le  même  centre  de  similitude  que  EF. 

c.  Q.  F.  D, 

IL  La  droite  EF  est  un  diamètre  de  la  conique,  le 
centre  de  celle-ci  est  au  milieu  G  de  EF  {fig-  3)-,  GE 
etO'F  sont  parallèles,  la  droite  GI  menée  parallèlement 
à  ces  dernières  passe  par  le  milieu  I  de  GG'  et  est  égale 
à  i  (R4-  R')  si  le  point  S  est  le  centre  de  similitude  di- 
recte, età  ^  (R  —  R')  siS  est  le  centre  de  similitude  in- 
verse. Le  lieu  du  centre  G  se  compose  donc  de  deux 
cercles  concentriques,  ayant  pour  centre  le  milieu  de  la 
distance  des  centres  et  respectivement  pour  rayons  la 
demi-somme  et  la  demi-diUérenre  des  rayons  des  deux 
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cercles   donnés.    Le   premier,    lioinothétique   aux  deux 
cercles  donnés  par  rapport  au  centre  de  similitude  di- 
recte, est  tangent  aux  tangentes  communes  extérieures 
aux  points  M  et  X  où  celles-ci  rencontrent  Taxe  radical 

FiîT.  3. 


AB.  Le  second  est  homotliétique  aux  deux  cercles  donnés 
par  rapport  au  centre  de  similitude  inverse^  la  distance 

du  point  I  à  l'axe  radical  étant  égale  à 


R' 


R'2 


2OO' 


,  on  voit 


d'ailleurs  que  ce  second  cercle  ne  peut  rencontrer  l'axe 
radical,  tandis  que  le  premier  le  coupe  nécessairement. 

IIL  Soit  K  le  point  où  la  tangente  en  G  au  cercle  I 
rencontre  la  droite  AB^  les  axes  de  la  conique  sont  pa- 
rallèles aux  bissectrices  de  l'angle  GKA  ou  de  l'angle 
GIO  dont  les  côtés  sont  perpendiculaires  à  ceux  du  pré- 
cédent. Si  donc  P  et  Q  sont  les  points  où  le  cercle  I  coupe 
la  ligne  des  centres  00',  les  axes  de  la  conique  sont 
GP  et  GQ.  Ainsi  les  axes  de  toutes  les  coniques  qui  ont 
lenr  centre  sur   une  même  circonférence  I  passent  par 
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deux  points  fixes  (pii  sont  les  intersections  de  eette  (  ir- 
conférenee  avec  la  ligne  des  centres. 

Les  axes  GPet  GQ  sont  les  bissectrices  de  l'angle  formé 
parles  asymptotes;  de  plus,  le  milieu  du  segment  inter- 
cepté par  celles-ci  sur  l'axe  radical  coïncide  avec  le  milieu 
L  de  AB,  Nous  avons  donc,  pour  construire  le  triangle 
formé  par  les  asymptotes  et  la  corde  AB,  le  somnuît  G 
du  triangle,  la  bissectrice  de  l'angle  en  G  et  le  milieu  L 
du  côté  opposé  :  la  perpendiculaire  élevée  sur  AB  en  L 
coupe  les  bissectrices  de  l'angle  G  aux  points  où  celles-ci 
rencontrent  la  circonférence  circonscrite  au  triangle. 
Cette  circonférence  n'est  donc  autre,  dans  le  cas  présent, 
que  celle  du  cercle  I,  et  les  deux  asymptotes  sont  les 
droites  GM  et  GN,  qui  joignent  le  centre  G  aux  points 
d'intersection  du  cercle  1  et  de  l'axe  radical  AB.  Les 
asymptotes  de  toutes  les  coniques  qui  ont  leur  ccmtre 
sur  le  cercle  1  passent,  par  conséquent,  par  les  deux 
points  fixes  M  etN.  c.  q.  f.  n. 

On  voit  par  là  que  toutes  les  coniques  qui  ont  leur 
centre  sur  le  cercle  t  (B.  -!-  B'),  correspondant  au  centre 
de  similitude  directe,  sont  des  hyperboles.  La  courbe 
se  réduit  à  deux  droites,  qui  sont  l'axe  radical  et  la  tan- 
gente commune  aux  deux  cercles,  lorsque  le  centre  est 
en  M  ou  en  N.  On  remarquera  qu'une  transversale, 
issue  du  centre  de  similitude  S,  détermine  deux  hyper- 
boles dont  l'une  est  semblable  à  la  conjuguée  de  l'autre. 

Toutes  les  coniques  qui  ont  leur  centre  sur  le  cercle 
4^(R  —  R')  sont  au  contraire  des  (îllipses,  puisque,  ce 
cercle  ne  rencontrant  ])as  l'axe  radical,  elles  ont  leurs 
asymptotes  imaginaires. 

Scolie.  —  Il  existe  deux  coniques,  satisfaisant  à  la 
double  condition  de  passer  par  A  et  B  (;t  d'être  tan- 
gentes à  O  et  à  G',  qui  ne  rentrent  pas  dans  les  groupes 
précédents.  Menons   par  A  une   tangente  à  O  et  par  B 
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une  tangente  à  O';  l'ensemble  de  ces  deux  droites  con- 
stitue une  conique  satisfaisant  aux  conditions,  mais  dont 
le  centre  n'est  pas  sur  le  cercle  I  et  dont  les  asymptotes 
ne  passent  ni  par  M,  ni  par  N.  De  même  pour  la  tan- 
gente à  O'  en  A  et  la  tangente  à  O  en  B.  Ce  sont  deux 
solutions  singulières. 

IV.  Examinons  le  cas  particulier  où  les  deux  cercles 
O  et  O'  sont  tangents  extérieurement. 

L'hyperbole  équilalère  se  réduit  alors  à  deux  droites 
rectangulaires  menées  par  le  point  de  contact  A  {Jig.  4) 


Fi 


"         I 


et  toutes  les  coniques  correspondant  au  centre  de  simi- 
litude inverse  sont  les  doubles  cordes  passant  par  le 
point  A*,  ce  sont  des  ellipses  indélinimcnt  aplaties  dont 
les  centres  sont  sur  le  cercle  4(1^  —  R')-  Quant.au 
cercle  ^(R  -h  R'),  il  passe  par  les  centres  O  et  O'  :  cha- 
cune des  hypei'boles  répondant  à  la  question  a  un 
double  contact  avec  chacun  des  cercles  O  et  O',  et  Ton 
voit,  en  elFet,  que  les  axes  de  ces  hyperboles  passent 
par  les  deux  centres. 

Si  les  deux  cercles  O  cl  O'  sont  égaux,  qu'ils  soient 
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sécants  ou  Laiigents,  le  cercle  ^f  II  —  11'^  se  lécIuiL  a  un 
point,  et  le  cercK;  ^(ll-|-ll')  a  son  centre  sur  l'axe 
radical;  d'où  il  suit  que  toutes  \v.s  ellipses  d(î  la  figure 
sont  concentriques,  et  (jue  tout(;s  les  hyperboles  sont 
équilatères,  puisque  hîuis  asymptotes  sont  rectanj^u- 
1  aires. 

On  a  supposé  jusqu'ici  dans  les  figures  que  les  deux 
centres  O  et  O'  étaient  situés  de  part  et  d'autre  de  l'axe 
radical.  S'il  en  était  autrement,  les  démonstrations  et  les 
conclusions  qui  précèdent  resteraient  les  mêmes.  Mais 
si  les  deux  cercles  sont  tangents  intérieurement,  ce  sont 
les  hyperboles,  correspondant  au  centre  de  similitude 
directe,  qui  se  réduisent  à  des  droites  rayonnant  autour 
du  point  de  contact,  et  dont  les  centres  sont  situés  sur 
le  cercle  ^(R-f-R')  langent  aux  deux  cercles  donnés. 
Quant  aux  ellipses  correspondant  au  centre  de  simili- 
tude inverse,  elles  ont  un  double  contact  avec  chacun 
des  cercles  O  (;t  O',  et  comme  le  cercle  ^(K  —  R')  est 
alors  décrit  sur  la  ligne  des  centres  comme  diamètre,  on 
voit  en  elïet  que  les  axes  de  ces  (dlipses  passent  respec- 
tivement par  les  centres  des  deux  cercles  donnés. 

Si  les  deux  cercles  deviennent  égaux,  ils  se  confon- 
dent :  le  cercle  ^(Pt  +  R')  est  le  cercle  O  lui-même,  et 
le  cercle  i  (R  —  R')  est  le  centre,  qui  est  en  même  temps 
celui  de  toutes  les  ellipses  qui  ont  un  double  contact 
avec  O',  dans  les  conditions  de  la  ligure. 

V.  A  quoi  correspondent  les  propositions  qui  pré- 
cèdent, lorsque  les  deux  cercles  O  et  O'  ne  se  coupent 
plus  réellement?  La  corde  connnune  AB  est  imaginaire, 
mais  cei'tains  éléments,  tels  que  les  cercles  r,  (R  H-  R')  et 
^(R  —  R'),  restent  réels.  L'interprétation  est  des  plus 
simples. 

Reprenons  le  lemme  du  §  L  La  longueur  de  la  demi- 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  VIII.  (Vvril  iS8().)  i3 
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corde  AC  est  déterminée  par  la  relation 

ÂG^=  R2_Ôg'. 

Si  AB  est  extérieure  au  cercle,  AC    est  imaginaire  et 

l'on  a  (/^.  5)  _^^      ^ 

—  AG'==  OC'  — R2. 

AB,  au  lieu  d'être  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  équi- 
latère,  en  devicnit  l'axe  imaginaire,  et   pour  avoir  un 


sommet  de  la  courbe,  il   faut  prendre  sur  CO,  à  partir 

de  C,  une  longueur  CA'=  y  OC    —  R-. 

Cela  posé,  soit  I  le  point  d'intersection  de  l'iiyper- 
bole  ainsi  déterminée  et  du  cercle;  menons  la  perpendi- 
culaire IP  sur  AB,  on  aura 

ÏP'  ^_  CP"-+-  CÂ'"  =  PÔ"—  W-  : 

donc  IP  est  tangent  au  cercle,    cl  le  j)()iiit  1  est  sur  le 
diamètre  parallèle  à  AB. 

Considérons  actuellement  les  deux  cercles  O  et  ()'.  Si 
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la  corde  commune  Ali  est  imaginaire,  il  esl  évident  que 
les  ellipses  passant  par  A  et  B  sont  iinaginain's*,  leurs 
points  de  contact  avec  les  cercles  O  et  O'  le  sont  aussi, 
mais  la  droite  qui  les  joint  est  l'éelle  et  passe  par  le 
centre  de  similitude  inverse.  Il  en  est  de  même  de  la 
droite  réelle  qui  joint  les  deux  points  d'intersection 
imaginaires  de  la  courbe  avec  riiyperLol(;  équilatère 
définie  ci-dessus.  Les  centres  des  ellipses  sont  réels  et 
leur  lieu  est  le  cercle  -i(R  — R')*,  lt;s  axes  sont  connus, 
puisqu'ils  passent  parles  points  où  le  cercle  ^(11  —  R') 
coupe  la  ligne  des  centres.  Enfin  ces  ellipses  ont  des 
asymptotes  réelles,  puisque  le  cercle  j(R  —  IV)  coupe  ici 
l'axe  radical  et  que  tous  les  couples  d'asymptotes  passent 
par  ces  points  d'intersection. 

Quant  aux  hyperboles  passant  par  les  points  imagi- 
naires A  et  B,  elles  ne  cessent  point  d'être  réelles,  seu- 
lement elles  ne  coupent  plus  l'axe  radical. 

VI.  Supposons  que  le  rayon  R'  croisse  indéfiniment  : 
des  deux  ellipses  que  détermine  une  sécante  EF  menées 
par  le  centre  de  similitude  inverse,  l'une,  celle  qui  est 
tangente  aux  deux  portions  de  circonférence  extérieures 
l'une  à  l'autre,  tendra  vers  une  parabole;  l'autre,  celle 
qui  est  tangente  aux  deux  portions  de  circonfénmce 
(jui  se  pénètrent,  tendra  à  se  confondre  avec  le  segment 
AB.  De  même,  des  deux  hyperboles  déterminées  par 
une  sécante  EF  menée  par  le  centre  de  similitude  directe, 
Tune,  celle  dont  la  branche  passant  par  A  et  B  est  tan- 
gente au  cercle  O,  tendra  vers  une  parabole  end)rassant 
extérieurement  ce  cercle  (tandis  que  la  précédente  lui 
était  tangente  intérieurement),  et  l'autre,  celle  dont  la 
branche  passant  par  A  et  B  est  tangente  au  cercle  O',  ten- 
dra à  se  confondre  avec  les  deux  parties  de  AB  exté- 
rieures au  segment  AB. 
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A  la  limile,  le  cercle  O'  se  confond  avec  AB^  on  a 
ainsi  ce  théorème  : 

Si  Von  trace  une  hyperbole  équilatere  ajant  pour 
sommets  deux  points  A  e^  B  pris  sur  une  circonférence, 
et  une  parabole  passant  par  K  et  V>  et  tangente,  inté- 
rieurement ou  extérieurement ,  à  la  circonférence,  la 
corde  commune  de  cette  parabole  et  de  celte  hyper- 
bole passe  par  l'une  des  extrémités  du  diamètre  du 
cercle  perpendiculaire  ût  AB. 

Il  est  aisé  de  le  vérifier  directement.  Soient  {fig.  6)  E 


le  uoinL  de  contact,  ET  la  tangente  rencontrant  en  T 
le  diamètre  parallèle  à  AB,  SS'  le  diamètre  perpendi- 
cnlaire  à  AB.  Le  diamèlriî  de  la  parabole  au  point  1\, 
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parallèle  à  l'axe,  est  perpendiculaire  à  la  bissectrice»  de 
l'angle  ETO,  ou  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle 
S'OE  :  c'est  donc  la  droite  ES.  J3écrivons  un  cercle  de 
rayon  quelconque  passant  par  A  et  B.  Soit  O'  son  centre. 
Si  l'on  considère  le  système  des  deux  cercles  et  de  la 
parabole,  on  voit  que  la  corde  d'intersection  de  cette 
courbe  et  du  cercle  O'  sera  parallèle  à  ET,  d'où  il  suit 
que  le  milieu  E'  de  cette  corde  se  trouvera  au  point 
de  rencontre  de  son  diamètre  conjugué  ES  et  de  la  paral- 
lèle O'E'  à  OE  ;  la  parallèle  à  AB  menée  par  le  centre  O' 
élant  d'ailleurs  la  corde  d'intersection  du  cercle  O'et  de 
l'hyperbole,  le  point  T^  où  cette  parallèle  rencontre  la 
corde  commune  à  O'  et  à  la  parabole  appartiendra, 
comme  T,  à  la  corde  commune  de  la  parabole  et  de 
l'hyperbole.  Mais  les  triangles  OET  et  0'E'T^  SOE  et 
SO'E'  sont  semblables  deux  à  deux  ;  on  a  donc 

TE'  _  Ko^  _  se; 

"TË""  "ËÔ"  ~  SE  * 

les  trois  points  T',  S,  T  sont  donc  en  ligne  droite. 

c.    Q.   F.    n. 


Sllïl  LES  CUBIOllES  1\0DALES  ClflClLAIRES  ; 

Par  m.  Cl.  SERVAIS, 

Répétiteur  à  l'Université  de  Gand. 


I. 

1.  Considérons  deux  cercles  to  et  O  se  coupant  aux 
points  A  et  B^  par  le  point  A  menons  une  sécante  ren~ 
contrant  les  deux  cercles  respectivement  aux  points  A' 


(   ,yS  ) 
et  M';  le  lieu  du  point  M  tel  que 

(AA'MM')  =  -i 

est  une  cubique  circulaire  ayaut  le  point  A  pour  point 
double.  En  elïet,  elle  est  tangente  aux  deux  cercles  au 
point  A,  et  elle  passe  par  leurs  points  communs;  B  est 
donc  un  |)oint  de  la  courbe.  Nous  appellerons  AT,,  AV^ 


Vi{].   1 


les  tangentes  aux  cercles.  Le  cercle  osculateur  aupoint  A 
de  la  cubique,  correspondant  à  la  tangente  Al\,  est  le 
ccicle  (A(o)  décrit  sur  Ato  comme  diamètre^  car  ce 
cercle  correspond  dans  la  transformation  à  la  droite  de 
1  infini  qui  ne  rencontre  le  cercle  O  (ju'aux  points  cycli- 
ques. Si  C  est  le  point  d(î   rencontre  des  cercles  O  et 
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(Ato),  AC  ("st  parallèle   à  l'asymptole.    Ou  peut   donc 
cnoucor  la  propriété  suivante  : 

Au  poL/it  double  A  d' une  cubûiue  circulaire,  on  dé- 
crit un  cercle  Langent  à  cliacune  des  branches  de  la 
courbe;  l'un  co  a  pour  rayon  le  dianwtre  Ato  du  cercle 
osculateur  et  rencontre  la  cubique  au  point  B-,  l'autre  O 
passant  par  B  rencontre  le  cercle  osculateur  (A 03)  en 
un  point  C  tel  que  AC  est  parallèle  à  V asymptote.  Une 
sécante  issue  du  point  double  rencontre  les  cercles  w 
et  O  et  la  cubique,  respectivement  en  des  points  A',  M', 
M  tels  que  (A A'  MM')  =—  i . 

î2.  Soient  A,,N',  N  les  points  d'intersection  de  la 
droite  Aoj  avec  les  deux  cercles  et  la  cubique.  Ou  a 

,    -  5t  I  I 

(  a) 


AivV        Ai.N'        A,N 

Si  les  tangentes  aux  points  A|  et  N'  aux  cercles  (o 
et  O  se  coupent  au  point  T,  TN  est  la  tangente  à  la  cu- 
bique au  poiut  N.  Appelous  h  l'augle  TAA,  'ù  le  coniplé- 
nient  de  l'augle  T,  AT2,  20  le  diamètre  Ato,  N  la  corde 
uormale  AN;  ou  aura 

AiN'  =  _A,Tcoio  =  -AiN  ^ll^; 
•  tangcp' 

par  conséquent,  l'égalité  (ri)  devieut 

'>.  I         /tniiiro  \ 

—  I     . 


(I) 


4?  N  — 4p\tans4^ 

On  déduit  de  là 

2p  _  lan<j'^ 

N         tan<»  o -h  laiiii  <]; 

o    (  o    1 


3.  La  couique  irauslormée  de  la  droite  jN'T  est  tau- 
çente  à  la  cubique  aux  points  A  et  A  ;  elle  a  pour  cercle 
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osculaleur  ie  cercle  (Ao3)et  sa  coide  dt;  courbure  est 
parallèle  à  jN'T.  Or  les  deux  droites  ATg  et  ]N'T  sont 
éi>aleuieiit  iuclinées  sur  AN;  doue  : 

La  conufLLC  tangente  à  une  cubique  circulaire  aux 
extrémités  de  la  corde  normale  AN  au  point  double  A, 
et  qui  a  au  point  A  même  cercle  osculaleur  que  la  cu- 
bique, a  pour  corde  de  courbure  au  point  A  la  droite 
s\  métrique  de  la  seconde  tangente  au  point  double  par 
rapport  a  la  prennère. 

Ceci  nous  montre  que  la  formule  (i)  est  applicable 
aux  coniques,  si  o  représente  l'aiii^le  de  la  normale  et  de 
la  corde  de  courbure. 

i.   On  a 


AA'       A  M'       AÎSl 

AN'  sino 


AM'        siii(cp  -H  /  ; 
si  y  représente  l'angle  MAIN  ^  donc 


SI  no 


■.>.  p  cos  /  ~  AN'  sin  (  cp  -f-  y  )        A  .M  ' 
mais 

2     _        I  I 

4^  ~  AN '  "^  N 


V;    ' 


par  conséquent 

1      sin(ç.-r-y)  _  1'"'.^'/.        ''inj^'Y 


(7.) 


A  M        coso  ■>-.  N 


Conséquences.  —  En  prenant  pour  sécante  la  droite 
AC,  on  obtient 

N         tanj;cp 
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y,  étant  l'angle  de  l'asymptote  et  de  la  normale  AA  .  On 
peut  interpréter  géométriquement  eette  formule  v.l 
arriver  à  la  eonstruction  du  eerele  de  eourburc;  au 
point  A  de  la  eubi(|ue.  Élevons  aux  points  o>  et  JN  des 
perpendieulaires  à  la  droite  AN  rencontrant  respective- 
ment ATo  et  AC  aux  points  S  et  K^  on  aura 

coS  =  Aïo  tangcp  =  N  lanç^yj  =  NK; 
donc  : 

Les  parallèles  menées  par  les  extrémités  (o  et  }s  du 
diamètre  du  cercle  oscillateur  et  de  la  corde  normale 
au  point  double  A  à  la  tangente  AT,  et  limitées  res- 
pectivement à  la  tangente  AV^  et  à  la  parallèle  AC  à 
r asymptote,  sont  égales. 

Les  sécantes  AB  et  AO  donnent  les  formules 

sin(^cosy2        siri(cp  —  y.2) 

et 

COSTCO        sin^o        sino 


2p  N  Ni 

si  l'on  représente  l'angle  BAjN'  par  y^  et  la  seconde  corde 
normale  ANj  par  Ni.  11  suffit  de  remanjuer  que 

AB  =  4p  COS  y 2 

et  que,  pour  la  sécante  AN,, 

II. 

1.  Considérons  deux  cercles  O  et  O' passant  par  les 
points  A  et  1)  et  le  diamètre  AN  du  premier  cercle^ 
soit  M'  un  point  quelconque  de  O'  :  la  perpendiculaire 
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élevée  au  point  A  sur  AM'reiiconUe  jNINI'  en  un  point  M 
dont  le  lieu  est  une  cubique  nodale  circulaire.  Les  tan- 
gentes au  point  double  A  sont  la  tangente  AD  au  cercle  O 

ri{T.  j. 


et  la  droite  AO'^  la  normale  A^,  à  AO'  rencontre  la 
cubique  au  point  N,  correspondant  à  l'extrémité  C  du 
diamètre  AO';  donc  les  quatre  points  N,  C,  B,  IN  i  sont 
en  ligne  droite;  mais  jNB  est  parallèle  à  Tasymptotc 
réelle  de  la  cubi(|ue;  par  conséquent  : 

Denis  une  cubi(jiLc  iioiJnlc  circuliiiic,  Id  droilc  (jui 
joint  les  cxhéniiics  des  nor/nalcs  du  point  double  est 
jULi'dllclc  à  Idsj/npfulc'. 


!2.  Soit  1^  le  [)oiiit  d'iiiUiist'ctioii  de  Al)  avec  Je  cerch; 
O';  eu  cliereliant  ie  point  iiiliiiiinenl  voisin  du  point  N 
sur  la  cubique,  on  voit  que  la  tanijente  en  ce  point  est 
la  droite  INE^  mais  EC  est  perpendiculaire  sur  AD; 
donc  : 

Les  tangentes  aux  cxl.rêniiiés  A  et.  ^,  des  normales 
au  point  double  A  d'une  cubù/ue  ciiculaire  rencon- 
trent les  côtés  opposés  du  trla/ig/e  formé  par  les  tan- 
i^entes  au  point  A  et  la  droite  NNi  aux  pieds  des  hau- 
teurs. 

3.  Si  le  cercle  O'  est  langent  en  A  au  diamètre  AN, 
les  tangentes  au  point  double  coïncident  et  l'on  a  une 
cubique  cuspidale;  donc   : 

La  tangente  à  l'extrémité  de  la  normale  au  point 
de  rebroussement  d'une  cubujue  circulaire  est  paral- 
lèle à  V asymptote. 

i.  Si  l'on  transforme  pai-  l'inversion  bî  lliéorènie  1  de 
notre  Note  Sur  la  courbu/e  dajis  les  coni(pies  (lYou- 
velles  Annales,  août  i888),  on  obtient  le  théorème  sui- 
vant : 

Par  le  point  double  d' une  cubique  nodule  circulaire, 
on  mène  une  sécante  rencontrant  aux  points  iM  et  m 
la  cubique  et  la  parallèle  menée  à  l' asymptote  par  le 
milieu  de  la  distance  du  point  double  à  celte  droite. 
La  symétrique  M,  du  point  M  par  rapport  au  poi?it  m 
décrit  un  cercle^  ayant  son  centre  sur  la  perpendiculaire 
au  point  A  à  la  droite  qui  joint  ce  point  au  ta/igentiel 
du  point  réel  à  l'infini  de  la  cubique. 
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SIR  L'ADDITIOX  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIOIES  DE  PREMIERE, 
DEUXIÈME  ET  TROISIÈME  ESPÈCE; 

Par  m.  DOLBMA. 


1.  Le  célèbre  théorème  d'Abcl,  exposé  dans  le  Mé- 
moire Précis  d'une  théorie  des  fonctions  elliptiques  (  '  ), 
se  rapporte,  comme  on  le  sait,  à  l'addition  de  toutes  les 
fonctions  transcendantes  ayant  des  différentielles  algé- 
briques. A  l'aide  de  ce  théorème,  comme  nous  verrons, 
on  obtient,  d'une  manière  très  simple,  les  formules 
d'addition  des  arguments  de  première,  deuxième  et  troi- 
sième espèce.  Quoique  la  question  qui  nous  occupe  soit 
à  peu  près  épuisée,  néanmoins  une  façon  nouvelle  de  la 
poser  mérite  peut-être  quelque  attention. 

Nous  nous  proposons,  a  priori^  de  rechercher  les  va- 
leurs de  X  pour  lesquelles 

s'exprime  par  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  j:(-). 
Ces  valeurs  se  déterminent  par  l'équation  algébrique 

(i)  \x  =  a-\- bx -r- ex--r- . .  .^  Ix'"^ 

ou 

(2)  (Aa7)2— («4-  bx  -^  cx'--^.  .  .-h  /x'«)2=  o, 

dont  le  degré  et  les  coefficients  sont  des  quantités  arbi- 


(')  Œuvres  complètes,  l.  1,  p.  5i8;  1H81. 

(')  L'idée  fondamentale  développée  ici  csl  indiquée  dans  l'ou- 
vraî;e  de  .M.  Halphen  (  Traité  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs 
fi/tpUcations,  t.  I,  p.  .io,  .'iS,  aij;  i88fi). 


(   p.o;")   ; 

lrair(;s.   Si    nous  désirons  que  les  tkjuations  (u }   alcnl 
p  racines  arbitraires 

Xi,     CC2,     . .  . ,     Xp,        p  -^  m, 

nous  prendrons  dans  la  première  partie  dcî  l'équation 
p  coefficients  arbitraires. 

Une  si  grande  généralité  d(;  l'équation  (2)  permet  de 
traiter  la  question  de  l'addition  des  argumc^nts  ellip- 
ti(|ues  de  di(ïérentes  manières.  Pour  le  but  proposé,  il 
suffit  que  l'équation  (ci)  ait  trois  racines,  (;t  par  con- 
séquent deux  coefficients  arbitraires.  Dans  l'ouvrage  de 
MM.  Briot  et  Bouquet  {TJiéorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, p.  688;  iBjS),  on  donne  à  l'équation  fondamen- 
tale la  forme  suivante 

(Ix)'- —  (i  -{- px  -^  q x^)-=  o. 

Au  moyen  de  cette  forme,  on  voit  de  suite  que,  après 
la  disparition  du  facteur  .r,  il  reste  une  équation  du 
troisième  degré,  qui,  par  conséquent,  aura  trois  ra- 
cines. On  peut  disposer  arbitrairement  de  deux  de  ces 
racines,  car  les  coefficients  p  et  </  sont  indéterminés. 

Abel  ('),  et  après  lui  d'autres  auteurs  (^),  donnent 
à  l'équation  (2)  la  forme 

(3)         (1  — :i-^)(i  — A-2.r2)  — (a^-f-  '^x^y=f{x)  =  o. 

Cette  équation  a  six  racines 

±Xx^     ±Xi,     àzx-^. 

Si  X,,  X2,  x-^  satisfont  à  l'équation 


(')  Œuvres  cofiipfètes,  t.  I,  p.  538;  iSSi. 

(  =  )  .1.  Bertrand,   Calcul  intégral,  p.3H?.;  i<S-o. 
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les  racines  {—Xi),  (—-^2),  (—-^3)  satisferont  à  l'équa- 
tion 

A.r  -{-  (XX  -r-  '^x^  =  o. 

Prenant  la  diirérentielle  totale  de  (3),  nous  aurons 

f'(x)  dx  —  1 1xix  doL  -h  x^  d'^  )  =  o, 

d'où 

—  =  2  -— —  dy.  —  2  -r. di 

A.r  J  i^r)  J  (^) 

ou 

X'  dx  x^       j  ^^      jQ. 

=  7. «a  H-  ■?.  -^j-, "P" 

A.r  ./  (^)  f<^) 

pai'  conséquent, 

3  3  ^  3  _, 

1  1  1 

D'après   le  théorème   bien   connu  d'Euler    ('),   nous 

aurons 

3 


1 


/'(.r/)  -.S 


ft2 


donc 


a-r  <:/.r/  _        d^ 


2d     A.r/ 


lFoÙ 


.r -  <r/.r/         /•  ''^ .r 2  dx.  C  ' ' ./•  ^j  dx,         \ 


r'^T;  dXj         r'-'xldx.  r    '.ri  dx, 


? 


(')  llAi.rnKN,   'l'roitr  des  fonctions  cl/ipti(jiu's  et  de  leurs  appli- 
(•(itions,  I.  I,  |>.   '.'l'I,  -M-:  iSSd. 


(  '^'n  ) 

Dans  c(îtte  t'qualioii,  on  peut  disposer  arbilrairemcnl 
des  raeines  .r,  et  x^.  Supposons  x,  =  .ro=o,  il  en  ré- 
sulte nécessairement  .r3  =  o  ('),  et  comme  —^  =  x~^xlxl^ 
si  nous  avons  x,  =  Xi  =  .^3=  o,  on  obtient 


P 


o; 


do 


tioiic 


const.  =  o 


et,  par  conséquent, 

^T'idji         f*'^'^x\  dxi         f'*xldT3 


Aa".-) 


=  .r,.r  2^-3  • 


Reinniw/un.  —  La   propriété  des  racines  ^<,  jTo,  jTh, 
par  laquelle,  si  Xi  =  X'2=  o,  on  a 


peut    être   démontrée    de   la    manière    suivante.   JNous 

avons 

a. 7-1  -H  9j.r]  —  A^i  =  o. 

CLX.2-+-  p  .ri  —  Aj'2  =  o. 

a.r.j  -r-  p  J"j|  —  Aa?3  =  o. 

d'où 

Xi      x\      A.r, 

x^      x'i      A.r  2 

X;i      xl      A,/-3 


En  faisant  Xi  =  o,  on  obtient 


0 

0 

I 

X.y 

;/•;$ 

I      .r2 

.r.i 

xi 

A.r., 

— 

— 

>^3 

x] 

I      ./•?, 

^3 

xi 

A^3 

=  o, 


ou 


r^  =  :rl. 


(')  Berthand,  Calciif  intégra/,  p.  .')Si:  1870. 
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Si  donc  X2=  o,  nous  aurons 

.r^  =  o. 
2.   De  l'équation 

^T  J'{.T)  J  (.r)      ' 

on  déduit 


- —  =  2  dy.  7   -7;7- h  2  <:/  3  >    — 

1  1 


d'oi:i 


n'uixi       r'-dx,      r'''dx^ 

Posons 

r'Vir  /""^'^/x  r'\lx 

nous  avons 

Ui  -\-  «o-f-  1/3  =  o, 

I/équation  (4)  nous  donnera 


[    llfi  X  ?/2  X  (  «1  -r-  f<2  ) 


'  ^"i  ^l'i  ^"3 

I        =  l^-ifidui--    /       \-^u.,dii,-~  i      l^-n 


du. 


Supposons  que  u^  soit  une  quantité  conslanle,  alors 

du  ^  =  —  du^- 
Va\  dilléreiiliant  (()^  i'elali\  emeiil  à  // , ,  nous  aurons 

—  X(  /^l  H-  U-i  )(  |Jl  //|  V  //,   X  //o  —   \X  //o  V  //2  X  //|  )  =   X-  U  X  —  X*//j. 


d'où 


ou 


(   209  ) 

K(Ui-h  «2)  =   ç c 

A  a  1   [X  Ll-i  V  lU  —  KUi\XU^  V  Ui 


(  8  )  lyu,-^.u,)==  ___^_^____ 

Nous  voyons  avec  quelle  simplicité  on  obtient  la  for- 
mule fondamentale  de  la  tliéoiie  d(;s  fonctions  ellip- 
tiques proprement  dites.  L'addition  des  arguments  ellip- 
tiques du  n"  3,  troisième  espèce,  est  obtenu(î  tout  aussi 
siniplement,  quoicjue  le  calcul  en  soit  plus  compliqué. 

Nous  avons  évidemmcîut 

rli  -h  , rr. «  3 . 


(-^)- 


(  a-  —  X-  ) /■' ( ./•  )  (  «'/■■  —  y-  )  /■' f  ./•  » 

tn  décomposant  les  deux  fractions 


•y.a-x  o.a-j'^ 

{(i^—x'^)f{x) '      (a-^-~  x-^)f'{x) 

d'après  les  règles  bien  connues,  nous  aurons 

•>a-x  a-      /       \  T      \         o{x) 


{a-^—x-^)J"(x)'    f'{a)\a  —  x        a -r- x  J       J'\x) 


(«2_  x'i-)f\x)       /'(«)  \a  —  x        a  -^  X  j       /'(  x )' 

ici  le  degré  de  ^(x)  est  moindre  que  le  degié  dey^(.*), 
et  le  degré  de  ^(x)  moindre  que  le  degré  / '(.r). 
Par  cette  raison, 


2: 


dxi 


.  -  -4  I  A.r 
a- 


1 
Ann.  de  Mathéniat.,  3"  série,  t.  VIll.  (Mai  i^Sy.)  14 


(  ^-'^^  ) 

Mais 

f'icf) 


1 


par  conséquent. 


a  —  Xi        a  —  Xi  j         f{<^)  ^ 


(Jxi  a-  a'* 


^1    ■'•\.     J^'"     J^">  ' 

Eli  posant  y.a  -\-  ^(jcl^  =  C,  nous  avons 

y  (  rt  )  (  Art  j2  —  ^-^  2  Art  \  Art  -^  ^  ^CL  -'Lj 

et,  par  suite, 


^    /      - — ^^^. =  -^iogCT"      ^"      :^)  -C. 


r/.r,-  a     ,       /  Art  -f-  art  h-  3«"  \- 

r=i  lo""  ( 

.yjX  2  Art      °\Art  — art—  iirt= 


Si  Xi  =  Xo  =  j:^3  ^=:  o,  on  obtient 

K  =  ce,  a  =  ce,  —  =  x, 

■^  a  ' 


par  conséquent  C  =  o^  donc 


dxi 


'    U      l'-i)^-^' 


rt.     ,       /  a  rt  H-  3  «^  -+-  Aa  \  2 

loiïi  F 

'2  Art      "\art-hprt3 — Art/ 


4.   L'équation  d'Abel 

se  transforme  en  celle-ci 

,7-''  '  x'*        x-^        \.r2        fy 

En  remarquant  que  —  est  la  fonction  linéaire  cl  en- 
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lière  de  la  foiicLiou  pti  (W(M(;rslras.s),  l'injualioii  (i^,  ic- 
lativenient  à  la  fonclioii  j)/«,  sera  de  la  lovnw. 

(2)         f(x)  ='4p3M  —ff^pu-  ^r.^—(apu-t-by=  o, 

pu  =  X. 

M.  Halphen  emploie  celte  équation  dans  son  imj)or- 
tant  ouvrage,  que  nous  avons  eu  déjà  l'occasion  de  citer. 
Par  un  raisonnement  très  sim])le,  on  obtient 

,  db  ^      t 


(3) 

Wi-F  W2H 

D'ailleurs, 

^P«i 

<r/wi  =  "?. 

Or 

2 

Xx 

f'i^i) 

par 

conséquent 

) 

I. 


.r,  db 

-1 

x\  da 

1 

3 

,9 
T 

\ 

/'( 

X,) 

"  k' 

da 

"V^  ,  aa 

(4)  \     I   puidui= \- const.  =  7Ïz^pui-T- pii2-+-pih-T- C. 

Posons  U2  =  const.  ;  alors  r//f,  =  —  duo. 

En  différent!  an  t  (4)  relativement  à  /f,,  nous  aurons 

p'ui  —  p'  u'^ 

(5)  pih-pih^-^  -7-  ' 

lVpUi-+-  pU2-hpU3 

d'où 

1    fp'Ui ,p'«2\^ 

^    ^  y  '     ^  '     ^        4  \  pu^  —  pu^  / 

C'est  la  première  formule  fondamentale. 


(  2ia  ) 
De  réqnation  (4  i  on  dédait 

,.,    '  I  [^-.r(^->-)H 

OU  2=  =  I  . 

Posons  w<  —  Uj —  iVs=  o. 


7;-/  (r'-p")''" 


« 


nous  aurons 


2      pui  —  pu* 


d'où 


ou 

iZ(ui)  —  fr(«j  —  //•  )  -f- 1(  t/j  —  «•  '1  =  /  — — — ^ -îC. 

Posons  !/<  =  Cî>  (une  demi-période);  alors 

^(«t=:T,.        ^(t!i  — itji-T-^(«u— 1/2  )  =  2T,.        p'oi  =  o: 

par  conséquent. 

C  =  o. 

i    p'  Ut  —  p'tf* 
^  a    PM|  — pwi 

En  posant  ici  lim(ii|)  =  o.  nous  voyons  que  la  partie 
principale   du  premier  membre  de  cette  équation   est 

-»  el  celle  du  second :    par  conséquent, 

I  =  —  I, 
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et  Ton  a 

C'est  la    seconde   formule   foudauieutale    (  Hjllphex, 
p.  i38). 

6.   Remarque.  —  LVxaclilude  de  1  équation 


peut  être  démontrée  comme  il  suit. 
Posons 

^      /    À*  M/  dUi  =  À  A  Ml  À  /y  j  A  ttj, 

1 
où 

k  =  —  l. 

En  didérentiant  relativement  à  m,,  ou  obtient 

À- M,  —  Àî/fj  —  A"  /(  Wj  -i-  ;/2  )(À//3  ÎXMi  VUi —  XM|  ILIif  VUf). 

En  posant  ici  //2  =  o,  nous  aurons 

d'où 

A  =  —  I.  c.  Q.    F.   D- 
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SllR  LES  LIGNES  DE  COIRBIRE  DE  L'ELLIPSOÏDE 
ET  LES  SYSTÈIIES  ORTHOGO\Al\  DU  SECOXD  ORDRE; 

Par  m.  le  vicomte  de  SALVERT, 

Docteur  es  Sciences, 
Professeur  à  la  Faculté  libre  des  Sciences  de  Lille. 


Si  on  laisse  de  côté  le  point  de  vue  géométrique,  pour 
n'envisager  que  les  conséquences  analytiques  et  le  parti 
qu'on  en  peut  tirer,  le  principal  intérêt  qui  s'attache 
au  problème  de  la  détermination  des  lignes  de  courbure 
d'une  surface  donnée  consiste  en  ce  que  la  connaissance 
de  ces  lignes  permettra  de  former  immédiatement  un 
système  de  coordonnées  orthogonales  sur  cette  surface, 
dont  l'emploi  facilitera  notablement  ensuite  la  solution 
de  la  plupart  des  questions  soit  géométriques,  soit  mé- 
caniques, que  l'on  pourra  se  poser  à  propos  de  cette 
surface.  En  second  lieu,  cette  solution  supposée  ob- 
tenue constituera  un  premier  pas  vers  la  solution  d'un 
problème  encore  plus  important,  mais  bien  autrement 
difficile,  à  savoir  la  recherche  d'un  système  triple  or- 
thogonal (en  supposant  qu'il  en  existe  un)  dont  la  sur- 
face donnée  fasse  partie.  Aussi  la  solution  du  problème 
des  lignes  de  courbure  d'une  surface  donnée  doit-elle 
toujours,  à  notre  sens,  être  pouisuivie  sans  pt^rdre  de 
vue  ce  but  capital,  et  la  méthode  employée  pour  cette 
recherche  nous  semblera-t-elle  meilleure  ou  moins  bonne 
suivant  qu'elle  y  tendra  plus  ou  moins  directement. 

Oi"  la  plupart  des  auteurs  des  traités  d'Analyse,  lors- 
qu'ils  veulent   montrer,   à    propos  de   l'ellipsoïde,  une 


(  2'^'  ) 

application  de  la  niélhodc  générale  donnée  [)Our  (cl 
objet,  présentent  la  solution  sous  la  forme  donnée  par 
Monge,  laquelle  suffit  bien  à  la  vérité  pour  mettre  en 
relief  la  propriété  géométrique  essentielle  de  ces  lignes 
de  courbure,  à  savoir  que  leurs  projections  sur  les  plans 
principaux  de  la  surface  sont  des  ellipses  ou  des  hyper- 
boles, mais  remplit  fort  mal  par  ailleurs  la  condition 
fondamentale  que  nous  venons  de  rappeler,  ])ar  suite 
de  radicaux  qui  s'introduisent  forcément  dans  ces  é(]ua- 
tions,  lorsque  l'on  veut  représenter  isolément  l'un  ou 
l'autre  des  deux  systèmes  de  ces  lignes  de  courbure. 

Il  nous  a  semblé  que  l'on  pouvait,  au  contraire,  diriger 
l'applicalion  de  la  méthode  générale,  c'est-à-dire  l'in- 
tégration des  équations  classiques  que  l'on  sait,  de  façon 
à  donner  pleine  satisfaction  à  ce  desideratum^  en  s'ar- 
rangeant    pour    obtenir   cette   même   solution    sous    la 
forme  symétrique,  si  simple  et  si  commode,  que  donne 
immédiatement  l'application  du  théorème  de  Dupin  au 
système  triple  des  surfaces  homofocales  du  second  ordre, 
mais  sans  supposer  en  quoi  que  ce  soit,  bien   entendu, 
l'existence   de  ce  système.  Et,  dès  lors^   cette    solution 
une  fois  obtenue  constiiuera  une   voie  non  seulement 
légitime,  mais  qui  sera  peut-être  la  plus  logique  et  la 
plus   naturelle  (nous  ne  disons  pas  pour  cela  la   meil- 
leure et  la  plus  rapide)  pour  arriver  sans  ellort  d'inven- 
tion à  la  notion  si  féconde  de  ce  remarquable  système, 
notion  en  réalité  fort  compliquée,  malgré  l'apparence  de 
simplicité  qu'elle  doit  à  sa  merveilleuse  symétrie,  et  que 
les  illustres  inventeurs  Lamé  et  Jacobi  posent  d'cîmblée 
dans  leurs  Ouvrages,  comme  par  une  sorte  de  divina- 
tion, sans  avoir  jamais  fait  connaître  par  quel  enchaî- 
nement logique  de  raisonnements  et  de  calculs  ils  étaient 
parvenus  effectivement  à  la  découvrir. 


(21(5) 

I.   Il  suffira  pour  cela  de  aietlre  à  profit  la  remarque 
suivante  : 

Etant  donnée  une  surface  quelconque 

si  l'on  suppose  que  l'on  ait  déterminé  par  l'intégration 
de  l'équation  différentielle  connue  l'ensemble  de  ses 
lignes  de  courbure,  et  que  l'on  représente  par  a  et  jjl 
les  paramètres  correspondant  à  chacun  des  deux  sys- 
tèmes, cet  ensemble  sera  alors  défini  par  trois  équations 
telles  que 

(i)       F{x,y,z)=--o,         Fi(x,y,z)  ^l,         F^i-v,  y,  z)  =  [x, 

et  l'on  obtiendra  isolément  soit  le  premier,  soit  le  se- 
cond système  en  associant  la  seconde  ou  la  troisième  de 
ces  équations  à  la  première,  qui  est  par  hypothèse 
l'équation  de  la  surface  donnée. 

Or,   si  l'on  suppose  ces  trois  équations  résolues  par 
rapport  à  x,  y,  z,  c'est-à-dire  mises  sous  la  forme 

(2)         'x^f{l,ix),         jK=o(X,îXj,  z  =  'l{l,ix), 

on  pourra  envisager  ces  trois  dernières  équations  comme 
représentant  isolément  à  volonté  l'un  ou  l'autre  des 
deux  systèmes,  à  la  condition  d'y  considérer  comme 
une  constante  celui  des  deux  paramètres  X  ou  u.  qui  lui 
est  relatif,  et  l'autre  comme  une  variable  auxiliaire  ana- 
logue au  temps  ou  à  l'arc;  de  courbe,  en  fonction  de 
laqueUe  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  sont  exprimées,  et  qu'il  y  aura  avantage  dès 
lors,  par  une  raison  évidente  de  symétrie,  à  prendre 
pour  variable  indépendante  dans  tous  les  calculs  relatifs 
à  cette  courbe. 


(  ■->?) 

Cela  posé,  l'équalion  dilïérenliellc  des  lignes  de  cour- 
bure, (|ui  est  en  générai,  pour  la  surface  ¥(x,y,  z)  =  o, 


cix  \  dx  ) 

dV         , / dV 

dV         , IdV 


dans  le  cas  particulier  de  l'elli^jsoïde 


o, 


(3) 

est  la  suivante 


x'- 


62 


^=' 


dx^     —  î 


a-^ 

a2 

<^J. 

Y 

^2 

dz, 

S' 

r/5 

C2 

=  o, 


il(;;.-p)'<>'^-|^(^-;;i)"='^ 


ou 


laquelle,   en   multipliant    par   \xyz^   peut   encore    être 
écrite 

.-,  \  ^^  "^y  ^(x  ^'  -^  '^^ 


(^'-^^)::5  -^2- 


a- 


c^ 


(4) 
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Or,  si  nous  envisageons  d'abord  spécialement  le  pre- 
mier système  de  lignes  de  courbure  au  paramètre  ).,  et 
Cjue  nous  nous  proposions  d'obtenir  des  équations  sous 


(  2.8  ) 
la  forme  (2),  en  y  coiisidéranl,   ainsi  que  nous  l'avons 
explique,  |x  eomme  une  variable  auxiliaire,  on  aperçoit 
de  suite  qu'on  pourra  satisfaire  aux  deux  équations  (3) 

et  (4)  en  prenant  pour  —  5  yr'  -^  des  fonctions  linéaires 

de  la  variable  indépendante  |jl,  c'est-à-dire  en  posant 


^  =  Gi|j.-;-G'i, 


iT  dx 
'?.y  dy 
iz  dz 

C2 


=  Al  d'i., 
=  B,  dix, 
=  Cl  d'j.. 


les  coefficients  A,,  Bi,  C,,  A',,  IV^,  C,  étant  dès  lors  des 
fonctions  de  X,  car,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  les 
deux  équations  (3)  et  (4)  qui  définissent  les  lignes  de 
courbure,  devenant 

(Al -X-  Bi --  Cl )ix  -f- a; -f- B'i -^ C,  -  I. 

[(^,2_c2)(A,;x-+-A'i)B,Gi-i-(c2-a2)(B,jj,H-B'i)G,A, 

-^  («2  —  62)(Gi  ;jL  -+-  G',  )  A,  B,  ]  dix-'  -^  o, 

dont  la  seconde  se  réduit  simjdenient  à 
A,BiGi|^(^2_e.2)^  +  (e2_«2;)|L_^(,,2_^2^^J,/,^2^o, 

on  voit  imniédiatement  qu'elles  seront  vérifiées,  en  dis- 
posant des  constantes  de  manière  à  satisfaire  aux  trois 
conditions 


(i) 


V,H-Bi--G,3.o,         A',--B',-^C',  =  1, 

(,,2_/,2^^  =0. 


(6)       iO-'-c')'h  _^(c-2_a2)l^ 

Al  13 1 


<-, 


On  reconnaîtrait  exactement  de  même  (|ue  Ton  ob- 
tiendra les  équations  du  second  système  au  paramètre  u. 


(  -^^'î;  ) 

j-1  yi  ~i 

vn  prenant  pour  '—-■,  —•,  —,  les  fonelioiis  linéaires  de    a 

i  A  a-     (}'      c- 

^  =  A2X  4-  a;,       ^'  =  B2 A  -+-  ii,,       -,'  -  C2X  -f-  c;, 

dans  lesquelles  les  coelïicienLs  Ao,  lîj,  •  •  -,  ^>^i  <Ji''  sont, 
par  hypothèse,  des  i'onclions  de  ix,  vérifieraient  les  eon- 
ditions 

(7)  Aa-hB.-^Co^  o,         A',-h  B'2-}-C;=  I, 

Ainsi    done    on   pouria   ohtenir   siniullanément    les 
trois  équations  des  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure 

'Y'2  l'S  7^ 

sous  la  forme  (2),  en  prenant  pour  —5  y^ ,  —  des  ex- 
pressions qui  soient  linéaires  à  la  fois  par  rapport  à  A  et 
par  rapport  à  [jl.  On  satisfera  à  eette  double  condition 
de  la  façon  la  plus  simple  possible,  en  prenant  pour 
ces  quantités   des   expressions,  telles  que 

|^;-A(X-^-)(;x+/), 

(9)  {  •^-B(À-i-/0([J.-l-m), 

^  =G(X-i-/0(!x-^/i), 

les  coefficients  A,  B,  C,  ^,  A,  A,  /,  ///,  n  étant  à  présent 
de  véritables  constantes,  auquel  cas  ceux  que  nous 
avons  appelés  précédemment  A,,  B,,  .  .  . ,  C'^  *,  Ao,  •  •  -, 
C.,  auront  alors  pour  expressions 

A,  =  A(X  ^  g),  B,  =3B(X  +/0,  C,  =  C(X  -h/.), 

a;  =  A(X  +  g)L  B,  =  B(X  -h  h)nu  C.  =  C(X  -h  l<)iu 
A2  =  A(  ;j.  -i-  / ),  Bo  —  B( [Ji  -+-  m)'  f^2  =  ^^A\^  +  «)» 
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Avec  CCS  valeurs,  les  coiidilions  (5)  et  (j)  étant  alors 

(A-i-B-F  G)X  -^A^   ^BA     -f-GA:    =  o, 
(  A  -f-  B  H-  G  )  [JL  -I-  A  /     -^  B  /n    -^  Cn    =  o, 

(  A  /  -f-  B  /?i  -T-  G  Al  )  X  -i-  A  ^/  —  B  hni  -f-  G  Un  =  i , 
(  A^  H-  B /i  -^  G k)\x  +  A  /^  -^  B mA  -r-  G iik  =  i, 

exigeront,  pour  être  satisfaites  quelles  que  soient  \  et 
[Ji,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  ligne  de  l'un  ou  l'autre 
système  que  l'on  considère, 


(lO) 

A     - 

-  B     -i-  G     =0, 

A  gl  -'-  B  hm  -^  G  kn  —  i , 

(II) 

A^-- 

-B/i-t-G/.=.o, 

A  /     -T-  B  /;i    -r-  G  /i    =  o. 

Enfin  les  deux  conditions  (6)  et  (8)  deviendront  de 
même 


{11) 


{b-^—c^)l  -+-(c2—  a2)m-^(a2_  è2)/i  =  o, 

(è2_c2)o-^(c2_   «2)7^     -~(a2—  è2)A-  =  O. 


Outre  les  conditions  (lo),  (ii),  (12),  une  nouvelle 
équation  entre  les  constantes  résulte  de  ce  que  les  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  se  coupent  orthogonale- 
ment,  condition  exprimée  dans  le  cas  actuel  par  l'équa- 
tion 


(i3) 


dcr  â.T        ùy  Oy        âz  dz 


car,  au  point  de  rencontre,   les  cosinus  directeurs  de 
l'élément  de  ligne  du  premier  système  sont  évidemment 

^      ,    ùx     ôy     <)z  ,  ,  ■    1  1      •     1  ' 

lîrouortionnels  a  -—5  -^5  -— -,   a  étant  la  variable  inde- 

A        ^  o\j.      fJ'x      fhx      ' 

])endante  pour  cette  courbe,  et  A  une  constante^  et  de 
mêm(;  les  cosinus  directeurs  de  l'ékMnent  de  ligne  du 

,  ,  .  ^      ,    à.r      dy     dz 

second  système  sont  proportionnels  a  -y»   ~ri    c^,   ces 

différentes    dérivées    étant  les   dérivées   partielles    que 
fournissent  les  expressions  (2). 


(  ='-'^-'  ) 

Or,  si  l'on  a  égard  aux  valc'urs  (9)  de  .r,  }  ,  z,  c|ul 
ropréscntent  ces  expressions  (r>.)  dans  le  cas  actuel  cl 
qui  deviennent,  en  extrayant  les  racines, 

(i4)  \  y  -  "  6v/B(X4-/0((JtH-m), 


\   z^±  cv/C(X-^/')((x-+-/i); 
d'où  l'on  tirera 

ôx  _  _^  rt  v/A       /  (jl  -t-  /  ^).r  _  _,     «  V^       /a  -4-  4'- 

f>K  _  _^  ^y/B     /{T-w^  ^  _  -4-  ^yï^     /  X  -h  /i 

c^X       "  "      2      y/    K -~  h  0\x  -2      y    |ji-i-m' 

<)z  _       c  yC       /[x  -i-  /i  ^^^  _  _t_  *"  v/^^      /^^  "•"  ^'" 

la  condition  ci-dessus  (i3)  est  simplement,   en  multi- 
pliant par  4  5 

Aa2_^B62^Gc2=  o. 

Si  Ton  joint  cette  dernière  équation  à  la   prt;mière 
équation  (10),  et  qu'on  les  mette  sous  la  forme 

A  B  G  ^ 


/?2_c2        c^~a^        a^--h^ 

en  introduisant  une  nouvelle  indéterminée  (j,  on  voit 
qu'on  pourra  les  remplacer  par  les  trois  autres 

(i5)     A-:(è2-c2)G,       B=^(c2-a2)G,       C  =  (c2_«2)G, 

et  dès  lors,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions (11)  et  (10),  et  remarquant  que  les  premières  se 
confondent  alors  avec  les  équations  (12),  on  voit  que 
l'on  n'a,  en  définitive,  à  satisfaire  jusqu'ici  qu'aux  trois 


{a^- 

b'- 

'■)n 

= 

o, 

{a^- 

b'- 

'■)k 

= 

o, 

ia^-- 

62 

)kn] 

■= 

I. 

(  lll  ) 
seules  conditions 

(16)    I        (b'^—c'')g-    -^{c-^—a'')h 

Mais  la  symétrie  complète  manifestée  entre  les  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  par  ce  fait,  que  cet  en- 
semble de  conditions  subsiste  quand  on  y  permute  en- 
semble les  deux  groupes  (^,  /i,  /r),  (/,  m,  /z),  impose  de 
plus  trois  dernières  conditions,  qui  achèvent  de  déter- 
miner les  constantes  (ou  plus  exactement  leurs  rap- 
ports). Il  faudra,  en  elFet,  dans  ce  même  ordre  d'idées, 
que,  si  l'on  a  obtenu  par  les  formules  (i4)î  à  l'aide  de 
ces  dernières  équations  (i5)  et  (16),  une  solution  du 
problème  correspondant  à  un  certain  système  de  valeurs 
des  coefficients^,  /i,  ^,  /,  m,  n,  G,  on  obtienne  encore 
une  nouvelle  solution  avec  ces  mêmes  valeurs  en  per- 
mutant les  paramètres  \  et  |jl  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  en  écrivant  dans  les  formules  (i4)  g,  h^  h  à  la 
place  de  /,  w,  n,  et  vice  versa.  Dès  lors,  il  est  nécessaire, 
pour  l'identification  des  valeurs  (9)  ou  (i4)  correspon- 
dant aux  deux  solutions,  que  l'on  ait 

^  =  /,         h  =  m,         /{  z=  n. 

Etant  données  ces  nouvelles  conditions,  le  mode  le 
plus  simple  de  satisfaire  aux  deux  premières  équa- 
tions (16)  consiste  à  prendre? 


('7) 


La  premièie  de  ces  deux  solutions  est  inadmissible, 
parce  qu'il  en  résulterait  par  la  dernière  équation  (16) 
pour  (j,  et,  par  conséquent,  par  les  équations  (i 5)  pour 
A,  B,  C,  des  valeurs  inlinies.   En  adoptant  donc  la  se- 


I 


soit 

^  =  1  =  1. 

h  =  m  =^  \ , 

A  =  n  =  ï, 

soit 

g=.l=.a\ 

h  =  m  =  b'-, 

h  :^  n  =  ci 

(  'i'ï6   ) 
coiîdc,  on  aura,  au  contraire, 


G  = 


(62— c2)a*-h(c2— a2)^v_j_(«2_^2)e^ 

(i8)       '  ^  ^  ^  ' 


t'I,  par  suite,  pour  A,  B,  C,  par  l(;s  équations  (i5), 

I 


A  = 

B  = 
G  = 


(a2—  62)(a2—  c2)' 

I 

(62—  ci){b-^—a'^)' 

I 

(c2—  a-^){c-~  b-)' 


En  reportant  enfin  ces  valeurs,  ainsi  rpie  celles  (17) 
de  g",  /i,  /f,  /,  7//,  7Z,  dans  les  expressions  (9),  on  aura 
définitivement,  pour  les  équations  de  l'ensemble  des 
lignes  de  courbure  de  la  surface  proposée  (3), 


('9) 


\  «2        (al-  b'^){a^—c-^) 

;  j2  _  (b-.-^  i)(b-^-^  IX) 

j     62    "~    "(6^—  C2)(62—  «2)" 

I    £2    _      (c2_a_X)(c2-|-  IX) 
C2     "~    (c2_r^2)(c::—  62)' 


La  solution  du  problème  des  lignes  de  courbure  étant 
ainsi  obtenue  sous  la  forme  (2),  on  pourra  la  mettre 
sous  la  forme  des  équations  (i),  en  écrivant  tout  d'abord 
ces  trois  dernières  équations  de  la  façon  suivante,  en 
égard  à  la  seconde  expression  (18)  de  G, 

X^  ^2 C2 

—  =  7^  [«M- (À  -f-  (jL)a2-+-  Xfji], 

Cl"  —  'j 


(20)  {  -^  ==  -— -ç,-  r64-i-(X-4-{x)62+X|i.|. 


j2  _  C^  — « 
"F  ~  "^^^ 
52  (il b' 

—   =      __  ^     [  c'^  -h  (X  -i-  ix)c'-  -^  XaJ, 


(  ''M  ) 

puis  ces  dernières  elles-mêaies,  en  les  multipliant  res- 

«2  ^'2  ^2 

pectivemeiit  en  prc.'inier  lieu  par  —"7^'  j 


a'' 


puis  en  second  lieu  par  -— j    ,— 

les  transformera  dans  les  suivantes  : 


2-1-  A 
C2 


\X 


C2  --  A  ' 

1    ce  qui 


x^ 


i'n) 


a^H-  A 

y' 

62 -i- 

À 

„2 

c2-r- 

). 

.r2 

«2-4- 

I-»- 

.r^- 

62  + 

l-^ 

"2 

ai{b'-—  c2) 
—  G 

r2ù/2_^2) 

="G 

n^ib^'—  c2) 

=^G 
b^-(c^-—  «2) 

=^G 
c2(a2_è2) 


(  «2  +  ,j^  )^ 
(62-,^), 

(c2  +  ,aj: 

(r/2_,_Àj. 
(62-^- À). 

rc2-^À): 


dès  lors,  en  ajoutant  membre  h.  membre,  d'une  part  les 
trois  équations  (210),  et  d'autre  part  les  trois  écjuations 
de  chaque  ligne  du  groupe  (21),  et  tenant  compte  de  la 
première  expression  (18)  de  (t,  on  obtiendra 


(9.9.) 


^2 
«2 

ip2 


'62 

y- 


a2_uX 
^2 


62  -t-  X 


=  I, 


I, 


a^ 


62 


C2  -I-   [JL 


Les  lignes  de  courbure  appartenantà  cliacun  des  deux 
systèmes  sont  donc  tracées  sur  rellipsoïde  par  deux  fa- 
milles de  surfaces  du  second  ordre,  à  centre  unique, 
homofocalcs  entre  elles  et  avec  la  surface  proposée,  c'est- 
à-dire  dont  les  sections  principales  admettent  les  mêmes 
foyers.   La  condition  que  chacune  d'elles  doit  remplir 


(  :^75  ) 
lorcémcnl  (](,'  ('r)n[)('r  <'ii  iiit  point  lécl  ;i  la  lois  la  siiilaci; 
pr()pos(''0  et  loulcs  les  surf.Kcs  dv,  l'aulrcî  laniillc  exii;(î 
(jU(î  (^liacmn;  des  trois  suirat.'cs  (22)  appniiic.Miic  à  \\i\r 
variété  (liHéiUMitc,  c'est-à-dire  que  les  deux  dernières 
soient  deux  liyp(;rl>oloïd<'s,  l'un  à  une  nappe  et  l'autre 
à  deux  nappes. 

Jl.  C(î  résultat  important  étant  aecpiis,  (juehjues 
mois  suffiront  maintenant  pour  s'élever  de?  là  à  la  notion 
du  système  orthogonal  des  surfaces  du  second  ordre  et 
du  uièine  coup  pour  poser  les  formules  fondamentales 
du  système  des  coordonnéiîs  ellipti(jues. 

En  ell'et,  l'identité  d(!  forme  que  présentent  les  équa- 
tions des  deux  deinières  surfaces  (2:>.  )  invite  tout  natu- 
rellement à  appli({uer  la  solution  (pii  [)récède  à  une 
famille  d'ellipsoïdes  dv,  même  forme,  c'est-à-dii(?  avant 
pour  équation 

.7'-^  r^  z^ 

(23)  — h  -rt ^  -^—  =  I. 

a--i-v         6^-hv         c2+v 

Il  sufiira  évidemment  pour  cela  d(î  changer  a-  en 
^t,'^  -h  V,  h-  en  b-  -\-  v  et  c-  en  c-  -f-  v  dans  la  solution  (19) 
et  dans  les  équations  (22)  qui  en  découlent.  On  aura 
ainsi  tout  d'abord  pour  les  trois  premières,  en  chassant 
les  dénominateui's  des  premiers  nnîmbres, 

(„,  _(a2_|_X)(rt2H-JJl)(«-H-V,l 

(24)  .    J 


.,  _    (/>2H-  X)(/v2-f-  .U.)(>2-i-v) 


(62—  C2)  (62—  «22) 
/     .._    (c2-^X)(c2_4_,^)(c2^,) 
\     ^'        "  (C2—  a2)(r2—  62) 

Quant  aux  autres,  c'est-à-dii'e  aux  deux  dei-nières 
équations  ('^2),  il  est  clair  que  les  deux  familles  de  sur- 
faccvs  qu'elles  re])résentent,  étant  complètemenl  définies 

Ann.  (le  Maf/ic'mat.,  3"  série,  t.  Mil.  (Mai  iSS.).)  i5 
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par  CCS  s(!ulcs  coiulilions  d'avoir  à  la  fois  mcnic  centre, 
mêmes  plans  principaux  cl  mêmes  fojers  pour  les  set- 
Lions  principales  que  la  surface  (3),  tout  en  appartenant 
chacune  à  une  variété  différente,  subsisteront  sans  mo- 
dification lorsqu'on  substituera  à  la  surface  particn- 
bère  (3)  la  famille  de  surfaces  (28)  qui  la  comprend, 
et  qui  a  toujours  même  centre,  mêmes  plans  principaux 
et  mêmes  foyers  qu'elle. 

Or  il  est  bien  clair  que  la  solution  que  nous  venons 
d'obtenir  ainsi  pour  l'ellipsoïde  nous  fournit  en  même 
temps  celle  relative  à  l'un  et  l'autre  des  deux  hyperbo- 
loides,  car  nos  raisonnements  ni  nos  calculs  ne  supposent 
en  cjuoi  que  ce  soit  que  les  constantes  a-,  /v-,  c^  soient 
toutes  trois  positives^  il  faut  seulement  que  l'une  d^entre 
elles  le  soit,  afin  que  la  surface  (3)  ne  soit  pas  imagi- 
naire. Cela  posé,  vu  l'analogie  complète  de  forme  entre 
les  équations  des  trois  familles  (22)  vt  (23),  il  résulte 
de  ce  qui  précède  que  l'une  quelconque  d'entre  elles  est 
coupée  par  les  deux  autres  suivant  ses  lignes  de  cour- 
bure, car  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique; 
indilîéremment  à  toutes  les  trois;  la  tangente  à  l'inter- 
section de  deux  quelconques  (b;  ces  surfaces  est  donc  nor- 
male à  la  troisième,  ce  qui  revient  à  dire  que  les  trois 
surfaces  forment  un  système  triple  orthogonal. 

Pour  que  lc;s  trois  équations  de  même  forme  (22) 
et  (23)  représentent  chacune  une  variété  dilfé rente  do 
surfaces  du  second  ordre,  il  faut  évidemment  que  le  pa- 
ramètre de  chacune  soit  renfermé  entre  des  limites  qui 
lui  soient  propres.  Or,  si  l'on  suppose,  suivant  l'habitude, 
rt-^Z)-^(.'-,  et  si  l'on  convient  d'appeler  )v,  -jl,  v  les 
paramètr(;s  correspondant  respectivement  à  la  familh; 
d'hyp(;rboloïdes  à  une  nappe,  à  celle  d'hyperboloïdes  à 
deux  nappes  et  à  celle  des  ellipsoïdes,  on  aura  tout  d'a- 
bord comme  coiulition   nécessaire  (h;  réalité  de  ces  trois 


(  '''>■!  ) 
surrac.cs 

a''- -\-  À  >  (),         a^-h  ;/.  ;^  (>.         rt- -h  V  >  o; 

lo  classement  imposé  des  trois   siiifac(,'s   entnî  les  trois 
variétés  que  nous  venons  rie  dire  exigera  en  oulri; 


62  -T-  A  <  O, 

62_H;jl>(), 

//2_,.v  >  (., 

C2  4-X  <0, 

c2-h   |X  >  O, 

c2-4-  V  >  O, 

c'est-à-dire  simplemc'nt,  en  rapprochant  les  conditions 
précédentes, 

(25)  _  a2<X  <  — 62<   [jL<_c2<  V. 

On  reconnaît  de  suite  qu'en  supposant  a,  ijl,v  astreintes 
à  ces  conditions,  les  expressions  (2/1)  fournissent  con- 
stamment pour  x^  y^  z  des  valeurs  réelles.  D'autre  paît, 
on  s'assure  sans  peine,  par  des  substitutions  convena- 
bles dans  le  premier  membre,  que,  quelles  que  soient 
X,  j',  z,  l'équation  du  troisième  degré  en  p 

.^2  72  ^2 

«2-4-  p  62 -f-  p  c2-i-   p 

a  toujours  ses  trois  racines  réelles  et  séparées  par  les 
quantités  — «-,  —  /;,  — c-  et  H- oo,  en  sorte  (jue  l'on 
peut  alors  convenir  de  les  désigner  par  )v,  jjl,  v.  Il  suit 
de  là  qu'à  un  point  quelconque  dcî  l'espace  correspondra 
Un  système  de  valeurs  réelles,  unique  et  parfaitement 
déterminé,  des  variables  A,  tj.,  v,  condition  nécessaire  et 
sufiîsant(î  pour  que  ce  système  de  variables,  renfermées 
par  déliniliou  entre  les  limites  (a^),  puisse  être  em- 
ployé comnKî  un  systènu;  de  coordonnées,  et  les  équa- 
tions (24)  seront  précisément  les  formules  de  transfor- 
mation qui  permettront  de  les  introduire  dans  les  calculs 
à  la  pL'H  (;  d(\s  coordonnées  rertilignes. 
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Bien  que  nous  ne  parvenions  ainsi,  en  fin  de  eoinple, 
qu  à  des  résultats  fort  connus,  nous  ne  pensons  pas 
néanmoins  que  les  développements  qui  précèdent  doi- 
vent être  regardés  comme  complètement  inutiles,  attendu 
que  la  marche  et  l'esprit  de  la  méthode  qu'ils  ont  pour 
but  d'indiquer  peuvent  être  essayés  à  propos  d'autres 
surfaces  que  les  surfaces  du  second  ordie,  et  qu'ils  pour- 
ront peut-être  conduire  ainsi  un  analyste  plus  habile  à 
la  découverte  de  nouveaux  systèmes  orthosonaux. 


SUR  LA  DECOMPOSITIOA^  DES  FRACTIOXS  RATIOWELLES 
Ei\  FRACTIONS  SniPLES; 

Par  m.  V.  JAMET. 


1.  Lemmk.  —  Le  polynôme  entier,  de  degré  n, 
F(x),  est  identiquenwjit  md,  si  l'on  peut  trouver  des 
(juantitès  a,  h,  c,  .  .  .^  l^  telles  que  l'on  ait  identique- 
nient 

F(a)  =  o,         Fïa)  =  <).      ...,     ¥^^-'^^{a)  =  o, 
F{b)  =  o,        F'(h)  =  o F(?-i)(^0  =  o, 


F(Z)=o,         F'(/)  =  o,      ....     F>-i'(/)    =«, 

et 

a  H-  [i  +  Y  H-  . .  .  -h  X  >  /i  ; 

car,  s'il  en  était  autrement,  l'équation  F(.r)  =  o  aurait 
a  racines  égales  à  <7,  [^  racines  égahîs  à  Z>,  ...,)»  raciiu*s 
égales  à  /;  [)ar  conséquent,  plus  de  racines  (ju'il  n'y  a 
d'unités  dans  son  degré. 

Il  s'ensuit  que  deux  polynômes  j\x)  et  'f  (x),  dont  le 
premier  est   de   degré  n,   Ir  seco/id  de  degré  ///,  sont 


(  ^'^'9  ) 
idefUir/uas,  .si  l'o/i  a 

f{a)  =  o{a),        f'{a)  =  'J{a),     ....    /"^   ')(«;  = '-j-'a-i)(«^, 
f{b)  =  o(b),        f'(b)  =  o'(b) /(3-iY/.)  =  o'?-i)(/.), 


f(l)  =  o{/),         /'(/)=o'(/),       ...,     /<).-i)(/)=cpO.-.;(/; 

rt 

a  +  p  H-  Y  -+- . . .  H-  X  >  Al  ^  /?i  ; 

caria  fonction   entière  ^(.r)  —  'j(x)  est  alois   identi- 
(|  lie  ment  nulle. 

2.  Cela  posé,  so\tf(x)  un  polynôme  entier  de  degré 
inférieur  au  degré  de  la  fonction  entière  F{x)  définie 
comme  il  suit  : 

F(^)  .-=  (x  —  a)Hx  —  b)'>...{x  —  lj>^. 

Soient  aussi 

V5y^{x)  =  {x  —  b)^{x  —  c)y.  .  .(x  —  /)>>, 
r;^^{x)  =  (x  —  (fy^{x  —  c)ï.  .  .(x  —  /  )>•, 

et 

^'{^)     .         i.2.3...a  — 1      "        \(T  —  a)Wy,{a)\ 

+ L_^=,Di^-  r i^ 1 


-37    ^      l(-^--0^),(OJ 


2.3...).— 


I .'. 


La  fonction  cp(x),   détinie  par  celte  égalité,  est  une 
fonction  entière,  car  l'expression 

(,)  D^'-^r i^ 1 

est  égale  à  une  fonction  ralionnelle  de  jr,  dont  le  déno- 
minaleur  est  (x  —  <7)^.   Le  produit  de  cette  expression 
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|)ar  F(.r)  est  donc  une  fonction  entière  Je  x^  et  il  en  est 
de  même  pour  tous  les  autres  termes  du  second  membre 
de  l'égalité  précédente  ;  il  faut  remarquer,  en  outre, 
([ue  la  fonction  '-^{jc)  est  d'un  degré  inférieur  à  celui  de 
F(^)  ;  car  le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle 
équivalente  à  (i)est  d'un  degré  inférieur  à  a;  de  mème^ 
le  deuxième  terme  est  une  fonction  rationnelle,  dont  le 
numérateur  est  d'un  degré  inférieur  à  \i,  .... 

3.  Soit  maintenant/;  un  nombre  entier  infcirieur  à  a^ 
proposons-nous  de  calculer  la  valeur  (jue  prend  o^P^(x)^ 
c^est-à-diie  la  dérivée  d'ordre  />>  de  cp(x) quand  on  y  rem- 
[)lace  .X  par  {i. 

Obseivons,  à  cet  elïet,  (pic  la  dérivée  d'ordre  /)  de* 
l'expicssion 


1.9..S..  .'i~  i 


si'ra  nulle,  ainsi  que  les  déiivées  des  expressions  ana- 
logues, quand  on  y  remplacera  x  par  a  ;  il  y  aura  ex- 
ception pour  l'expression  suivante  : 


M 


1  .  •>. .  3 .  .  .  a  — 


,i)-.r, — fii^ — 1f(,^. 


Je  dis  que  celle-('i  sc.'ra  égale  à  J^P\ft)-  En  elïet,  si 
dans  l'expression  (s)  on  applitjue  à  la  dérivée  d'ordre 
a  —  I  qu'elles  renlérriie  la  formuler  (pii  lait  connaître 
les  dérivées  successives  du  produit  de  deux  fonctions 
<lonnées  ;  si  l'on  pose 

vX  si    Ton   multiplie   Ions    les    teiiius  du  développement 
ol)I(Miu   par  F(.r),  ou  (.r — ^' )^rrt^(^.r).  on  voil  cpic  ccl  le 


(  p-3.   ) 
expression  est  éijnle  à 


/     -  (( 


'^{a)'^'x{x)  +  "^'{a) CTr^Cx-) 


;  1///       V  (•^' '''  ^" 

1 . 2 . 3 ...  a  —  I 
Dans  ce  dernier  développement,  considérons  le  ternie 

1 .2.3. . .1 

(îL  ol)servons  que  sa  dérivée  d'ordre  />  est  nulle  pour 
X  =  a,  si  l'on  suppose  i^  p.  Dans  1<î  cas  contraire,  elle 
est  Cirai e  à 

D 

1  .  2  . 3 . . .  «  L  • 

-+-/?(/>  —  1  )(/>  -  '^) .  •  •(/>  —  i  ^  i)-^^i'~'\x)\  ' 

Pour  X  =:  <7,  elle  se  réduit  à 

^^ :^ -. 6'(c/  ITTJc^        (a). 

^  .1.6. .  .1 

Doue,  poui'X  =  <-«,  la  dérivée /?"-'""'  de  la  roiiclion  (3) 
se  réduit  à 


I  .1 


Y{aW:l'-'\a)  ^.  .  .^  'YrHa)r;^.Aa), 


c  est-a-dire  a 

\yf,['}j{a)T:^y,(a)\. 
ou  f^l'Urt). 
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4.    On  conclut  de  là  les  identités  suivantes 


<f{a)=f(a),     o'(a)=J"(a),     o"(a)=/"{a), 

o(b)=f(0),  o'(b)=f'(0),  o"(b)=r(b). 


?(^)  =/(o,  ?'(0  =/'(h,   ?"(o  =/■'(/), 


.,     o(î'-i)(a)=/(a-i)(< 
.,     cpO.-i)(/)   =/X-i'(/)j 


Doiic  la  fonction  o  est  identiques  à  la  fon('tion /',  et 
l'égalilé  qui  définit  la  fonction  C3(x)  constitue  une  for- 
mule propre  à  faire  connaître  un  mode  de  décomposi- 

f  (   V  ) 

tion  de  la  fonction  rationnelle   rr—  en   fractions  sini- 

I-   (  .7-  ) 


(  r  —  a)rj5rf_(  a) \ 

f(b) 


_{j-  —  ù  )Tyy-i(ô 


-,] 


POTENTIEL  ÏÏW\  ellipsoïde  II0M0GÈ\E  OL'  COMPOSÉ  OE 
COLCIIES  HOMOGÈNES  COACEATIUOLES,  HO\T  L\  DEXSITÉ 
VARIE  IVII\E  COI  CIIE  A  LA  SlIVAXTE  ; 

V\n  M.  A.  ASTOR. 


I.  Considérons  deux  surfaces  fermées  S  cl  Sj  lionio- 
tliétiques  et  intininient  voisines.  Soient  O  le  centre 
d'honiotliétie,  v  le  volume  de  la  couche  comprise  entre 
les  deux  surfaces.  Un  rayon  issu  de  O  les  coupe  en  deux 
])oints  A  et  A  ,  infiniment  voisins,  ])Our  lescjuelsles  plans 
tangents  sont  parallèles.  Menons  la  normale  en  A  à  S; 
c]\e  coupe  S(  en  un  j)()int  1>,  inliniment  voisiii  de  Ai; 
la  distance'  de  H,  au  ])lan  tangeni  en  A,  est  d'ordre  su- 
]i(Mi('ur  au    jiicmier,   et,    si    nous    appelons   rin    la    dis- 


(  .3:;  ) 

lance  AB,,  nous  pouvons  la  supposc-r  c'i^al(î  à  la  di^lancr 
des  deux  [)laiis  lanii;(-nls.  Dès  lors,  P  étant  la  pcijxndi- 
culaire  menée  de  O  sur  le  plan  lancent  (mi  A,  nous  au- 
rons 

r 

dr  ,1  AAi 

—  étant  le  rapport  constant  -t^-t' 

r  ^  ^  UA 

Si  nous  considérons  sur  S  des  points  infininuMit  voi- 
sins de  A,  nous  voyons  que  la  longueur  cln  en  ces  diffé- 
rents points  demeurera  constante,  aux  inlininient  petits 
d'ordre  supérieur  au  premier  près.  Nous  rap[)ellerons 
Y  épaisseur  normale  de  la  couclie  au  point  A.  Ceci  posé, 
soient  r/o-  un  élément  superficiel  de  S  en  A  et  rfi^  l'élé- 
menL  du  volume  de  la  couche,  limité  entre  S,  Sj,  le 
contour  de  dcr  et  les  normales  le  long  de  ce  contour^ 
nous  aurons 

cli^  =  rh  dn  =  P  «?j  —  • 

Supposons  qu'on  ait  pris  des  axes  rectangulaires  pas- 
sant en  O^  nous  aurons,  avec  les  notations  habituelles, 


de  sorte  que 


d<s  =  dr  dy  \/ \  -r-  p-  -\-  q- , 
\' \ -T- p-' -\- q-' 


1  1      ,    dr 

cw  =  dx  dy  —  (  J  —  pr  —  qy  )- 


Si  l'équation  de  S  est  de  la  forme 

oùjest  une  fonction  homogène  et  d<;  degié  ///, 

-  -//./•-    qy 
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m 


devient,  d  après  le  lliéoième  d'Kiiler,  égal  à  —,  et  Ton  a 

d.r  dv  dr 


di- 


ni 


Faisons  mainlenanl  la  transforinalion  honiograpliique 
définie  par  les  Ibrmnles  x  =  A.r',  y  =  'J-}^,  z  =  vs',  où 
A,  «JL,  V  sont  des  eonstantes  données;  l'équation  ^i)  se 
Uans formera  en  la  suivante  : 


(2) 


o{.r'.y'.  z'  )  =/(  \x\  <xv 


I  =  I, 


(|ui  représente  une  surface  S'  dont  les  points  x',  )^,  z' 
correspondent  individuellement  aux  points  j:,  r,  z  de 
S.  Considérons  la  couche  comprise  entre  S' et  une  sur- 
face liomotliélicpie  S',  inliniment  voisine,  délinie  par  le 

dr'  1  '  '  I  '  j  I     ^ 

rapport  — r-;   nous  aurons,   pour   1  clément  rfc    de  cette 

couche  correspondant  à  Téléiuent  f/v  de  la  première. 


di'^ 
de  sorte  que 


nt  dy  dy'  dr 


m     d.r  dv  dr 


/- 


/' 


~d^ 


/.  ;xv      dr 
r 


Ce  rapport  étant  constant  est  égal  à  celui  des  volumes 
des  deux  couches,  et  ces  dernières  peuvent  être  divisées 
en  éléments  coriespondants  qui  sont  dans  le  rapport  des 
\olumes  des  couches  elles-mêmes. 

Si  nous  considérons  deux  ellipsoïdes  dont  les  étpialions 
seraient 


It- 

)  - 

t''- 
n"*' 

=  I . 


1  '^'^^  ) 

nous  vovoiis  (ju'ils  rciilrciiL  dans  le  cas  prcct'cleiil,   tu 

posant 

abc 
a  ^         b  c 

l't,  pour  le  rapport  de  diux  éléments  correspondants  de 
deux  couches  comprises,  d'une  part  entre  les  ellipsoïdes 
d'axes  r/,  A,  c,  d -\- da,  h-^iJf),  c -^  dc^  d'aulre  part 
entre  les  ellipsoïdes  d'axes  r/',  h\  c\a  -\-  da' ,  h' -^  dh\ 
c -\- (lc\  satisfaisant  aux  conditions 


iMiis  aurons 


da 
a 

db 
b     ~ 

de 
c 

da'   _ 

a' 

db' 

b-    ~ 

da' 

de 
c 

dv' 
dv 

abc 
abc 

a' 
da 
a 

bc'  da' 
bc  da 

II.  Proposons-nous  maintenant  de  calculer  le  poten- 
tiel d'un  ellipsoïde  E  d'axes  A,  B,  C,  en  un  point  M  de 
coordonnées  a,  3,  v. 

iNous  supposerons  d'abord  l'ellipsoïde  homogène  et  le 
point  M  extérieur.  Décomposons  E  en  couches  infini- 
ment minces  par  des  ellipsoïdes  homothétifjues  et  con- 
centricpies,  et  soient  a^  /;,  c,  a  -+-  da^  h  •+-  db^  c  -H  de 
les  axes  des  ellipsoïdes  e  et  e^  qui  limitent  une  de  ces 
couches-,  calculons  le  potentiel  de  cetle  couche.  Pour 
cela,  par  M  faisons  passer  rellipsoïde  ^'\  d'axes  a\  //, 
c\  homofocal  à  e,  et  formons  une.  couche  ellipsoïdale  au 
moyen  de  c'  et  dit  l'ellipsoïde  c\  homothélitjuc  à  c  el 
d'axes  a'-\-  da\  //-f-  dl/,  c'-f-  de'.  Sur  (^  prenons  l' homo- 
logue INI'  de  M;  soient  //  la  tli>lan(e  d'un  point  FV  de  r  à 
^I.  //'  la  (listanci*.  «'nale  à  //.  de  son  ln>nH»l<>î;ne  I)  '^ni"  /' 


(  ..36  ) 

à  M'^  p  étant.  Ja  donsilë  commune  des  doux  couches  \^  et 
P'',  nous  aurons,  en  appelant  d\  et  d\'  les  potentiels  de 
V  en  M  et  de  ^'  en  ?»!', 


J    u 


,,r  1   «^/t^  bc  da     „,, 

«  V  =01   —  =   ,  ,—7—7-7  "^  • 
i<  oc  da 


Pour  avoir  <:/V,  il  suffit  donc  de  calculer  d\'  et  de  le 

multiplier  par  le  rapport  ji  ,   ,  ,  des  volumes  des  deux 

couches. 

Le  potentiel  d^'  étant  indépendant  de  la  position  du 
point  J\r  intéiieur  à  la  couche  e',  nous  pouvons  le  cal- 
culer, et  c'est  ce  que  nous  allons  faire,  en  supposant  le 
point  au  centre  môme  de  la  couche.  Calculons  le  poten- 
tiel de  l'ellipsoïde  e'  au  centre  O.  Considérons  un  cône 
infiniment  délié  d(*  sommet  O  et  d'ouverture  diSi  dont 
une  nappe  coupe  c'  en  D'.  Soient  x\  j',  2',  11!  les  coor- 
données de  D'  et  sa  distance  au  centre.  Le  potentiel  de 
la  nappe  (îst 

ru'  I.-, 

If,  du  doj  =  0  doj  —  • 
.« 

Si  nous  posons 

;r'=f^'cosO,         j^' =  «' sinO  cos6,  r' =  ?«' sinO  sin-j;, 

nous  pouvons  faire 

dto  =  sinO  dO  d^\ 
d'autre  [)arl, 


//  -  = 


cob-O        sin'-0cos-6        sin-Osin-6' 

. ._U 1      _L-     L 
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le  noLcnlicl  \  '  cU;  c!  est  donc. 


p  r  ■ 

-    I      sin 


OclO 


27Î 


d'h 


cos-0        sin-f)^' 


0'^ 


En  posant  cosO  =  i%  on   peuL  ramener  iniinédiat(Mnenl 
eette  intégrale  double,  par  un  (!alcnl  connu,  à  la  forme 


ch 


//^   -«'2 


I  -t- 


r'2—  a'2 


a 


Le  potentiel  \  '-h  dS'  de  l'ellipsoïde  f/, ,  liomotliétiquc  à 
e',  s'obtiendra  en  remplaçant,  dans  la  formule  précé- 
dente,   les   axes   d' ^   //,    c'   par  (mmix   de   <^/, ,   et,  comme 

— —  ? 7- — 7 ;- —  ne  chanerent  pas,  on  voit  (lue 

a'^  a'~  a-  ni?  j 


a  - 


bc  da 


Pour  avoir  dS ^  il  suffit  de  multiplier  dS'  par  -j-r-r  ,  , 
^  ^  ^       b  c  da 

et,  comme  dn'-=  .la'  da\  on  voit  que 


J)c  da 


d\  =  4  r.o 


Faisons  le  ebangement  de  variable  donné  par  la  for- 
mule 


a'        a 


remai  quons  que 

b'i—a'i=  b'^ 


a\ 


r'-î~  n'I^  r-2 


a  ^=  c-  —  a-. 


(  2.38  ) 
et  posons.  coniiiKî  c  est  l'usage;, 

lA—a"'        JÎ2--A2        _  et 


a- 


il  vient 


A2 


=  AS 


a- 


d\ 


bc  da    r"^  du 

'  ""'  ~  «  ~  /    — : — I — : — I 

n 

,      BG      ,     r"'  du 

1  "p  T7  «  ^^«  / i r  • 


BC 


3  M 


Le  facteur  4*^^  -r4  ^"^t^  <'^<''J  «^  Vr»  IM  étant  la  niasse  de  E 
Remarquons  que  n^  est  donné  ]).'jr  l'équation 

a2  p2 


a^ 


(i'2h_^2_«2 


^,> 


<^f  -H-  C-  —  d- 


que  l'on  peut  écrire 


-  =  a' 


Si  donc  nous  posons  —,  =  //,  nous  voyons  que 

«2  ^   ^^2      a2  H L_^^    H '-^-TT-.    1 

\  I  -+-  A-«-        I  -t-  h'-a-  J 

y.A-^      L         .  iM-A-i/^  i-f-A-//-/! 

r"  dit 

Si   nous  appelons  A',  !>',  C/  les  axes  de  1  ellipsonle  lio- 


et 


m 


,  A 


ofoeal  (le  Kfpii  passe  en  ÎNf,  ii  vaiiei  a  il(>  o  à  y*»  tl^'î'orli 


{  ■^•■-9  ) 


(nui 


3M   r    j    ( 


l-T-  h-^Li' 


X 


I,  •  'V 

iiLegroiis  par  paiti(!S  et  rcmaïquons  (|uc,  pour  u  =  —  , 

l'cxpi-essioii  u-  (a- H K— — -  -\ ^,-7- — -  )  (lc\i{'nL  éiialti 

*■  V  I  -h  A"^  u'^  I  -r  A  -  a-  /  ^ 

à  A'  ^  il  vient 


-S,C  ["-"■(•• 


I  -i-  A-a- 


X'=ia2 


X 


r/n 


(i-t-i-^if^jHi-^V-^iûy- 


Supposons  maintenant  rellipsoïde,  non  plus  liouio- 
gène,  mais  composé  de  conciles  liomogèiies;  le  potentiel 
(le  la  coucIkî  (?,  de  densité  p,  peut  s'écrire,  <^  étant  le  \()- 
luuKî  de  l'ellipsoïde, 

dV  =  - ;4,  p  d  \a^-  f a2  +  . ^V-^  H II—,  )] 


X 


r"  dn 

/  ^  T' 


p  étant  l'onction  de  a  on  r/ -  ;  posons 

p  r/a-  =^  d  o(  a'-) 


ou 


r:=:    do 


■0   I    ?/2  ^y2 


r- 


I  -• 


--X^//- 


À'=i«V. 


(    Mo   ) 
la   fonction   es  se  déterminera   piw    une   cjnadrature,   et 
nous  aurons 


d 


II-      CL- 


r- 


l'-  w^ 


»,2  ^    " 


X 


r" du 


Intégrant  encore  par  parties,  nous  trouvons  immé- 
diatement 


-  II.  f 


cp(A2)  —  o 
du 


?  M^^  (' 


l  -h  A-  U- 


I  -r-  À^  «^  7  J 


X 


(l^Àn^^)2(l  +  X'2i^-2)2 


formule  qui  comprend  la  première  (|uand  on  suppose 

o(a-)  =  p<^^",  p  étant  la  densité  supposée  constante. 

Pour  avoir  les  composantes  de  l'attraction  de  E  sur 

a/f     -1       /r     1         11       àY     àV     f)Y         1     ,  ,  .    ,. 

M,  il  sullit  de  calculer  -r— ?  -777 >  t—  et  de  Jes  multiplier 

'  ôoc      ()\i      dv  *■ 

par  le  produit  fu.  de  la  constante  de  la  loi  de  Newton  et 
de  la  masse  de  M.  Or  V  dépend  de  a,  Ji,  v  pour  deux 
raisons  :  d'abord,  parce  que  ces  quantités  entrent  expli- 
citement dans  le  terme 

puis,  parce  qu'elles  entrent  implicitemiMit  dans  la  limite 

A  . 

supérieure  ^  de  l'intégrale  déGnie.  car  A'  est  une  fonc- 
tion de  a,  [^,  Y  donnée  par  ré(|uali()n 


A^ 


A'2-^B2  — A2        A'M-Ci— A^ 


(  '•'-'i'  ) 

mais  la  dorivéo  de  l'intr^^rale  par  rapport  à  '—,,  étant  i:e 
que  devient  la  fonction  de  ii  qui  multiplie  du  sous  le 
signe /quand  on  y  remplace  u  par  'r-,,  s'annule-,  (^ar 

'    I  y  ,  H-  ).2  ,f2    ^    j  _,_  )/2  u'i  /   I 

devient,  par  cette  substitution, 

En  remarquant  que 

r/  o  \u^  foi'-  H Ç 1 X~ )1 


6/  m2  I  ^2 

on  trouve  donc 


I  -1-  À-  ft-        I  -h  V-n- 


^  3  P  /*  0  î/2  du 

X  z= — -  a    / 

./„         (H-  A2^^2)2(I-4_  X'2,,2)2 


A3i^  / 1 

,/„        ru-  X2/r2)2(l  + 


0 
A 

A' 


)2(l  +  }/2<^2)2 


z  = 


3^        r  '  p  ?<2  du 

J-         (l--X2,,2)2(,_^X'2,,2)2 


Ce  sont  les  formules  connues. 

Les  expressions  trouvées,  dans  les  deux  cas,  pour  le 
potentiel,  supposent  le  point  M  extérieur  à  l'ellipsoïde; 
il  est  facile  de  voir  que,  à  condition  d(;  remplacer  la  li- 
mite supérieure  par  l'unité,  elles  subsistent  quand  le 
point  M  est  sur  l'ellipsoïde  ou  à  son  intérieur.  I^a  chose 
Ann.  de  Mathéinal.,  3"  série,  t.  VIII  (Mai  1889).  16 


(  ^Â^^  ) 

est  évidente  quand  M  esl  sur  l'ellipsoïde.  Supposons -le 
intérieur^  par  M  faisons  passer  l'ellipsoïde  hoinotbé- 
tique  ;  soient  A  j ,  B, ,  Ci  ses  axes  ;  le  potentiel  V  se  com- 
pose de  la  partie  constante  V,  correspondant  au  volume 
compris  entre  les  deux  ellipsoïdes  et  du  potentiel  Vo  de 
l'ellipsoïde  A,  B<  Gj . 

Supposons  la  densité  constante;  le  même  raisonne- 
ment servirait  dans  le  second  cas.  iVous  avons  d'abord 


-te-'"/ 


fhi 


3p 


puis 


c/o  (I  —  A-ic^ y- (I  ^  a'-^u- I^ 


du 

X    ; 


{i-^l'-u^y(i-i-l"-ii-^y 


de  sorte  que 


du 


1  I 


I  -+-  A  -'«2 


C.     Q.     F.     D. 


L'équation  générale  des  surfaces  de  niveau  a  1  une  des 
deux  formes 


r    ^^-'K'-=-TT^;^-TTf^)] 


du 
X  , ^  --  const., 


(  «43  ) 


/        cp(  A2)  -  o    u^(x'- 


^ _|_    


du 

(l-hX2/i2)2(H-X'2w2)2 


X  ^ j-  =  const, 


Si  la  surface  doit  passer  par  ud  point  extérieur,  A' est 
une  fonelion  de  x^j\  z  déterminée  par  l'équation 

^2     ^  JK^  -22  _ 

Â72  "^  A'2-+-B2  — A2  "^  A2"-rG2— A2  ~  '• 

Si  elle  doit  passer  par  un  point  situé  sur  l'ellipsoïde  ou 
à  son  intérieur,  la  limite  supérieure  doit  être  remplacée 
par  l'unité.  Dans  ce  cas,  les  surfaces  de  niveau  sont  des 
ellipsoïdes,  si  la  densité  est  constante;  mais  il  n'en  est 
plus  de  même  si  elle  est  variable.  Elles  peuvent  êtie 
algébriques  ou  transcendantes.  Si  l'on  supposait,  par 
exemple,  (f(^a^)  =  k(a^y^  les  surfaces  de  niveau  se- 
raient, comme  on  le  voit,  du  quatrième  degré. 


NOTE   SllR  LA  Ol]ESTIO\  DU  CONCOURS  GÉNÉRAL 
DE  MATHÉHATIQIES  SPÉCIALES  EN  188X; 

Par  m.  LEMAIRE, 

Professeur    au    lycée    de    Ijorienl. 


Transformant  en  coordonnées  polaires  l'équation  de 
la  courbe  C,  nous  obtenons  une  équation  de  la  forme 

p4  —  2  F  (  co  )  p2 -+-  K  =  o, 

R  étant  indépendant  de  o).  Le  produit  des   racines  de 
cette  équation  est  constant.  Nous  en  concluons  que  la 


(  Mi  ) 

courbe  C  est  Iransfoimable  en  elle-même  par  rayons 
vecteurs     réciproques,    l'origine    d'inversion   étant    le 

centre  O  de  l'ellipse  donnée,  et  la  puissance  y/K.  On 
sait  que  les  courbes  qui  jouissent  de  cette  propriété, 
auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  courbes  anallagina- 
ùifues,  sont  des  enveloppes  de  cercles  coupant  orlhogo- 
nalement  un  cercle  fixe,  réel  ou  imaginaire,  et  ayant 
leurs  centres  sur  une  courbe  fixe,  dite  déférente.  Il  est 
facile  de  trouver,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  cercle 
fixe  et  la  déférente  :  celle-ci  est  une  conique. 
Clierclions,  en  effet,  l'enveloppe  d'un  cercle 

coupant  orthogonalement  le  cercle  fixe 

3-2 -f- jk2  -  R2  =  o 
et  ayant  son  centre  sur  la  conique 

p,  /?,  q  satisfont  aux  relations 

A/>2-|-B5'2_i—  o, 

L'équation  du  cercle  variable  peut  s'écrire 

OU 

^2  ^_  j/2  —  j.px  —  2  qy  -4-  R2  =  o, 

avec  la  condition 

A/?2-^B72_,:^  O. 

Eliminons  />  et  </  (Mitre  ces  deux  relations  et 

\p  _  By 
X    "   y   ' 


(  M">  ) 

nous  avons 
d'où 


9.  .77 


A(^2-f-JK2H-R2) 


B(.r2-hy2_^K2) 
L'ciivcloppe  a  donc  pour  équalion 

(,)  (^2^_^2+  R2)2_  4  ^^  ^  ^\   ^  o. 

On  trouve  bien  une  équation  de  la  forme  de  (C) 

(G)       (:t-2_|_^2_«2_^2)2 L_^(<r,2^.2_^«2^2_«2/y2)^„. 

tang-fj 
L'identification  donne 


R2=4/(a2+62)2+     -i-^a2^,2 

-^    ==(a2_|_62)H ^   62^  R2 

A       ^  '       tang2  0  ' 

B       ^  '       tang2  6 

Pour  simplifier  l'écriture,  conservons  les  notations 
(A,  B,  R).  Tout  ce  que  nous  dirions  de  la  courbe  (i) 
s'appliquera  à  la  courbe  (C).  (i)  admet  pour  asymptotes 
les  droites  isotropes  du  plan.  Donc  on  peut  dire  que 
tout  cercle  du  plan  a  avec  cette  courbe  aux  points  cyeli- 
ques  une  bitangente  imaginaire. 

Un  cercle  la  touchera  donc  en  quatre  points,  s'il  a 
avec  elle  deux  points  de  contact  à  distance  finie. 

Or  les  cercles  qui  ont  pour  cnvelojipe  (i)  lui  sont  [)ié- 
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cisément  bitangenls  :  tout  revient  donc  à  chercher  com- 
bien de  ces  cercles  sont  tangents  à  une  droite  donnée 

(D)  nix -^- ny -\-i  =:  o. 

La  condition  de  contact  du  cercle  variable 

x^-r-  y^  —  2/j  a.-  —  1  qy  h-  R2  z=  o 

avec  la  droite  D  est 


1 

o 

—  P 

m 

o 

1 

—  9 

n 

—p 

-q 

R2 

1 

m 

n 

I 

o 

OU 


{np  —  mq y  —  2 ( mp  -k-  nq )  =  {m^ -^  n-)Vs} -\- \ 


Finalement,  nous  voyons  que  le  centre  de  tout  cercle 

répondant  à  la  question  se  trouve  à  la  fois  sur  les  deux 

coniques 

Aa:'2-f- 672—1  =  o, 

{nx  —  myY —  i{mx  -{-  ny)  =  {m^-+-  n')R2-f-i. 
Donc  il  y  a  au  plus  quatre  cercles  pareils. 


ERRATA  ALX  TARLES  DE  LOGARITHMES  DE  SCHROX. 


Page  ij^i,  log.  6.\-2-]o,  au  lieu  de  8o3oo83,  lisez  8oSoo83. 


(  -Al  ) 

SIR  LES  PLA^S  DÎAMÉTUALV  DA\S  LES  SIKFACES 
DU  SECOiXD  ORDRE; 

PvH  M.  Gii.  BIi:iILER. 


1.  Soil  J'[x\y,z)  =  o  l'équation  do  la  surface;  du 
second  ordre  :  si  l'on  coupe  celte  surface  par  des  droites 
toutes  parallèles  entre  elles  et  si  l'on  désigne  par 


z 


0  -T-  7.^ 


les  équations  de  l'une  de  ces  droites,  les  points  de  ren- 
contre de  cette  droite  avec  la  surface  sont  donnés  par 
l'équation  du  second  degré  en  p 

p2  cp  (a,  g,  Y)  +  p  (a/;,,+  S/;,,-i-  tA)  -f-/(.ro,7o,  -o,)  =  ", 

(^[x^y,  z)  étant  l'ensemble  homogène  des  ternies  du 
second  degré  de  l'équation  de  la  surface.  Pour  que  le 
point  (a?o,j)  07  -o)  soit  le  milieu  de  la  corde,  il  faut  que 
1  équation  en  p  ait  ses  racines  égales  et  de  signes  con- 
traires*, si  donc  cp(a,  6,  y)  est  différent  de  zéro,  les  coor- 
données du  point  (xo^jo?  ^o)  devront  satisfaire  à  l'équa- 
tion 

Le  point  (x^^yQ^  Zq)  se  trouve  donc  dans  le  plan 

Réciproquement,  tout  point  de  ce  plan  jouit  de  celle 
propriété  que,  si  par  un  point  quelconque  de  ce  j)laii  on 
mène  une  droite  parallèle  à  la  direction  a,  ^,  y,  le  j)oint 
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considéré  est  le  point  milieu  de  la  corde  correspondante. 
JNous  allons  passer  en  revue  les  diverses  surfaces  du 
second  ordre. 

I.  —  Surfaces  qui  ojvt  vu  centre  unique 
A  distance  finie. 

2.  L'équation  du  plan  diamétral  de  la  direction  a,  ê,  " 
est,  comme  nous  l'avons  vu, 

Cette  équation  nous  montre  que,  dans  le  cas  des  sur- 
faces à  centre  unique  où  les  équations y^=  o,y^!=  o, 
fz=  o  ont  une  solution,  le  plan  diamétral  passe  par  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  données  par  cette  so- 
lution, et  qui  est  le  centre  de  la  surface,  quelles  que 
soient  d'ailleurs  les  valeurs  de  a,  ê,  y.  Tous  les  plans 
diamétraux,  dans  les  surfaces  à  centre  unique,  passent 
donc  par  le  centre. 

3.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  z>(y.j  ê,  y)^o, 
c'est-à-dire  que  les  cordes  parallèles  à  la  direction  a,  ê,  y 
rencontrent  effectivement  en  deux  points  la  surface;  le 
plan 

est  alors  le  lieu  des  points  milieux  de  ces  cordes. 

Mais,  dans  le  cas  où  le  cône  asymptotique  de  la  sur- 
face C3(x,j,  z)  =  o  est  réel,  il  existe  une  infinité  de 
directions  a,  ê,  y  pour  lesquelles  cp(a,ê,y)  =  o;  elles  sont 
données  par  les  génératrices  du  cône  asymptolique:  alors 
h;  plan 

csl  le  lien   des  points  tels  que,  si,  par  chaque  point  du 


(  ^-4y  ) 

lieu,  ou  mène  une  parallèle  à  la  direcLiun  asyin|)L(>li{|ue, 
ces  droites  ne  reneontrenl  plus  la  suriace.  Le  lieu  de 
tous  ces  points  est  un  plan  qu'on  appelle  le  plan  asym- 
ptote :  c'est  en  même  temps  le  lieu  de  toutes  ces  droites. 
On  peut,  en  effet,  écrire  l'équation  du  plan  diamétral 
sous  la  forme 

^Ta-^rTê-^^TY"^  '2(Ca-(-  G'S-h  C'y)  =  o. 
La  droite 

X  =  Xq  -r-  OCp, 

est  parallèle  à  ce  plan,  puis(jue 

la  droite  ayant  le  point  (j^oO  o?  -o)  dans  ce  plan,  vX  lui 
étant  parallèle,  y  est  contenue  tout  entière. 

Les  plans  diamétraux  des  directions  asymptotiques 
sont  aussi  appelés  les  plans  diamétraux  singuliers  de  la 
surface. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que  le  plan  asym- 
ptote est  un  plan  tangent  au  cône  asymptote  de  la  sur- 
face le  long  de  la  génératrice  asymptotique  de  direction 
a,  6,  y. 

Pour  le  démontrer,  nous  allons  faire  voir  que,  si  la 
direction  a,  ê,  v  des  cordes  se  rapproche  jusqu'à  se  con- 
fondre avec  une  génératrice  du  cône  asymptotique,  le 
plan  diamétral  correspondant  tend  à  se  confondre  avec  le 
plan  tangent  au  cône  asymptote  le  long  de  la  génératrice 
asymptotique. 

Soient 

O  le  centre  de  la  surface  {^fig-  i)  que  nous  prenons  pour 
origine  des  coordonnées^ 


(    200    ) 

OA  la  droite  de  direction  a,  ê,  y  5 

C  la  section  faite  dans  le  cône   asymptote  par   un  plan 
parallèle  au  plan  des  joj", 


Z  =  JZ 


^1 


le  plan  diamétral  de  la  direction  OA  est  le  même  pour 
la  surlace  et  pour  le  cône  asymptote. 


Fig.  I. 


Supposons  que  le  point  A  soit  dans  le  plan  z  =^  Zi  : 
ses  coordonnées  seront 


=  V  /•. 


Si  l'on  remplace  a,  ê,  y  par  leurs  valeurs  tirées  de  ces 
équations  dans  l'équation  du  plan  diamétral,  nous  aurons 

Cette  équation  n'est  autre  que  l'écjuation  de  la  polaire 
du  point  (a.')  ,j)  ,  )  par  rapport  à  la  courbe  C,  cette  courbe 
étant  rapportée  à  un  système  d'axes  parallèles  aux  axes 
Ojr,  O  >'  menés  par  le  point  du  plan  de  la  courbe  C,  où 
l'axe  des  z  rencontre  ce  plan,  en  faisant  dans  cette  équa- 
tion ::  et  Zi  éiçanx  à  l'unité. 

La  polaire  DK  du  point  A  n'est  donc  autre  (jue  la 
Irace  du  [)lan  diamétral  de  AO  sur  le  plan  de  la  courbe  il. 
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Ou  voit  donc  que,  si  la  droite  OA  tend  ;i  se  rapprociier 
d'une  génératrice  du  cône  asymptote,  le  point  A  se  rap- 
proche de  la  courbe  C,  et  la  polaire  DE  se  rapproche 
de  A^  on  voit  donc  que,  si  le  point  A  vient  en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  C,  la  droite  DE  devient  tan- 
gente à  la  courbe  en  ce  point,  et  le  plan  diamétral  de  la 
direction  limite  de  OA  devient  alors  tangent  au  cône 
asymptote  le  long  de  la  génératrice  avec  laquelle  vient 
se  confondre  OA. 

4.  Nous  avons  vu  que  tous  les  plans  diamétraux  pas- 
sent par  le  centre.  Inversement,  tout  plan  qui  passe  par 
le  centre  de  la  surface  est  diamétral  d'une  certaine  di- 
rection de  cordes.  Proposons-nous  de  trouver  cette  di- 
rection. 

Soit 

a X -h  by  -^  cz  -T-d=-  o 

l'équation  du  plan  donné  ^  il  sera  diamétral  de  la  direc- 
tion a,  ê,  V  si  l'on  a 

2(Ga-i-C'6-4-G"Y) 


a 


?g  _  ?Y 


d 


Soit  \  la  valeur  commune  de  ces  rapports  :  on  aura  les 

relations 

Aa+B"g-T-  B'y  -Xa=o, 

B"a-hA'6-i-BY  — X^=o, 
B'a-f-Bg  +  A"y  — Xc  =  o, 

Ca-+-G'6-+-G"Y-Xf/=o. 

Ces  quatre  équations  devant  ètie  satisfaites  poui-  dv.s  va- 
leurs de  a,  ê,  V,  \  non  toutes  nulles,  le  déterminant 

I  .\  B'  B'  a  ' 

B"  A'  B  0 

B'  B  \"  c 

G  G'  G  d 
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devra  èlre  nul.  Cette  condition  exprime  que  le  plan 
donné  passe  par  le  centre.  Les  trois  premières  équations 
déterminent  a,  ê,  y  en  fonction  de  A  sous  la  forme 

^•oî  ^oî  Yo  ayant  des  valeurs  parfaitement  déterminées, 
puisque  le  déterminant 

A      B"     B' 
B"     A'     B 
B'     B      A" 

est  différent  de  zéro;  l'équation 

a2-r-  0--i-  Y"  =  I 

déterminera  {)our  \  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires, qui  fournissent  deux  directions  a,  ê,  y  de  signes 
contraires,  et  par  suite  une  seule  direction  de  cordes. 


II. 


Paraboloïdes. 


o.  Nous  supposerons  d'abord  que  'f  (a,  ê,  y)  soit  dif- 
férent de  zéro;  l'équation  du  plan  diamétral  de  la  direc- 
tion aêy  est,  comme  précédemment, 

Nous  allons  montrer  que  tous  ces  plans  diamétraux 
sont  parallèles  à  une  même  droite,  l'axe  du  parabo- 
loïdcî. 

En  eil'et,  pour  que  la  surface  soit  un  paraboloïde,  il 
faut  que  deux  des  plans  des  centres  se  coupent  suivant 
une  droite  à  distance  finie;  nous  supposerons,  dans  ce 
qui  suit,  que  les  deux  plansy^=  o,y^.=  o  se  coupent.  Il 
s'ensuit  que  les  trois  déterminants 


A 

B" 


A 


B"     B 
V     B 
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ne  sont  pas  nuls  à  la  fois;  adincllons  (juc 


B"     A' 


est  di fièrent  de  zéro. 

Le  déterminant  du  système y^.=  o,  fy=  o,  fl=^  o  est 
nul,  mais  le  caraeléristique  du  troisième  ordre 


yV     B"    C 

B"     A'    C 
B'     B      G" 


est  différent  de  zéro  si  la  surface  est  un  paraboloïde,  au- 
trement la  surface  admettrait  une  ligne  de  centres. 
Des  deux  conditions  précédentes,  on  déduit  l'identité 


A    B"   yj- 
B"   A'    If;. 

B'     B      Ifl 


A  B"  G 
B"  A'  G' 
B'     B      G" 


=  o. 


Cette  équation  est  de  la  forme 

où  V  et  7c  sont  différents  de  zéro^  cette  équation  peut 
donc  être  résolue  par  rapport  à/j!;  on  a  identiquement 


et  l'équation  du  plan  diamétral  devient 

'^fx-^^fy—  {{^fx-^  l^fy-^-r^)=  o 

ou 

fx(^''  —  ï>^)  +/r(^'^  —  Y[^)  -  Y"  =  o; 

on  voit,  sous  cette  forme,  que  tous  les  plans  diamétraux 
sont  parallèles  à  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
/^==  o,  fy.=  o  qui  se  coupent  suivant  la  droite  dans  la 
direction  de  laqu(;lle  le  centre  est  rejeté  à  l'infini;  cette 


(  "4  ) 

droite  est  parallèle  à  Taxe  :  nous  dirons  que  les  deux 
plans  /^  =  o.  fl-  =  o  définissent  la  direction  de  l'axe  de 
la  surface. 

6.  Pour  que  les  plans  diamétraux  correspondant  à 
deux  directions  a.  o.  v,  a',  ê',"' soient  parallèles  entre  eux, 
il  faut  que  les  directions  considérées  soient  parallèles  à 
un  même  plan,  parallèle  à  l'axe  de  la  surface. 

En  effet,  si  les  plans 

^^TL-^y^'o  —  -fy  —  2(Ga'—  C'o'—  C'v')  =  o 
sont  parallèles,  on  aura 


-a  -'O  ^v' 


mais,  de  l'identité 


on  déduit 


'ra  ~  i^?o  ~  ''?y  =  o. 


Il  est  aisé  de  voir  que  la  seule  relation 


of/ 


entraine  le  parallélisme  des  deux  plans. 
On  a,  en  effet, 


■^a           -^o 

/ 

?a  -*-  fA'fe   _   - 

VwV 

?3t'             fo' 

À 

o'a  -i-  ;a^g 

—  V^V 

Or,  de  l'égalité 

s'a          ?é 
fa          <?S' 

on  déduit 

(  ■■'■'>'>  ) 

et,  si  l'on  désigne  par  m  la  valeur  commune  de  ces  rap- 
ports, on  voit  que  les  deux  directions  a,  ê,  y,  a',  ê',  -/  sont 
situées  dans  le  plan 


T-t' 


qui  est  parallèle  au  plan 

A-  —  ni  J'y  ~-  o 

et,  par  suite,  la  proposition  est  démontrée. 

Inversement,  si  la  diredion  des  cordes  est  contenue 
dans  un  plan  parallèle  à  l'axe,  les  plans  diamétraux  cor- 
respondants sont  parallèles  entre  <'ux.  En  (îffet,  si 

est  le  plan  autjuel  les  cordes  lesttînt  parallèles,  on  aura 


m. 


>  o             1  o 

?a 

?'^ 

^?'a  -+-  I-'?^, 

-S_    ?y. 

?a' 

'■i  or 

^^?a'  -^  l'-'^'z'  ~ 

--V    ^V 

d'où 


les   plans  diamétraux  conjugués  des  directions  a,  ê,  y, 
a',  ê',  Y  sont  donc  parallèles. 

7.  Le  plan  diamétral  dans  les  paraboloïdes  n'est  in- 
déterminé pour  aucune  direction  de  cordes,  et  il  est  re- 
jeté à  l'iniini  pour  une  seule  direction,  qui  est  celle  de 
l'axe. 

En  effet,  pour  (juc  le  plan  diamétral  de  la  direc- 
tion aêv  soit  indéterminé,  il  faut  que  l'on  ait  à  la  fois 

B'a-h  A'6  1-By  =(), 
B'a-f-Bê  H- A"y  =  o, 
Ga-i-  ce  -i-C"Y  =  o. 
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Ces  équations  montrent  que  les  trois  caractéristiques 
du  troisième  ordre  des  équations y^=  o,f!^.=  o^f!.=  o 
sont  nuls^  cela  n'est  pas  possible,  car  la  surface  serait 
un  cylindre;  le  plan  diamétral  dans  les  paraboloïdes  ne 
peut  donc  être  indéterminé  pour  aucune  direction  de 
cordes. 

Le  plan  diamétral  n'est  rejeté  à  l'infini  que  pour  une 
seule  direction  des  cordes  conjuguées.  Les  équations 

B"a-f- A'g-  Bv  =o, 
B'a^Bê  ^A"7=  o 

sont  compatibles,  et  les  deux  premières  équations  nous 
donnent 

7.0  et  êo  étant  bien  déterminés,  ce  qui  ne  fournit  qu'une 
seule  direction,  comme  nous  l'avons  déjà  vu. 

Nous  allons  examiner  maintenant  ce  qui  arrive  quand 
cp(a,  ê,  y)  est  nul,  et  nous  allons  établir  les  résultats 
précédents  par  quelques  considérations  géométriques. 

Plans  diamétraux  singuliers  dans  les  paraboloïdes. 

8.  La  condition  o(a,  ê,  y)^o  est  toujours  remplie 
(juand  la  surface  est  un  paraboloïde  elliptique;  mais 
(p(a,  6,  y)  peut  être  nul  dans  le  paraboloïde  livperbo- 
lique.  La  fonction  C5(a:,j'',  z)  est  alors  le  produit  de 
deux  facteurs  linéaires  à  coeflicicnts  réels,  et  ces  fonc- 
tions linéaires  égalées  à  zéro  fournissent  les  équations 
des  deux  plans,  qui  constituent  dans  ce  cas  le  cône  asym- 
ptotique  de  la  surface.  Les  deux  plans  se  coupent  suivant 
une  droite  parallèle  à  Taxe. 

Faisons,  dans  la  surface,  une  section  dont  le  plan  ne 
soit  pas  parallèle*  à  rcl[v  dioile;  par  le  centre  de  cette 
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section,  qui  osL  toujours  une  hyperbole,  uieiions  une 
droite  parallèle  à  la  droite  d'intersection  des  plans 
cp(j:,j)  ,  ^)  =  o^  prenons  pour  origine  le  point  de  ren- 
contre de  cette  droite  avec  la  surface,  et  pour  axe  des  Z 
cette  parallèle,  les  axes  OX  et  OY  étant  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  de  la  section.  J.e  cône  des  directions 
asymptotiques  a  alors  pour  équation 

et  l'équation  de  la  surface  sera 

A x^ H-  A>2 _^  .^ B" xy-i-9.C"z==o; 
l'équation  du  plan  diamétral  de  la  direction  a,  ê,  "  est 

ol{Kx  +  B"j)  -f-  g(B".r  H-  iVy)  ^^rC  =o. 


ou 


Supposons  que  nous  fassions  dans  la  surfactî  une  sec- 
lion  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy^  z  =:  z^^  la 
section  seia  une  hyperbole  dont  l'équation,  rapportée 
aux  axes  w^,  w/),  parallèles  à  Ox  et  Oy  menés  par  le 
point  (0  où  l'axe  des  Z  rencontre  le  plan  r:  =  ::,,  est 

A^2_^  A' r'-H-  7.P/.rx  -t-  o.C'zi  =  o. 

Soient  x<,  j'i,  z^  les  coordonnées  du  point  A  où  la 
<lroite  OA  vient  renconti  er  le  plan  Z  =  Z,  ;  on  aura 

l'équation  du  plan  diamétral  deviendra 

xiiXx-^-  B'y)-h  ji{B"x -h  \'y)-{-  C z^  =  o, 

en  remplaçant  a,  6,  y  par  les  valeurs  .r,,j)  ,,  ~,  qui  leur 
sont  proportionnelles. 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VIII.  (Juin  1889.)  17 
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Cette  équation  peut  être  considérée  aussi  comme  lé- 
quation  de  la  section  faite  dans  le  plan  diamétral  par  le 
plan   z  =  Zi^   cette    section  étant    rapportée   aux    axes 

(OÇ,  (07,. 

Si  maintenant  nous  considérons  un  point  A'  du  plan 
c(or,,  dont  les  coordonnées  par  rapport  aux  axes  toc,  iliT^ 

Kig.   2. 


//.^' 


0/: 


sont   2j:,,  ?^  7  I ,   la  polaire  de  ce  point  A'  par  rapport  à 
la  section  de  la  surface  par  le  plan  ço)7,  aura  pour  équa- 

lioii 

2.r,  (  A  .r  4-  n"v)-h  2  r,( B\r  -i-  A' r )-f-  9. C" c,  =  o; 

on  voil,  par  suite,  que  la  polaiie  DE  du  point  V  coïn- 
cide avec  la   lra(U'  du  plan  diainélial  d(!  OA  sur  le  plan 

Z  =:  Z  i  . 

Cette  remarqu(^   permet  de  (aire  aisément    1  élude  des 
plans  diamétraux  singuliers  du  paraholoidc. 

En  ellél,  (piand  \r  [)oiui  A  se  rapproche  indé>linimenl 


(  2-19  ) 
de  l'une  des  asymptotes  de  l'iiypeihole,  point  A'  svn 
rapproche  également,  piiisfju'il  est  situé  sur  (oA,  à  la 
distance  toA'=  210 A;  mais  alors  la  polaiie  de  A'  tend  à 
devenir  parallèle  à  l'asj^nptote  oj  13  et,  quand  OA  vient 
prendre  la  position  OA,,  le  point  A'  vient  en  A',  et  la 
polaire  de  A',  devient  la  parallèle  D,  E,  à  l'asymptote. 
Le  plan  diamétral  de  OA,  devient  alors  le  plan  mené 
par  D,E,  parallèlement  à  0(o  et,  par  suites,  au  plan 
OcoB;  les  plans  OwB,  O  coB'  ne  sont  autre  chose  que  1(!S 
plans  directeurs  de  la  surface. 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  la  direction  des  cordes  tend  à  dei^enir  parallèle 
à  un  plan  directeur,  le  plan  diamétral  conjugué  tend 
à  dei^enir  parallèle  à  ce  même  plan  directeur. 

Si  la  direction  des  cordes  OA,  se  déplace  dans  le  plan 
directeur  OcoB,  le  plan  diamétral  coriespondant  se  dé- 
place parallèlement  au  même  plan  directeur.  A  mesure 
que  la  direction  OA^  se  rapproche  de  0(o,  dans  le  plan 
OtoB,  le  plan  diamétral  correspondant  D,  E,  s'éloigne 
de  (oB  et,  lorsque  la  direction  OA,  coïiîcide  avec  Oo),  le 
plan  diamétral  correspondant  est  rejeté  à  Tin  fini,  et  cela 
n'arrive  que  pour  la  seule  direction  Oo3. 

La  figure  précédente  nous  montre  aussi  que  les  plans 
diamétraux  conjugués  de  deux  directions  OA,  OA"  ne 
peuvent  être  parallèles  que  si  les  polaires  des  points  cor- 
respondants A',  A'^',  de  coordonnées  moitié  moindres  que 
celles  de  A,  A",  sont  parallèles  ;  ceci  n'ayant  lieu  que  si 
les  points  A',  xV  décrivent  la  droite  OA  conjuguée  de 
DE,  on  voit  que  les  plans  diamétraux  conjugués  de  deux 
directions  ne  })euvent  être  parallèles  que  si  ces  direc- 
tions sont  dans  un  même  plan  avec  Taxe  de  la  surface, 
et  cette  condition  (3St  évidemment  suflisante. 

9.   Les     considéialions    précédentes    nous     montrent 


(  a(Jo  ) 
quelles  circonstances  géométriques  correspondent  au 
cas  où,  la  surface  étant  un  paraboloide,  deux  des  trois 
plans  f^.=  o,  fy=^  ^1  J'z^^  ^  sont  parallèles  entre  eux, 
le  troisième  les  rencontrant  à  distance  finie.  Supposons 
que  les  plans  y^=  ^ij'z  ^^^  ^  soient  parallèles,  ces  plans 
sont  diamétraux  conjugués  des  directions  OY,  OZ^  par 
suite,  les  axes  des  Y  et  des  Z  sont  dans  un  même  plan, 
parallèle  à  Taxe  du  paraboloïde  :  l'axe  du  paraboloïde 
est  donc  parallèle  au  plan  des  YZ. 

Si  deux  des  trois  plans  des  centres  se  coupent  à  dis- 
lance finie,  le;  troisième  plan,  f^:=o  par  exemple,  étant 
rejeté  à  l'iniini,  l'axe  des  Z  est  parallèle  à  l'axe  de  la  sur- 
face. 

10.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  direc- 
tion des  cordes  conjuguées  d'un  plan 

a.T  -+-  by  -\-  cz  -\-  d  =^  o. 

Soient  a,  ê,  v  les  cosinus  directeurs  de  la  direction 
cherchée  :  le  plan  diamétral  correspondant  a  pour  équa- 
tion 

X o'y_-^ y  o'^-\-  zo'^  -^  •}.{C'x  -^  C ^  -ir  G" Y )  =  o, 

d'où 

o'jt       o'^        oy        •.>,  (  G  a  -h  G' 6  -h  C'y). 
abc  d 

les  premiers  rapports  nous  donnent 

?'^  _  ?^  _  ?ï  _  ^'?'a -T-  !-«-'f  g-^- ''?Y 
a  b  c  a\  -\-  h\i.  -^  cv 

et,  si  la  relation  entre  /",.,  /'^',  /'_'  dont  nous  avons  démon- 
tré l'existcMice  csl 

on  aura 


cl,  par  suite, 


(    ^(>i    ) 
aX  -f-  6  [jt.  -H  cv  =  o. 


CcUe  condition  doit  lier  les  co(;fficients  de  récjualion 
du  plan  donné  pour  qu'il  soit  diamétral  d'un(;  direc- 
tion. 

Cette  relation  exprime  que  le  plan  donné  est  paral- 
lèle à  l'axe  du  paraboloïde. 

Supposons,  comme  précédemment,  que  cette  direction 
soit  donnée  par  les  plans 


Des  relations 


on  déduit 


B"X-f-A';j. -Rv   =o, 


A     B"     \V 

B"     A'     B 
a       b       c 


On  en  tire  l'identité 


o 


A     B"  ,., 

B"    A'  Icp; 

a      b     ax-\-by-^cz 


=  o 


d'où 


ax  -}-  by  -{-  cz  =  V o'j^--  \x'o[. 

Cette  identité,  où  //  et  y-'  sont  bien  déterminés  si  nous 

supposons 

A     B" 


A      B" 

B"     A' 


montre  que  le  plan  ax  H-  hy  -|-  c  3  +  ^/  =  o  est  paral- 
lèle à  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  /".  =30, 
/',.=:::  o  ([ui  défiuisscnt  la  direction  de-  l'axe. 
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Les  é(|iia lions 

il.  ^  ^  ^  d  ~ 

tlonneiU  Ja  direction  y.,  ê,  -'.  Si  im  est  Ja  valeui-  coin- 
niune  tle  ces  rapports,  on  aura 

Va  — B'o-^  B'Y  =  am. 

B'a-^  A'o  — B-;   =hm. 

C I  —  G'o  -:-  C'y  =  <^//y^  : 

le  déterminant  du  système  de  ces  équations  est  dillérenl 
dezéro  si  la  surface  est  un  paraboloïde^  par  suite,  on  lii<- 
de  ces  équations  des  valeurs  a,  ê,  y  de  la  forme 

a  —  -X-ni. 

V  =  3  //j . 

qui  déterminent  avec  a- — o' -{-''- =^  i  deux  valeur> 
égales  et  de  signes  contraires  (jui  détinissenl  une  dire»  - 
tion  iini(iue  de  coides. 


m.   —  Cylindres  a  centres. 

11.  Les  ivliiidrcs  à  centres  iKlmellenl  une  lij;ne  d«" 
centres. 

Ils  sont  caractérisés  par  l'existence  d'une  ridalion  ho- 
mogène identique  entre  les  déri\ées/'x,  Z*^',  /".-, 

où  les  coerticients  A,  ;j..  v  ne  sont  pas  tous  nuls. 

J);iiis  les  cylindres  à  centres  autres  que  le  système  de 
deux  plans  paiallèles,  on  a  o  =  o  ;  mais  les  mineurs  du 
deuxième  urdiedr  o  n<'  sonl  pas  fous  nuls.  Nous  suppn- 


{   ï63  ) 
serons  dans  eu  (|ui  suit  qiir  !<•  (U'tcriniiianL 

j    A      ïi' 
1   Fi"     A' 

est  ditléreiit  de  zéro;  les  plans /'j.=  0,7"^=  cj  d«*ternil- 
nent  alors  la  ligne  des  centres. 

Xoiis  allons  démontrer  d'abord  que  tous  les  plans 
diamétraux  passent  par  une  même  droite  qui  est  la  ligne 
des  centres. 

Pour  cela,  nous  établirons  la  relation 

en  cliercbant  les  valeurs  des  coefi&cients  ).,  y.,  v. 
De  Téqualion 


on  déduit 


ou 


A 

B 

\> 

B" 

A       B 

=  0 

i 

B' 

B      A' 

A 

B' 

î/--*^    ' 

B' 

A' 

1 

B 

B 

iJz —  '^      l 

A 

B 

/J- 

A    }i"    <::  1 

B' 

A' 

fy 

= 

B'     A'     C 

B' 

B 

/-: 

B' 

I>      <j 

=  o. 


Les    trois  déterminants    caractéristiques    du    troisième 
ordre  étant  nuls  dans  le  cas  des  cylindres,  on  aura 

B'     A'    /,.  1  =  0: 

B'    B   /:  I 

cette  relation  est  de  la  forme 

À/x^  :Vv-^  V:=^  •^• 
où  V  est  di lièrent  de  zéro. 


(  264  ) 
On  en  déduit 

/--  —  ~  J X  ~  J yi 

l'équation  du  plan  diamétral  de  la  direction  a,  ê,  y, 

devient  par  la  substitution  de  la  valeur  de  f'^  en  fonc- 
tion de /;  et /;, 

(=^v-ày)/^-(^v-y:x)/;=o, 

ce  qui  montre  (ju'il  passe  par  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans 

12.  Pour  que  deux  directions  a,  ê,  •',  a',  Jj',  v'  donnent 
le  même  plan  diamétral,  il  faut  et  il  suffit  que  les  direc- 
tions considérées  soient  dans  un  même  plan  avec  la  di- 
rection de  l'axe. 

Soient 


I 


xo 


?a  -^J?s-i--?Y  -^2(Ca-^G  o  -f-C  Y.)  =  o. 
-^ '-fa'  ^ y-^o'^  2  o^. H-  -2  ((^  a  H-  Ci  o  -h  Ci  y  )  =  o 

les  deux  plans  diamétraux  ;  pour  (ju'ils  soient  confondus, 
il  faut  que  l'on  ail 


?^  _  'fr  _ 


G 


G'o-^C- 


Ca'-hG'6'-+-G''7' 


Va'         VS-         Vy 

L'égalité  des  deux   j)remiers  rapports  entraine  celle 
des  deux  autres,  car  de  l'équation 


on  c 


léduil 


I  A      lî"     G    I 

j  W"     V      C   !  =  o 

I  ir     M    G"  I 
V     H  "  (  : 

IJ'     A'  G' 

•^ ',.     -i ',  MC.r  —  G '  V --  (V z) 


=  o 


(   .65  ) 
pai"  suile, 

l'o'a:^  lJ.'o'y-T-  -WiCa;  -^  Cy  -^(:"z)=  o; 
comme  on  a  déjà 

CCS  identités  nous  montrent  que  l'égalité 

?a  _  ^ 

entraine  les  autres. 

Cette  égalité  peut  s'écrire 

et,  si  ///  est  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  elle  nous 
montre  que  les  deux  directions  a,  ^,  v,  a', S', y'  sont  dans 
le  plan 

^'x —  rn(s'y=  o. 

Inversement,  si  la  direction  des  cordes  satisfait  à  cette 

relation,  on  aura 

o'^-ni^'^  =o, 

et  l'on  en  déduit  l'écalité  des  rappoits 


&' 


ipp( 


Ofx         ^o         ^Y  La  4-  (_i  o  -J-  (.,  -' 

?a'         ?o'         ?Y'         '-'^  -h  C  o  H-  L  Y 

et,  par  suite,  les  j)Ians  diamétraux  correspondants  sont 
confondus. 

13.   Il  n'existe  qu'une  seule  direction  de  cordes  pour 
lacjuelle  le  plan  diamétral  conjugué  ci^t  indéterminé. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  (jue  les  ([ualre  écpia- 
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lions 

Aa  -^B"8-4-B'y  =  o, 
B"a-^A'g  — By  r=o, 
B'a-^Bo  —A  Y=o, 
Ga  -.-G'g  -^G"y  =  o 

soient  satisfaites  pour  un  menie  système  de  valeurs  de 
^    ^  *' 

Les  deux  premières  définissent  la  direction  a,  ê,  v,  les 
deux  autres  sont  des  conséquences  des  premières  :  on 
voit  que  c'est  pour  la  seule  direction  de  l'axe  que  le  plan 
diamétral  est  indéterminé. 

Plans  diamétraux  singuliers  dans  les  cylindres. 

14.  Si  les  coefficients  directeurs  a,  ê,  "'  annulent 
C5(x,  y,  3),  l'équation  du  second  degré  en  p  s'abaisse  au 
premier  degré  et  l'écj nation 

est  le  lieu  des  points  lels(|ue,  si  [)ar  ces  points  (m  mène 
des  droites  parallèles  a  la  direction  a,  6",  ^',  ces  droites 
Jie  rencontrent  plus  la  surface. 

Les  plans  diamétraux  sont  appelés,  comme  précédem- 
iiieut,  les  plans  asymptotes  de  la  surface. 

La  (onction  '^(.r,  7  ,  z)  ne  peut  s'annuler  pour  des  va- 
leurs réelhrs  de  .r,  1  ,  3,  (jue  dans  hî  cas  où  la  suiface  est 
un  cylindre  hyperbolique. 

^lous  allons  considéier  c(î  dernici-  cas  : 

PnMions  pour  axe  des  3  la  dioite  d'intersection  des 
deux  plans  '^(.i,  )  ,  r;)=:  o,  et  [)()ur  plan  des  xj  un  plan 
(pielcompie. 

L'é(jualion  de  la  suri'ace  scia  de  la  iiMnie 

f{.r,  y\  c)=  A.r*4- A')-!—  }.\\  \ry -r-  \)  =  o. 


(   26;   ) 
Le  plan  diaiiiéual  de  la  direcl.ion  a,  o,  •'  est  alors 

Si  nous  coupons   la  suii'ace   par  un   j)!au  [larallèle  au 
plan  des  jry, 


Nous  obtenons  une  liypeibole  qui,  lappoilée  à  des  axes 
(jjc,  to/j  [)arallèles  à  Ox,  Oy  menés  par  le  point  (•)  où  le 
plan  z  =  Zi  rencontre  l'axe  des  z^  a  pour  écpiatiou 

A,r2-f-  A>2-i-  iW'tv  -h  D  =  o. 

Si  nous  désignons  par  .r,,j)  , ,  ^,  les  coordonnées  du 
point  A  (/%.  3),  où  la  dioite  0\  de  direction  a,  6',  y 
vient  rencoutrer  le  plan  z  =  Zi^  nous  aurons 


l'équation 


;i  =  T'-; 


Fis.  3. 


représenti;  alors,  dans  le  plan  ;wr.,  Técpialion  du  dia- 
mètre conjui^ué  de  la  direction  coA  dans  la  coni(pie  du 
plan  z  —  Zi.  On  voit  que,  si  le  point  A  se  rapproclic  de 
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J'asjinptote  toB,  le  diamètre  conjugué  OA' de  cette  di- 
rection s(;  rapproclie  de  l'asymptote -,  le  plan  diamétral 
de  OA  étant  le  plan  OtoA'  tend  à  se  confondre  avec  le 
plan  asymptote  Oo)B  lorsque  la  direction  OA  se  rap- 
proche indéfiniment  du  plan  O  (oB.  Lorsque  O A  se  trouve 
dans  le  plan  Oo)B,  le  plan  diamétral  conjugué  corres- 
pondant est  le  plan  0(oB. 

On  voit,  de  plus,  que  si  le  point  A  se  déplace  sur  la 
droite  toA,  le  plan  diamétral  de  OA  reste  le  même,  et 
cette  condition  est  nécessaire  pour  que  le  plan  OwA' 
reste  conjugué  de  OA^  par  suite,  pour  que  deux  direc- 
tions de  cordes  a,  S,  ^i  ^r/.  ê',  *''  donnent  le  même  plan 
diamétral,  il  faut  et  il  suffit  (pie  ces  directions  soient 
dans  un  même  plan  avec  l'axe. 

lo.  Ceci  nous  explique  quelles  circonstances  géomé- 
triques se  présentent  lorsque,  la  surface  étant  un  cy- 
lindre, deux  des  trois  plans  des  centres  sont  confondus. 
Supposons  que  f^.=  Oy  /^  =  o  soient  deux  plans  de 
centres  confondus.  Ces  plans  étant  conjugués  des  direc- 
tions OY  et  OZ,  les  deux  directions  OY  et  OZ  sont  dans 
un  même  plan  avec  celle  de  l'axe;  par  suite,  l'axe  de  la 
surface  est  parallèle  au  plan  YOZ. 

Si  les  plans  /"^.  =  o,  /^.  =  o  se  coupent  à  distance  finie 
et  si  l'équation  /"^  =  o  est  une  identité,  l'équation 

/(^•,  y,  z)=  o 

représente  un  cylindre  dont  l'axe  est  parallèle  à  l'axe 
des  3,  car  la  direction  de  l'axe  est  la  seule  pour  laquelle 
le  plan  diamétral  correspondant  est  indéterminé,  comme 
on  le  voit  aisément  sur  la  figure  précédente. 

\iy.  Pi'0[)Osons-nous  maintenant  de  liouver  la  direc- 
tion conjuguée  des  cordes  d  un  plan 

nx  -T-  b  V  -r-  c  z  -\~  d  =^  o. 


(  '-(h)  ) 

Soit  a,  ^,  Y  la  (liroctioii  (;li(;r(-liée.  \a^  plan  (liaiin'lral 
correspondant  est 

il  faut  que  l'on  ait 

^  _  ?6  _  ?r  _  *?.(  Ga  -t-  G'6  -h  G"y  ) 
abc  d 

Supposons  encore  que  les  deux  plans  y^,=i  o^  J"  =:  o 
se  coupent  à  distance  finie,  et 

A     B" 
B"    iV 

Nous  avons  établi  les  identités 

Xcp'^4-[j.cp'g-+- vo':^,  =  o, 
l'i^^  ;j.cp'g+  2v'(Ga  -^  C'g  --  G"7)=  o; 

on  en  conclut  les  conditions 

a\  -\-  b  \x  -^  Ci   =:  o, 
aX'-h  6  ;a.'-i-  ^-/v'  =  o, 

auxquelles  doivent  satisfaire  les  coeÛicients  de  l'équa- 
tion du  plan  donné  pour  qu'il  puisse  etie  diamétral 
d'une  direction. 

Ces  conditions  expriment  que  le  plan  donné  passe  par 
l'axe  de  la  surface. 

En  elfet,  de  l'identité 


on  déduit 


et  l'on  a  de  plus 


AX-hB";jt.-+-  B'v  =  o, 
R"X4-  V'a^Bv   =  o. 

(f  A  -{-  b  ^  -i-  t'v  =  o. 


(   27«  ) 
Cos  trois  équations  nous  donnent 

A      B"     B' 

B"     A'      B      =  o. 

abc 

Désignons,  pour  abréger,  par  P  le   premier  menibre 
(le  l'érjuation  du  plan  donné 

V  =  ax  -^  by  -h  c  s  -^  (l\ 

de  l'équation  précédente  nous  déduisons 

A      B"     \n-C 


B"   A'   {/;-(:: 

a      b         V  —  d 


=  o 


ou  m  en 


A    B"  1/; 
B"   A'   {/; 

a      b         p 


A      B"     C 

B      A'     C 
a       b      d 


Jl  est  aisé  de  voir  que  le  déterminant 


A      B"     G 

B"     y    C 
a      b      d 


est  nul. 

En  ('ll(;l,  de  l'identité 


a'  cp'r  -i-  [X  o\.  -h  -2  V  '(  G  X  -^  C'y  -{-  C"  z)=  o 


on  déduit 

ou  a  i\c  plus 
par  suite, 


Aa'+B";x'+Gv'  =  o, 
H"X'-+-A';jL'-f-G'v'  =  o: 

r/  À'  -f-  b  II'  -H  r/v'  =  o, 

]    A      B"     G    I 
j   B"     A'     G'  1  =  0; 
a       b      <l    \ 


(  ^^-7'  ) 
Ja  relation  entre/;,  f\.  et  P  devient  done 


W     A'     J,/,' 
a       h         V 


=  o, 


et  dans  cette  relation,  le  eotîffieient  de  P  étant  dillérent 
de  zéro,  P  est  une  fonction  lint'aire  et  homogène  de/" 
et  y^  ;  par  suite  le  plan  P  =rr  o  passe  pnr  l'axe  du  cy- 
lindre. 

L'équation 


Oe> 


a 


qui  entraîne  toutes  les  autres,  nous  donne  1(^  plan  au- 
quel toutes  les  cordes  conjuguées  du  plan  P  =  o  sont 
parallèles. 

IV.   —  Cylijvdiie  paraboltque. 

17.  Lorsque  réquation/(x,  j  ,  ::)=:  o  représente  un 
cylindre  parabo[i(|ue,  l'ensemble;  homogène  des  termes 
du  second  degré  est  le  carré  d'une  fonction  linéaire*,  les 
dérivées   partielles  de  la  fonction  cp(^,  j,  ^)  sont  donc 

de  la  forme 

o\.^^  il    0(2-,  JK,  -), 

cpl  r=  2/1  S{x,  y,  z), 

B(.r,  j,  ::)  étant  une  fonction  linéaii'c  de  t,  j^  z. 

Le  plan  diamétral  de  la  direction  a,  ê,  ^  devient  dans 
ce  cas 


(Ix  -h  mj-  +  /i^)  G(a,  S,  v)^-  Ca  -i-  C 


C"v  =  o. 


On  voit  (|ue  tous  les  plans  diamélraux  sont  parallèles 
entre  eux. 


(  ^-72  ) 

18.  Pour  que  deux  directions  de  cordes  a,  6,  -',  a',ê',-'' 
donnent  le  même  plan  diamétral,  il  faut  et  il  suffit  que 
ces  cordes  soient  dans  un  même  plan  parallèle  aux  gé- 
nératrices du  cj'lindre. 

Car  il  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

Ga^G'g-t-C"Y  ~  Ga'-^G'g'— G"-;'' 

ce  qui  indique  que  la  direction  des  cordes  est  parallèle 

au  plan 

8(x,  y,  z) —  m(G.r  -h  C'y  H-  C" z)=  o, 

ni  étant  la  valeur  de  l'un  des  membres  de  l'égalité  pié- 
cédente. 

Inversement,  si  la  direction  des  cordes  satisfait  à  la 

relation 

e{x,y,z)—77t{C.T-i-Cy-^C"z.)  =  o, 

les  plans  diamétraux  correspondants  sont  les  mêmes. 

Plans  diamétraux  singuliers. 

19.  Si  la  direction  des  cordes  annule  C3(^,  )',  r),  le 
plan  diamétral  correspondant  est,  comme  précédem- 
ment, le  lieu  des  droites  qui,  menéc^s  parallèlement  à  la 
direction  a,  ^,  y,  ne  rencontrent  plus  la  surface. 

Dans  ce  cas,  le  plan  diamétral  est  rejeté  à  l'inlini,  car 
'^(x,  j  ,  :;)  est,  à  une  constante  près,  le  carré  de 

L'égalité  '^(a,ê,  y)=o  entraîne  B(^a,  S,  v)=o,  et, 
par  suite,  IVupialion  du  plan  diamétral  se  réduit  à 

î.e  plan  diamétral  seia  indclcrmiix'  si  les  coefficients 


(  ->■:'■'  ) 

a,  ê,  "' satisfont  aux  deux  conditions 

0fa,g,Y)-o, 
Ca-4-C'ê-f-C"Y  =  o, 

c'est-à-dire  si  la  direction  des  cordes  est  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre. 

On  peut  aisément  suivre  la  variation  de  la  position  du 
plan  diamétral  lorsque  la  direction  des  cordes  varie. 

Prenons  pour  axe  des  z  une  génératrice  du  cylindre, 
pour  origine  un  point  quelconque  de  cette  génératrice, 
pour  axe  des  x  et  desj)  deux  droites  quelconques  pas- 
sant par  ce  point.  L'équation  de  la  surface  est  alors 

A.r2  -h  A'ji-2  -^  1  Wxy  -\- -iCx -t- '?.  Cy  ^^  o 


avec 


AA'-  B''2  =  o. 


Faisons  une  section  dans  la  surface  par  le  plan  z-:=z^: 
cette  section  est  une?  parabole,  et  la  trace  du  plan  dia- 

Fig.  4- 


métrai  de  OA  {fig-  4)  sur  le  plan  3  =  z,  est  précisé- 
ment le  diamètre  MN  de  la  direction  o)  A  dans  la  para- 
bole. 

Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  Vlll.  (Juin  i88l,.)  i8 


(  '--4  ) 

Si  le  point  A  Si*  déplace  sur  oj  A,  c*esl-à-dire  si  OA  se 
déplace  dans  le  plan  OioA,  le  plan  diamétral  reste  le 
même;  à  mesure  que  le  point  A  se  rapproche  de  A,  situé 
sur  la  droite  to A,  parallèle  à  MN,  le  diamètre  corres- 
pondant à  la  direction  wA  s'éloigne  à  l'intîni  :  par  suite 
le  plan  diamétral  de  OA,  est  rejeté  à  l'infini. 

Si  le  point  A  s'approche  de  uj,  le  plan  diamétral  cor- 
respondant à  OA  a  une  position  bien  déterminée  pour 
chaque  direction  de  OxA,  suivie  par  le  point  A,  mais  le 
plan  diamétral  prend  une  position  quelconque  si  l'on 
considère  des  directions  quelconques  OA  ;  par  suite,  le 
plan  diamétial  conjugué  de  Oio  est  indéterminé. 

20.  Etant  donné  le  plan  aji'-\-Iyy-hcz~i-fi^=it^ 
proposons-nous  de  déterminer  le  plan  des  directions  des 
cordes  conjuguées  de  ce  jdan. 

Pour  qu'il  soitdiamétral  d'une  direction  aêy  de  cordes, 
il  faut  que 

a  h  c  d 

On  en  lire 

/         ni        n         C  a  —  C  o  -4-  C 


I 


a 


h         c  f/H(a6Y) 


A, 


soit  A  la  valeur  de  ce  rapport. 

On  voit  (|U(' 

l.r  -4-  iny  -•-  n  z  _  . 

y-  —     A, 

a  r  -^  n^■  —  r  z 
le  plan  donné  doit  donc  être  parallèh'  au   plan 

/.r  ~  m  y  -r-  n  z  —  o 

ou 

8(  .r.    r.  ;)  —  o: 

cette  condition  sullit  pour  qu  il  suit  diamétral  d'une  in- 


(  ^7^  ) 
liiiilé  de  directions  situées  dans  un  plan,  ear  récjualion 

Ga—  Go  —  C'y  =  Ade(oL,  o.  y) 

nous  montre  cjue,  si  la  direction  des  cordes  est  dans  le 
plan 

G-r—  C'y  —  C^z  =  À  dSix,  y,  z), 

les  trois  équations  d'identification  sont  satisfaites,  et 
toutes  les  droites  tracées  dans  ce  plan  ont  pour  plan  dia- 
métral le  plan  donné. 

Enfin,  si  le  cylindre  parabolique  se  réduit  à  un  sys- 
tème de  deux  plans  parallèles,  toutes  les  directions  de 
cordes  donnent  le  même  plan  diamétral  :  nous  ne  nous 
y  arrêterons  pas. 


COXCOLRS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  POLVTECHMQtE  E\  1888. 


Physique. 

1.  Microscope  composé.  On  demande  seulement  la  marche 
des  rayons  lumineux  et  la  mesure  du  grossissement. 

:2.  Détermination,  par  la  méthode  de  Dumas,  de  la  densité 
de  la  vapeur  d'un  liquide  bouillant  au-dessous  de  loo''. 

Chimie. 

Exposer  les  analogies  qui  conduisent  à  placer  Tazote,  le 
phosphore  et  larsenic  dans  une  même  famille  naturelle. 

Composition  française. 

Les  Sociétés  modernes  sont  eu  progrès  évident  sur  celles 
qui  les  ont  précédées  au  point  de  vue  de  raccroissement  des 
connaissances  dans  toutes  les  branches  de  la  Science  :  elles 
tendent  manifestement  à  un  adoucissement  général  des  mœurs, 
à  un  développement  plus  libre  et  plus  heureux  de  l'humanité. 


(  ■>-~c>  ) 

L'idée  de  Patrie  doit-elle  être  entamée  par  cette  évolution? 
Ne  doit-elle  pas,  au  contraire,  se  fortifier  de  plus  en  plus  ?  La 
nature,  l'histoire,  les  aspirations  les  plus  nobles  de  l'être  hu- 
main ne  se  trouvent-elles  pas  d'accord  pour  commander  d'en- 
tretenir l'énergie  morale  que  donne  le  patriotisme  ? 

Lavis. 

Faire  à  l'encre  de  Chine  à  teintes  plates  le  lavis  d'un  cône 
de  révolution  reposant  sur  un  socle  cylindrique  et  se  déta- 
chant sur  un  fond  gris  dégradé  à  teintes  fondues. 

Nota.  —  Les  traits  pour  le  cadre,  les  arêtes  ou  les  contours 
apparents  des  solides  seront  faits  à  l'encre. 

On  observera  les  filets  de  lumière. 

Calcul  trîgononiétiujur. 
On  donne  dans  un  triangle  les  trois  côtés  : 

a  —  12524'",  6u, 
h  ^  22639™, 27, 
c  =  i89i3'",4>. 
Déterminer  les  trois  angles  et  la  surface. 


Epure  de  Géométrie  descriptive. 

Représenter  par  ses  projections  le  solide  qui  reste  quand, 
d'une  portion  de  cône  supposée  remplie,  on  enlève  ce  qui  se 
trouve  à  l'intérieur  d'un  cylindre  donné. 

Le  cône  est  de  révolution  et  a  son  axe  vertical  ;  l'angle  au 
sommet  est  droit.  La  portion  remplie  va  du  sommet  à  un  plan 
horizontal  mené  à  o'",i2  plus  bas. 

Le  cylindre  est  aussi  de  révolution.  L'une  de  ses  généra- 
trices coïncide  avec  celle  des  génératrices  de  front  du  cône, 
qui  est  située  à  droite  sur  la  nappe  inférieure.  Son  axe  est  en 
avant  de  celui  du  cône  ;  la  perpendiculaire  commune  à  ces 
deux  droites  rencontre  la  seconde  à  o"*.  09  au-dessous  du  som- 
met :  elle  a  o'".o3  de  longueur. 

On  placera  la  projection  horizontale  du  sommet  du  cône  à 
o'",o~  plus  bas.  et  la  proj<'(tion  Ncrticalc  à  o'".i9  plu<  haut  que 
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le    cenlre  du  cadre,   sur  la   parallèle  aux   grands  côtés  iiieru-e 
par  ce  point. 

En  fait  de  constructions  autr«;s  (|ue  celles  qui  se  raj)portenl 
aux  points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister  dans  le  tracé 
à  l'encre  que  la  détermination  d'un  point  quelconque  de  chaque 
courbe,  et  celle  de  la  tangente  au  même  point. 

AUTRE   SUJRT  (  *  ). 

Un  cube  plein  effectue  une  rotation  entière  autour  d'uin;  dr 
ses  diagonales  :  représenter,  par  ses  piojeclions,  le  solide 
ainsi  engendré. 

Chaque  diagonale  du  cube  a  21''"  de  longueur  ;  celle  autour 
de  laquelle  il  tourne  est  de  front  et  fait,  avec  le  plan  hori- 
zontal, un  angle  égal  à  la  sixième  partie  de  l'angle  droit  ;  des 
deux  extrémités  de  cette  diagonale,  celle  de  droite  est  la  plus 
élevée. 

On  placera  les  projections  du  centre  du  cube  à  9.5'"*  de  dis- 
tance l'une  de  l'autre,  de  manière  que  la  droite  qui  les  join- 
drait ait  pour  milieu  le  centre  du  cadre  et  soit  parallèle  aux 
grands  côtés. 

En  fait  de  constructions,  et  en  dehors  de  celles  qui  se  rap- 
portent aux  points  remarquables,  on  ne  laissera  subsister  dans 
le  tracé  à  l'encre  que  la  détermination  d'un  point  de  chaque 
courbe  et  celle  de  la  tangente  en  ce  point. 

On  n'indiquera  aucune  asymptote. 


COXCOIUS  GENERAL  DE  1888. 


Philosophie. 


PREMIER    SUJET. 


1.   On  donne  un  angle  ROS  et  un  point  A  sur  l'un  des  côtés. 
Par  A  on  mène  un  cercle  qui  est  tangent  au  côté  OK  et  coupe 


(')    Fait  par   quelques   élèves    qui   n'uni  pu    cuniposer   on    nièine 
temps  que  les  autres. 
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OS  aux  points  B,  G.  On  mène  en  B  el  G  les  tangentes  GD  et 
BD.  Puis  on  joint  AB,  AG  : 

1°  Trouver  les  lieux  du  centre  du  cercle  inscrit  et  des  cen- 
tres des  cercles  exinscrits  au  triangle  ABG; 

2°  Trouver  les  lieux  du  centre  du  cercle  inscrit  et  des  cen- 
tres des  cercles  exinscrits  au  triangle  BGD  {^  ). 

2.  Deux  cercles  de  centres  A  et  B  se  coupent  suivant  la 
droite  GG'  qui  rencontre  AB  au  point  O. 

Les  droites  AG  et  GB  sont  rectangulaires.  On  donne 

AO  =  a,         OB  =  b,         (a  =  b). 

Trouver  sur  AB  un  point  D  tel  que,  si  l'on  élève  par  ce  point 
une  perpendiculaire  à  AB,  qui  rencontre  les  deux  cercles,  la 
somme  des  carrés  des  cordes  déterminées  par  la  perpendicu- 
laire soit  égale  à  un  carré  donné  K^.  Discuter. 


DEUXIEME   SUJET. 

1.  On  donne  dans  un  plan  deux  points  fixes  A  et  A';  on 
mène,  dans  ce  plan,  un  cercle  G  de  rayon  quelconque  tangent 
à  la  droite  AA'  au  point  A  et  un  cercle  G'  tangent  à  la  même 
droite  au  point  A'  et  tangent  au  cercle  G'.  On  mène  la  tan- 
gente commune  extérieure,  autre  que  AA',  aux  deux  cercles 
G,  G';  soient  B,  B'  les  deux  points  de  contact.  Sur  BB' comme 
diamètre,  dans  le  plan  de  la  figure,  on  décrit  un  cercle  G*: 

1°  Démontrer  que  tous  les  cercles  tels  que  le  cercle  G", 
qu'on  obtient  en  faisant  varier  le  rayon  du  cercle  G,  sont  tan- 
gents à  un  même  cercle  fixe  ; 

2°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  chacun  des  cercles,  tels  que 
le  cercle  G",  obtenus  en  faisant  varier  le  rayon  du  cercle  G. 

12.  Etant  donnés  les  trois  côtés  o,  b,  c  d'un  triangle  ABG, 
calculer  les  rayons  de  trois  sphères  tangentes  entre  elles  deux 
à  deux  et  tangentes  au  plan  du  triangle  ABG,  la  première  en 
A,  la  seconde  en  B,   la   troisième  en  G.   Cc\i\  fait,  considérant 


(')  Le  coucours  a  été  annulé,  parce  que  le  lieu  des  rentres  des 
cercles  exinscrits  an  triangle  BCD  est  une  courbe  du  quatrième 
ordre,  et  qtie  la  rTOdiuPtrir  élémentaire  r>t  seule  enseignée  en  Phi- 
losnphic. 
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les  deux  côtés  a  et  6  comme  seuls  connus,  déterminer  le  troi- 
sième côté  c  de  façon  que  la  somme  des  rayons  des  trois 
sphères  soit  égale  à  une  longueur  donnée  /.  Discuter  ce  der- 
nier problème,  seulement  dans  le  cas  particulier  oh  b  =  a:  et 
reconnaître  alors,  suivant  la  grandeur  de  /,  dans  cas  quel  l'angle 
AGB  est  moindre  que  60",  compris  entre  60"  et  90",  plus  grand 
que  90°. 


ÉCOLE  FOIIESTIÈRE  (C0\C01RS  DE  1888). 


Math  émat  iq  ues . 

1.  a  el  b  désignant  les  côtés  de  l'angle  droit  d'un   triangle 

rectangle,    h    la    hauteur    perpendiculaire    sur    l'hypoténuse, 

prouver  la  relation 

I  1  ( 

En  conclure  le  moyen  de  construire  géométriquement  la 
longueur  h  donnée  par  la  relation 

I    __     I  I  ,1 

où  a,  6,  ...,  /  sont  des  longueurs  données,  en  nombre  quel- 
conque. 

2.  Un  voyageur  doit  se  rendre  du  point  A  au  point  C  parla 
voie  ferrée  AX  et  par  une  voie  partant  d'un  point  indéterminé 
B  de  AX  et  se  dirigeant  vers  le  point  G.  On  demande  de  dé- 
terminer le  point  B  de  façon  que  sa  dépense  soit  minima, 
sachant  que,  payant  place  entière  sur  la  voie  BG,  le  voyageur 

pave  seulement  -  du  tarif  sur  la  voie  AX. 

^  -^  Il 

On  interprétera  toutes  les  solutions,  et  l'on  examinera  s|)é- 
rialement  les  cas  de  /i  =  x  et  de  /i  —  i. 


(   28o   ) 

Trigonométrie  et  calcul  logarithmique. 

J.  Trouver  la  différence  de  hauteur  de  deux  points   inacces- 
sibles. 

2.  On  donne,  dans  un  triangle,  les  trois  hauteurs 
A  =  12  566"^,  368,         A' =  9424^,776,         /i  "  =p  7539™,  8208  ; 
on  demande  les  côtés  et  les  angles. 


AGIlEGATIO.\  DE  L'E^SEIGXE3IE\T  SECOXDAIHE  SPECIAL 
(C0\C01US  DE  1887). 


Algèbre  et  Trigonométrie. 

On  considère  un  quadrilatère  convexe  ABCD,  le  centre  de 
gravité  G  de  sa  surface,  et  le  point  de  rencontre  O  de  ses  dia- 
gonales. Soient  a,  p,  y,  0  les  aires  respectives  des  triangles 
GAB,  GBG,  GCD,  GDA  et  a',  p',  7',  0'  celles  des  triangles 
OAB,  OBC,  OCD,  ODA  : 

1°  Démontrer  que  la  surface  S  du  quadrilatère  est  exprimée 
par  le  binôme  3  a  -f-  y?  ^^  V^^  "^^  binômes  analogues  ; 

2°  Trouver  la  relation  entre  les  quatre  surfaces  a',  3',  *;',  0'. 
puis  la  relation  entre  les  surfaces  a,  [3,  y?  ^  5 

3°  Résoudre  le  quadrilatère,  sachant  que  les  distances  du 
centre  de  gravité  G  aux  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  sont  respecti- 
vement (en  mètres) 

«  =  3''         ''=.8''        "  =  T'"'         ''  =  15'' 
et  sachant,  en  outre,  que  l'on  a  (en  mètres  carres) 
a  -f-  3  =:  5  r.         ^  -+-  y  —   i  '">         V  -^  0  ==  4  '%         ô  —  a  =  5  /•. 
où  /•  (li''>ii:nc  la  ra'ine  por^itivo  de  I  équation 
\\x-  -\-  \^x  —  I  =  o. 
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Mécanique. 

Un  fil  de  fer  verLical  AB,  de  lo"'  de  longueur,  el.  dont.  I;i 
section  normale  mesure  5o"""*ï,  est  fixé  par  son  extrémité  supé- 
rieure A,  et  se  termine  par  un  crochet  à  son  extrémité  infé- 
rieure B.  Ce  fil  s'allonge  de  i"*"  quand  on  exerce  sur  lui,  sans 
choc,  une  traction  de  10^^  par  millimètre  carré  de  sa  section, 
et,  pour  des  tractions  moindres,  l'allongement  est  propor- 
tionnel à  la  traction.  Gela  posé,  le  fil  de  fer  étant  au  repos, 
on  accroche  en  B,  sans  choc,  une  charge  donnée  de  P  kilo- 
grammes, assez  faible  pour  que  les  allongements  ne  dépassent 
pas  i'^™,  et  l'on  demande  : 

i*  Quel  sera  le  plus  grand  allongement  absolu  qu'épromera 
le  fil,  ou  de  combien  s'abaissera  le  crochet  B? 

1°  Au  bout  de  combien  de  temps  se  produira  cet  allonge- 
ment maximum  ? 

3°  Si  cet  allongement  persistera,  et  quelles  seront  les  prin- 
cipales circonstances  du  mouvement  ? 

4"  Quelle  est  la  plus  grande  valeur  que  puisse  avoir  le  poids 
P  sans  que  la  limite  de  i""",  pour  les  allongements,  soit  dé- 
passée ? 

On  négligera  la  masse  et  le  poids  du  fil  en  comparaison  de 
la  masse  et  du  poids  du  fardeau. 


Géométrie  descriptive. 

Une  sphère  opaque  est  posée  sur  le  plan  horizontal,  cl  un 
angle  droit  est  donné  dans  ce  plan.  Construire  un  point  tel  que, 
si  l'on  y  place  une  lumière,  l'ombre  que  portera  la  sphère  sur 
le  plan  horizontal  soit  limitée  par  une  parabole  tangenle  aux 
deux  côtés  de  l'angle  droit  donné.  Déterminer  cette  oml)re 
portée,  ainsi  que  l'ombre  propre  de  la  sphère. 


Epreuve  pratique  de  calcul. 

On  donne  la  base  BC  =  a  d'un  triangle  et  les  angles  adja- 
cents B  et  C.  Inscrire  au  triangle  ainsi  défini  un  triangle  équi- 
latéral  dont  un  côté  NT  soit  parallèle  à  la  base  BC  du  triangle. 
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\  I  p 

On  cherchera  l'expression  du  rapport  k  =  tt?^'    ^'"*'   V^^   ^^- 
segments  MB,  MG  el  le  côté  NP  du  triangle  équilatéral. 
Application  :  BG  =  1294'",  67  ;  B  =  So^S'o;";  G  =  39° 56' 3". 

Epreuve  pi^atique  de  Géométrie  descriptive. 

Une  demi-sphère  creuse  AGB,  éclairée  par  le  point  lumineux 
P,  repose,  par  son  sommet  G,  sur  le  plan  horizontal.  Déter- 
miner l'ombre  propre,  ainsi  que  l'ombre  portée  sur  le  plan 
horizontal. 

Données  numériques.  —  Le  centre  O  de  la  sphère  est  à  d*""" 
au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  85"""  en  avant  du  plan  ver- 
tical. Le  point  P  est  situé  dans  le  plan  de  front  qui  contient 
ce  centre,  à  i25"""  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  la  même 
distance  de  19.5"""  à  droite  de  la  verticale  du  centre. 


COMOIKS  POUR  LES  BOIRSES  DE  LICEXCË 
(TOULOUSE  1888). 


1.  Décomposeï'  en  deux  facteurs  réels  du  sccontl  degré  le 
polynôme 

x'* —  \x^  cosa  cos6  -i-  :ix-{\  -f-  cos'2a  -f-  cosib) 
—  /\x  cosacos6-f-i. 

2.  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  son  axe  el  sur  celte 
ellipse  un  point  ^l{x',y')\  former  l'équation  générale  des  co- 
niques osculatrices  à  l'ellipse  au  point  AL 

Exprimer  que  celle  équation  représente  une  parabole  ;  dé- 
montrer ensuite  que,  par  un  point  P(a,  ,3)  du  plan,  il  passe 
quatre  de  ces  paraboles,  que  les  quatre  points  {x\y)  corres- 
pondants sont  situés  sur  deux  droites  |)arallèlcs,  et  que.  parmi 
eux,  deux  au  plus  sont  réels. 

Form.cr  l'équation  d'une  parabole  passant  par  les  quatre 
points  {x\y')  qui  correspondent  à  un  point  (a,  P),  cl  trouver 
le  lieu  décrit  par  ce  dernier  point  lorsque  la  parabole  en  ques- 
tion passe  par  un  pfnnl  lîxc  i\\\  plan. 


(  ^8.^  ) 

CONCOIRS  D'ADinSSIO\  A  L'ÉCOLE  WVALE 

(18S8). 


Arithmétique. 

Calculer  à  moins  de  o,oi  près  en  centièmes  la  valenr  de  l'«;\- 
pression 


i/ï 


X  9,8765 ',3'ii 


«7 

Algèbre. 

Etant  donnés  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A  et  isoscèle,  et 
un  point  D  situé  sur  le  côté  AB,  par  un  point  X  situé  sur  le 
côté  AC  on  mène  XE  parallèle  à  AB  et  l'on  joint  ED.  Dési- 
gnant par  b  le  côté  AB  =  AC.  par  x  la  distance  GX  =  W.  et 
par  d  la  distance  AD,  on  demande  : 

1°  L'expression  du  volume  engendré  par  le  trapèze  AXEl) 
tournant  autour  de  AC  ; 

2°  L'interprétation  géométrique  dont  cette  expression  est 
susceptible  lorsque  l'on  donne  à  x  des  valeurs  négatives  ; 

3°  L'étude  des  variations  du  volume  représenté  par  cette 
expression  quand  le  point  X  se  meut  sur  AC  et  sur  son  pro- 
longement au  delà  du  point  C  ; 

4**  L'étude  du  même  problème  en  supposant  le  poinl  D  situé 
à  droite  de  B; 

5°  L'étude  du  même  problème  en  supposant  le  point  D  situé 
à  gauche  de  A. 

Géométrie  descriptive. 

Une  droite  est  définie  par  les  deux  points  {a.  a)  (6,  b')[}). 


aa 

=^ 

4:>.'^"\ 

?é 

== 

9  î'""\ 

y.  a 

— 

12""", 

^b' 

=: 

58'""', 

a3 

^ 

80"""  • 

{')  a  et  ^  sont  les  points  d'inlcrscclion  avec  la  lij;nc  de  lorrc  des 
lignes  de  rappel  aa' ,  bh' . 
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On  demande  : 

1°  De  déterminai-  les  projections  de  la  perpendiculaire  com- 
mune à  cette  droite  et  à  la  ligne  de  terre  ; 

1°  De  tracer  les  projections  de  la  sphère  décrite  sur  cette 
perpendiculaire  comme  diamètre  ; 

Intersection  avec  les  plans  de  projection  ; 

3"  De  tracer  les  projections  du  cube  circonscrit  à  cette 
sphère  dont  l'une  des  faces  passe  par  la  droite  donnée  et  dont 
l'une  des  arêtes  est  parallèle  à  cette  droite. 


Calcul  trigonométrique . 

Calculer  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o°  et  SCo"  qui  sa- 
tisfont à  l'équation 

0,0643217  X.    COS2I2°Io'2/' 


ÛX\\lX  -r  13'') 


(  tang3'2i^'2i'i9";^ 


Géométrie. 

D'un  point  pris  sur  la  surface  d'une  sphère,  on  peut  tou- 
jours abaisser  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  un 
petit  cercle  donné. 

Définitions  et  théorèmes  à  l'appui. 

Propriétés  des  arcs  de  grand  cercle  perpendiculaires  et  obli- 
ques à  un  arc  de  petit  cercle. 


Géométrie  analytique. 

Les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  on   considère  la  co- 
nique définie  par  l'équation 

\{x  —  ay -^- y''- —  p3](i-;-  m^-)  —  {y—  mxY-  =  o, 

dans  laquelle  a  et  p  sont  des   constantes  et  m  un  |»arumèlr( 
\ariable. 

On  demande  de  montrer  : 

1°  Que  cette  conique  a  un  double  contact  avec  la  circf)nf«  - 

renoc 

(JF  — a)2~;'2~  p2  =  o 

an  point  où  elle  est  coupée  |>ar  la  dioiii- 

y  —  mx  —  o; 
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•>."  Que  cette  conique  est  une  parabole  (juel  que  ^^oii  I.-  para- 
mètre m. 

Trouver  l'équation  de  l'axe  de  cette  parabole. 

Cet  axe  passe  par  un  point  fixe  quand  m  varie. 

Lieu  géométriqne  des  points  de  contact  des  tanf,'cntes  me- 
nées par  l'origine  à  toutes  ces  paraboles. 

3°  Aux  points  où  chacune  de  ces  paraboles  coupe  l'axe  des 
:r,  on  mène  des  normales. 

Lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  de  ces  normale-^. 


C0\C01IRS  D'AmiISSlON  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  IIILITAIRE 

(1888). 


Mat  hé  m  atiq  ues. 

1.  AB  et  A' B'  sont  deux  droites  parallèles  et  AA'  est  une 
perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites  qui  les  rencontre 
en  A  et  A'.  Sur  ces  deux  droites  on  prend,  d'un  même  côté  de 
AA',  deux  longueurs  AO  —  x  el  \'0' ^=  y,  qui  sont  variables, 

mais  liées  entre  elles  par  la  relation   xy  =  — j  a  désignant   la 

distance  AA'.  De  O  et  de  O'  comme  centres,  avec  les  rayons  x 
etjK,  on  décrit  deux  circonférences  ; 

1°  Démontrer  que  ces  deux  circonférences  sont  tangentes  ; 

•i"  Trouver  le  lieu  de  leur  point  de  contact  ; 

3°  M  désignant  ce  point  de  contact,  on  mène  la  droite  A^L 
que  l'on  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  G'  avec  A'B';  on  mène 
de  même  A'M  que  l'on  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  G  avec 
AB,  on  joint  GG'. 

Déterminer  x  tl  y  de  manière  que  le  trapèze  A  .\'G'(^  ait  une 
surface  donnée. 

!2.  On  donne  un  cône  circulaire  droit  et  un  point  A  sur  le 
plan  de  sa  base.  On  mène  par  ce  point  A  une  droite  rencon- 
trant la  circonférence  de  base  aux  points  B  et  G.  Quelle  doit 
être  la  distance  de  cette  droite  au  centre  de  la  base,  pour 
que  le  triangle  SBC  ail  une  surface  donnée  (S  étant  le  som- 
met du  cône) ? 
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3.  Dans  un  triangle  langle  A  est  de  jt."-!-' ^7 ,y  et  le  rap- 
port des  côtés  qui  le  comprennent  est  égal  à  i  /  -;  calculer  It's 
angles  B  et  G. 

Géométrie  descriptive. 

Un  tétraèdre  SABG,  dont  la  face  ABC  est  située  sur  le  plan 
horizontal,  est  déterminé  de  la  manière  suivante  :  le  sommet 
S  a  pour  cote  70""",  et  pour  éloignement  3o""".  L'arête  SA  est 
dans  un  plan  de  profd  et  le  point  A  a  pour  éloignement  iiS""". 
La  face  SBC  (B  à  gauche)  est  parallèle  au  plan  vertical.  Les 
faces  SAB  et  SAC  font  chacune  avec  le  plan  de  profil  qui  con- 
tient l'arête  SA  un  angle  de  45°.  —  Sur  l'arête  SB  on  prend, 
entre  S  et  B,  un  point  D  à  20"""  du  sommet  S,  et  par  ce  point 
D  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  SB  ;  ce  plan 
coupe  SG  en  E  et  SA  en  F  : 

1°  Construire  les  projections  du  triangle  DEF  ; 

si°  On  considère  la  sphère  qui  a  DE  pour  diamètre  :  repré- 
senter le  solide  commun  à  celte  sphère  et  au  tétraèdre. 

Lai^'is. 

Laver,  soit  à  teintes  plates  superposées,  soit  à  teintes  fon- 
dues, la  projection  verticale  d'une  borne  en  pierre  formée  d'un 
prisme  octogonal  régulier  surmonté  d'un  cylindre. 

Les  rayons  lumineux  sont  parallèles  à  une  droite  dont  les 
deux  projections  font  des  angles  de  45"  avec  la  partie  gauche 
de  la  ligne  de  terre. 


I 
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Mathématiques. 
1,   Voir  l'énoncé,  3''  série,  t.  \II,  }».  3 14. 
^.   Gonsi  ruiit'  la  coiirhc  rcpiésenlée  par  l'équation 
u-{.r'-—  r'y--r-  ^.ry{x —  rV-  —  .(.^'V'-^.»'  —  3.r)=  o. 
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Physique. 

1.  Quelle  quantité  de  chaleur  au  inaxiiriuiu  pourra  céder  i"'* 
d'air  chauffé  sous  la  pression  atinosphéri((uc  à  telle  tennpéra- 
ture  aussi  élevée  que  l'on  voudra  ? 

2.  Une  lunette  astronomique  est  munie  d'un  réticule  formé 
de  deux,  fils  parallèles.  En  face  de  cette  lunette  est  disposée 
une  mire  divisée  en  centimètres.  Pour  que  le  nombre  de  cen- 
timètres que  l'on  voit  entre  les  deux  fils  du  réticule  soit  pro- 
portionnel à  la  distance  de  la  mire  au  pied  vertical  qui  suj)- 
porte  la  lunette,  on  a  intercalé  dans  celle-ci  une  troisième 
lentille.  Étudier  l'instrument  ainsi  modifié. 


ERRATA  Alix  TABLES  DES  QUARTS  DE  CARRÉS 
DE  J.  BLATER  (M. 

Transmis  par    M.  Adolf  Weixler,   employé  du  Bureau  de  trian- 
gulation au  Palais  Royal  Impérial  de  l'Établissement  géographique 


militaire  à  Vienne  (Autriche). 


Arguments. 

Pages. 

Siibtl 

ivision. 

Ligne  de  N.      Colonne  F!. 

An  lien  df  : 

Lisez  : 

28.. 

I 

62                i34 

100 

i58 

iS4.. 

I 

o4            fp« 

354 

356 

.8',.. 

I 

96               918 

272 

■>-A 

(')  Blaïer  (Joseph).  —  Table  des  quarts  de  carrés  de  tous  les 
nombres  entiers  de  i  à  200000,  servante  simplifier  la  multiplication, 
l'élévation  au  carré,  ainsi  que  l'extraction  de  la  racine  carrée,  et  à 
rendre  plus  certains  les  résultats  de  ces  opérations,  publiées  avec 
la  collaboration  de  A.  Steinuauseu,  Conseiller  impérial  à  Vienne. 
Grand  in-4";  1888.  Prix  :  Broché,  lo'"';  cartonné  avec  signets  tie 
parchemin,  20''. 
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SOLITIOX  GÉOMÉTRIOIE  DE  LA  OlESTïO\  PKOPOSÉE^ 
Çt^^^^  Ail  COXCOURS  GÉNÉRAL  E\  1889; 
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Par  m.  g.  LEINEKUGEL, 

Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 


On  donne  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  O  et 
une  parabole  P,  07i  considère  les  coniques  C  inscrites 
dans  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  com- 
munes au  cercle  et  à  la  parabole.  Cela  posé,  on  de- 
mande : 

1°  De  trouver  V enveloppe  des  polaires  A  du  centre 
O  par  rapport  aux  coniques  C  ; 

2"  L'enveloppe  des  tangentes  o  aux  coJiiques  C 
telles  que  la  normale  au  point  de  contact  passe  par  O  ; 
V enveloppe  des  axes  des  coniques  C.  Le  lieu  géomé- 
trique des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  O 
sur  x\,  sur  les  tangentes  o  et  sur  les  axes  de  (L 

I**  Nous  nous  appuierons  sur  celte  propriété  bien 
connue  (Chasles,  Traité  des  Sections  coniques^  : 

Le  lieu  des  centres  (c)  des  coniques  circonscrites  à 
un  quadrilatère  donné  est  une  hyperbole  équilatère . 

Cette  hyperbole  équilatère,  dite  hyperbole  des  neuf 
points,  passe,  comme  on  le  sait,  par  les  sommets  du 
triangle  formé  par  les  diagonales  du  quadrilatère,  par 
les  milieux  des  côtés  et  des  diagonales  intérieures.  Elle 
a  pour  centre  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère. 

Si  Ton  suppose  (|ne  le  f|uadrilatère  ahcd  au(]uel  sont 
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circonscrites  1(!S  coniques  (c)  (;sL  détiMininé  pai-  1  lnic  r- 
section  d'un  cercle  (G)  et  d'une  conique  (p),  l'hyper- 
bole équilatère  (/?)  des  neuf  points  relative  aux  coni- 
ques (C)  aura  ses  asymptotes  parallèles  aux  bissectrices 
de  deux  côtés  du  quadrilatère,  puisque;  ce  sont  les  di- 
rections des  axes  des  deux  paraboles  circonscrites  à 
abcd. 

Les  axes  des  coniques  (c)  sont,  d'ailleurs,  parallèles 
à  ces  mêmes  droites  (théorème  de  Joacliimstalil). 

Cette  hyperbole  équilatère  (/i)  passera  par  le  ccMitic 
du  cercle  (O)  qui  fait  partie  de  la  famille  des  coniques 
(c)  circonscrites  à  abcd.  Supposons  en  outi-e  (jue  la  co- 
nique [p)  passe  par  le  centre  de  (O). 

Si  nous  transformons  la  figure  précédente  par  polaires 
réciproques  par  rapport  au  cercle  (O),  nous  obtenons  la 
réponse  à  la  première  question  : 

V enveloppe  de  la  polaire  A  du  ceiilie  d' un  cercle 
(O)  par  rapport  aux  coniques  (C)  inscrites  dans  le 
quadrilatère  circonscrit  au  cercle  (O)  et  à  une  para- 
bole donnée  (P)  est  une  parabole  (H)  inscrite  dans  le 
triangle  auto  polaire  commun  aux  coniques  (C)  et  ad- 
mettant pour  directrice  la  droite  qui  joint  les  milieiLr 
des  diagonales  du  quadrilatère   circonscrit  à  (O)  et 

«(P). 

Cette  parabole  (H)  est  la  transformée  de  [h)  par  rap- 
port à  (O).  De  sorte  qu'au  lieu  des  pôles  a  de  la  droite 
de  l'infini  par  rapport  aux  coniques  (c)  correspond 
l'enveloppe  de  la  polaire  A  du  centre  de(0)  par  rapport 
aux  coniques  (C). 

Cette  transformée  est  une  parabole  parce  (]ue  (//) 
passe  par  le  centre  du  cercle  (O).  De  plus,  comme  1  hy- 
perbole équilatère  (/?)  passait  pai-  les  milieux  des  côtés 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  VIII.  (Jiiiu   1889.)  ly 
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et  des  diagonales  intérieures  du  quadrilatère  abcd,  les 
six  droites  menées  par  les  six  sommets  du  quadrilatère 
ABGDEF  [circonscrit  à  (Oj,  les  points  de  contact  étant 
<7,  b.  c,  r/]  parallèlement  à  leurs  polaires  respectives 
seront  six  tangentes  à  cette  parabole  (H). 

On  peut  voir  a  priori  que  les  quatre  droites  AC,  BD, 
EF  et  la  droite  de  l'infini  sont  des  tangentes  à  l'emve- 
loppe  cherchée.  Les  trois  droites  AG,  BD,  EF  peuvent, 
en  eiï'et.  être  considérées  comme  représentant  trois  co- 
niques inscrites  dans  le  quadrilatère  A.BCDEF.  Les  po- 
laires de  o  par  rapport  à  ces  coniques  réduites  à  des 
droites  doubles  sont  précisément  ces  droites.  Quant  à 
la  droite  de  l'infini,  c'est  la  polaire  de  o  par  rapport  au 
cercle  (O)  qui  appartient  aux  coniques  (G)  inscrites 
dans  le  quadrilatère  ABGDEF. 

L'hyperbole  (A)  passant  par  les  sommets  du  triangle 
MJNP  formé  par  les  diagonales  de  abcd^  la  parabole  (H  ) 
seia  inscrite  dans  ce  triangle.  Sa  direction  passera,  par 
suite,  par  le  centre  o  de  (O)  puisque  MNP  est  auto- 
polaire par  rapport  à  ce  cercle.  Je  dis  maintenant  (jue 
cette  directrice  est  précisément  la  droite  joignant  les 
milieux  des  diagonales  du  (piadrilatère  ABGDEF  qui 
contient  o  et  qui  est  ap[)elée  droite  de  Newton. 

Aous  nous  appuierons  pour  cela  sur  ces  deux  pro- 
priétés : 

Lemme  L   —   L^ hyperbole  (Jt)   lieu  des  centres  des 
coniifues  (c)  passant  par  l'intersection  d'un  cercle  (O) 
yj  et  d'une  conique  (/>)  qui  passe  par  son  centre  O  a  pour 
tangente  en  ce  point  o  la  normale  à  (/-'). 

Lemme  IL  —  Quand  on  transforme  par  polaires  ré- 
ciproques une  parabole,  le  centre  du  cei'cle  (O)  j)ar  rap- 
port auquel  on  transforme  étant  sur  la  directrice,  on 
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obtient  une  Jijperbole  éqiiiUttèro  tangfintff  à  /a  direc- 
trice au  centre  du  cercle  (O)  et  récifuoquenient  (  •  j. 

Cela  posé,  quand  nous  transformons  la  conique  (^), 
la  direction  des  diamètres  de  la  parabole  (P)  trans- 
formée de  (p)  par  rapport  à  (O)  est  la  droite  A  de 
Newton  relative  au  quadrilatère  ABCD. 

Celte  droite  n'est  autre  que  la  normales  à  (/;)  vu  o, 
qui  est  la  tangente  à  (/?)  en  ce  point  (leinme  1)  et, 
d'après  le  lenime  II,  ce  sera  la  directrice  de  (H). 

Comme  les  parallèles  menées  par  ABCD  à  leurs  po- 
laires par  rapport  à  (O)  sont  quatre  tangentes  à  (H),  il 
résulte  de  là  que  le  quadrilatère  inscriptible  apy^  ainsi 
formé  est  tel  que  la  droite  A'  qui  joint  les  milieux  de  ses 
diagonales  est  perpendiculaiie  à  la  droite  A  de  jNewton 
du  quadrilatère  ABCD,  d'où  ce  tliéoiènie  : 

Théorème  1.  —  Si,  par  les  (jiiatre  sommets  dan  (jua- 

(')  Considérons  une  hyperbole  équilatère  {Ii)(\o  centre  (i  (a,  ^), 

{h)  xy—^y  —  :Lx-^o, 

(o)  .r^H-y-—  p'  =  o. 

La  transformée  par  polaires  réciproques  sera,  par  rapport  an  cercle 

(O), 

(H)  (ajK-  P^  — pM'-1?'P-37  ^  o, 

qui  est  une  parabole  (H)  admettant  pour  direction  des  diamètres  la 
droite  ay  —  ^x  —  o  perpendiculaire  à  la  droite  pjK  h- ax  —  o  qui 
est  la  tangente  en  o  à  (h).  Cette  parabole  est  de  plus  tangente  aux 
deux  parallèles,  aux  asymptotes  de  (h)  menées  par  le  centre  o  de 

(0). 

Sa  directrice  est  la  droite  ^y  +  eux  —  o  perpendiculaire  a  la  di- 
rection des  diamètres  et  passant  par  l'origine  qui  est  le  sommet 
d'un  angle  droit  circonscrit  à  (H).  On  voit  que  cette  direririce 
n'est  autre  que  la  tangente  à  {h)  en  ce  point  o. 

Cette  droite  ^y  -hcix  =  o  est  parallèle  à  la  polaire  du  centre  G 
(a,  P)  de  (h)  par  rapporta  (O)  qui  a  pour  équation 

'^y  -i-  CtX  —  p^  =  o. 
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dr'dalhi  e  circonsci  il  à  un  cercle,  on  mené  des  paral- 
lèles à  leurs  polaires  par  rapport  au  cercle,  ces  ijuatie 
dernières  droites  forment  un  second  quadrilatère  qui 
est  tel  que  la  droite  qui  joint  les  nnlieux  de  ses  diago- 
nales est  perpejîdiculaire  à  la  droite  analogue  dans  le 
prender. 

La  droite  A'  donne  en  effet  la  diieolion  des  diamètres 
de  H. 

Cette  seconde  partie  se  déduira  immédiatement  de  la 
propriété  suivante,  que  nous  allons  éLal)lir  : 

Lemme  III.  —  L' hyperbole  aux  pieds  des  normales 
menées  du  centre  d'un  cercle  à  l' une  des  coniques  qui 
sont  circojiscrites  à  un  quadrilatère  inscrit  dans  ce 
cercle  est  la  même  pour  toutes  les  coniques  et  coïncide 
avec  riijperhole  des  neuj  points  relative  à  ce  quadri- 
latère. 

En  eliet,  considérons  l'une  des  coniques  (c,)  :  Thy- 
perbole  (Z?,  )  aux  pieds  des  normales  menées  de  o  à  (c,  ) 
n'est  autre  que  l'iiyperbole  (li).  Les  axes  de  (c,)  sont, 
comme  on  le  sait,  parallèles  aux  bissectrices  de  deux  des 
côtés  du  quadrilatère  «Z>cr/ ^  c'est-à-dire  (pie  les  asym- 
ptotes d(;  {II)  et  (/i))  sont  parallèles.  De  plus,  (A)  et 
(Al)  ont  encore  en  commun  le  centre  o  du  cercle  (O  ) 
et  le  centre  de  la  conique  (C|)  considérée-,  pour  qu'elles 
coïncident,  il  suffit  de  montrer  qu'elles  ont  un  cin- 
quième point  commun.  Or,  si  nous  montrons  que  ceci 
a  lieu  ])Our  l'une  des  coniques  (c),  il  est  évident,  par 
raison  de  continuité,  que  ce  sera  vrai  pour  l'une  quel- 
<  onque  des  coniques  (C). 

Prenons,  à  cet  elîel,  les  coniques  particulières  (rtc',Z>r/  ), 
(r/A,  dc^  et  (<2<7,  èc)  \  les  pieds  des  normales  menées  de 
o  sui'  («c,  bd)  sont  les  milieux  des  seijmenls  ac  et  bd, 
(Jr  ces  points  appartienncnl  à  h. 
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Pour  cette  conique  (a)  particulière  l(;s  deux  l»Vj)ei- 
boles  coïncident;  il  en  est  de  même  pour  les  coniques 
(ab^  de)  ^  la  propriété  est  par  suite  démontrée. 

Si  l'on  transforme  par  rapj)()rt  au  cercle  (O),  nous 
en  déduisons  : 

L'enveloppe  des  tangentes  g  aux  co/iù/ues  ((])  in- 
scrites dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle  (O) 
et  à  une  parabole  (P)  aux  points  oii  la  no/nin/r^  passe 
par  le  cejitre  o  de  (O)  est  la  parabole  (11)  tangente 
aux  côtés  du  triangle  autopolaire  commun  aux  coni- 
ques (G)  et  admettant  pour  directrice  la  droite  de 
Newton  A  relative  à  ce  quadrilatère. 

Remarquons  que  cette  parabole  (H)  a  son  axe  per- 
pendiculaire à  celui  de  (P)  ;  par  suite,  les  paraboles  {V) 
et  (H)  se  coupent  en  quatre  points  formant  un  quadii- 
latère  inscriptible  dans  un  cercle. 

Nous  rappelons,  pour  trouver  l'enveloppe  des  axes, 
cette  propriété  bien  connue  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  un 
quadrilatère  est  la  droite  joignant  les  milieux  des  dia-  y 
gonaleSy  cette  droite  est  dite  droite  de  Newton  rela- 
tii^e  à  ce  quadrilatère. 

Je  dis  que  l'enveloppe  des  axes  des  coniques  (C)  est  i; 
la  parabole  (H)  déjà  trouvée.  ^ 

Considérons,  en  effet,  un  point  co  sur  la  droite  de 
Newton  relative  au  quadrilatère  ABCD;  il  existe  une  et 
une  seule  conique  (G)  tangente  à  trois  côtés  du  quadri- 
latère et  admettant  ce  poinl  co  pour  centre.  Llle  sera 
évidemment  tangente  au  quatrième  côté.  Puisqu'il 
n'existe  quu7ie  seule  conique  (C)  admettant  ce  point  oj 
pour  centre,  il  n'y  a  que  deux  droites  rectangulaires  qui 
passent  par  ce  point  et  qui  soient  tangentes  à   l'cme- 
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loppe  cherchée.  Cette  enveloppe  de  seconde  classe  sera 
conséqucmment  une  conique.  Cette  conique  étant  telle 
que  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  qui  lui  sont 
circonscrits  est  une  droite  A,  c'est  une  parabole  admet- 
tant A  pour  directrice. 

Si  Ton  considère  les  coniques  particulières  AC,  BD, 
EF,  on  voit  que  ces  droites  et  les  perpendiculaires 
en  leurs  milieux  sont  six  droites  tangentes  à  cette  para- 
bole qui  est  précisément  la  parabole  H  comme  ayant  en 
commun  avec  elle  trois  tangentes  et  la  directrice. 

Nous  déduisons  de  ce  qui  précède  les  propriétés  re- 
marquables, peut-être  nouvelles,  du  quadrilatère  cir- 
conscrit à  un  cercle. 

Théorème  IL  —  Les  peipendicidaires  aux  diago- 
nales d^un  quadj^latère  circonscrit  à  un  cercle  en  leurs 
milieux  forment  un  triangle  dont  le  point  de  concours 
des  hauteurs  est  sur  la  droite  de  Newton  de  ce  qua- 
drilatère. 

Théorème  II  bis.  —  Etant  donné  un  quadrilatère 
Z    quelconque,  il  existe  toujours  une  parabole  (H.)  tangente 
aux  trois  diagonales  et  admettant  pour  directrice  la 
droite  de  Newton  de  ce  quadrilatère. 

Théorème  III.  —  Etant  donné  un  quadrilatère 
ABCD  circoJiscrit  à  un  cercle  (O),  si  l'on  circonscrit 
le  cercle  (F,)  au  quadrilatère  a^vo  obtenu  en  menant 
des  points  A,  B,  G,  D  des  parallèles  à  leurs  polaires 
/)ar  rapport  à  (O),  et  les  cercles  (Fo),  (Ta)  circonscrits 
aux  triangles  formés f  l'un  par  les  trois  diagonales  de 
ABCD,  l' autre  par  les  perpendiculaires  élevées  aux 
milieux  de  ces  diagonales,  on  obtient  trois  cercles 
(Tj^  (Tj)  et  (Fg)  se  coupant  en  un  même  point.  Les 
projections  orthogonales  de  ce  point  sur  les  côtés  des 
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rieux  triangles  et  sur  les  côtés   du  (juadi  ilatére  ajj-'o 
sont  dix  points  situés  sur  une  droite  perpendiculaire  à 
la  droite  de  Newton  relative  au  quadrilatère  ABCI). 

Théorème  IV,  —  Etant  donné  un  quadrilalére  cir- 
conscrit à  un  cercle,  si  Ton  trace  les  s-^  métriques  des 
trois  diagonales  par  rapport  à  la  droite  de  Newton 
relative  à  ce  quadrilatère,  on  obtient  trois  droites 
concourantes  suj-  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé 
par  les  trois  diagonales. 

Théorème  V.  —  La  perpendiculaire  menée  du  centi  e 
o  d'un  cercle  i^O)  à  la  droite  de  Newton  relative  à  un 
quadrilatère  circonscrit  à  ce  cercle  passe  par  le  centre 
G  de  gravité  du  quadrilatère  inscrit  dans  ce  cercle  et 
qui  a  pour  sommets  les  poi/its  de  contact  du  prender. 

Ce  dernier  théorème  résulte  de  ce  que  la  polaiie  (') 
du  centre  de  gravité  G  du  quadrilatère  inscrit  par  rap- 
port au  cercle  est  parallèle  à  la  droite  de  Newton  du 
quadrilatère  circonscrit,  de  sorte  que  GO  est  perpendi- 
culaire à  la  droite  de  Newton. 

Remarquons  que  la  première  et  la  troisième  question 
sont  susceptibles  de  généralisation. 

i"  L'enveloppe  de  la  polaire  A  d'un  point  de  la 
droite  de  Newton  d' un  quadrilatère  quelconque  par 
rapport  aux  coniques  (C)  inscrites  dans  ce  quadrila- 
tère est  une  parabole  {Vl^  )  inscrite  de  ce  triangle  auto- 
polaire commun  aux  coniques  (C). 

2"  L'enveloppe  des  axes  des  coniques  (C)  inscrites  l   ^^  -> 
dans  un  quadrilatère  quelconque  est  la  parabole  (H) 


(')   La   polaire  de  G  est  donc  bien  parallèle  à  la  directrice,  c'est 
à-dire  à  la  droite  de  Newton. 
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Inscrite  dans  le  triangle  autopolairc  comjniui  aux  co- 
nif/ues  (C),  sa  directrice  étant  la  droite  K  de  Newton 
de  ce  quadrilatère. 

11  n'y  a  rien  à  modifier,  pour  la  démonstration,  aux 
méthodes  données.  Les  paraboles  (H)  et  (H,  )  ne  coïn- 
cident que  si  le  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle. 
Il  résulte  de  cette  généralisation  que  les  théorèmes  II 
et  IV  sont  encore  vrais  pour  un  quadrilatère  quel- 
conque. 

La  seconde  question  ne  peut  se  généraliser,  car  le 

lieu  dans  le  cas  d'un  quadrilatère  quelconque  est  une 

quartique   qui ,  lorsque  le  quadrilatère  est  circonscrit 

à  un  cercle,  se  décompose  en  deux  coniques  :  le  cercle 

et  la  parabole  (H). 

Cherchons  maintenant  la  polaire  de  O  par  rapport  à 
cette  parabole  remarquable;  nous  résolvons  ainsi  la  der- 
nière partie  de  la  question. 

Cette  polaire  sera  une  cubique  circulaire  unicursale 
à  point  double  réel,  puisque  le  point  o  se  trouve  sur  la 
directrice  de  (H).  Les  tangentes  au  point  double  seront 
rectangulaires;  pour  les  construire,  il  suffira  de  mener 
par  o  des  parallèles  aux  asymptotes  de  (//)  -,  ces  droites 
sont  en  eflet  les  tangentes  à  (H)  qui  passent  par  o. 

Ces  asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des 
angles  formés  par  deux  des  côtés  du  quadrilatère  abcd  : 
on  a  donc  les  tangentes  au  point  double. 

jNous  voyons  immédiatement,  d'apiès  ce  que  nous 
avons  dit  sur  la  parabole  (H),  que  cette  cubicjue  passera 
par  les  six  sommets  du  quadiilatère  ABCDEF  et  aussi 
par  les  pieds  //i,  /i,  p  des  hauteurs  du  triangle  MINP 
ibrmé  par  les  trois  diagonales  du  quadrilatère  [ce  sont 
en  ellet  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  o  sur 
ce  triangle  MiNP  autopolairc  par  rappoit  h  (O)]. 
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Celte  cubique  (F)  passe  aussi  parles  pieds  (o,,  (,).,,  or. 
des  perpendiculaires  abaissées  de  o  sur  le  triangle  rorin** 
par  les  perpendiculaires  élevées  aux  milieux  des  diago- 
nales de  ABCD.  Ainsi  cette  cubique  circulaire  passe  par 
les  douze  points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  m,  /^,  /;,  (o,,  o),,  (03. 

Elle  admet  de  plus  comme  asymptote  la  parallèle;  à 
la  droite  de  Newton  A  de  ABCD  menée  par  le  symétrique 
du  foyer  de  H  par  rapport  à  A.  Ceci  résulte  de  la  pro- 
priété suivante  : 

Les  podaires  des  différents  points  de  la  directrice 
d'une  parabole  sont  des  cubiques  circulaires  (F)  ad- 
mettant toutes  même  asjmptote,  qui  est  la  parallèle 
à  la  directrice  menée  par  le  symétrique  du  foyer  de  la 
parabole  par  rapport  à  la  directidce  (^). 

Cette  cubique  (F)  est  suffisamment  déterminée. 

Cette  cubique  (F)  n'est  autre  que  la  cubique  (y\) 
que  Fon  trouve  comme  lieu  des  foyers  des  coniques  (C) 
inscrites  dans  le  quadrilatère  ABCD.  En  ellet,  ces  cubi- 
ques ont  d'abord  à  Finfini  trois  points  communs  :  les 
deux  points  circulaires  let  J,  et  le  point  rejeté  à  l'infini 
dans  la  direction  de  la  droite  A  de  Newton  de  ABCD. 
Car  on  sait  que  la  cubique  (F'^)  circulaire  passe  par  les 
six  sommets  du  quadrilatère  ABCDEP  et  a  pour  asym- 
ptote la  droite  parallèle  à  A  menée  par  la  symétrique  du 
foyer  de  la  parabole  (P)  par  rapport  à  A.  Outre  ces  trois 

C)  Soil  l'équation  de  (H) 
(H)  y^—-2px^-p-=o, 

la  podaire  du  point  (o,  h)  situé  sur  la  dii'ectrice  de  (H)  sera 
(F)     x[x'^{y  —  hy]  +  -ihx{y  —  II)  - /;[.z;^  — (  /  — /i  )']  =  o, 
la  cubique  circulaire  (T)  admettant  pour  asyinplolc 

jc  H-  /?  —  o. 
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points  à  riiiiini,  les  deux  cubiques  (F)  et  (T\)  out  en 
commun  les  six  sommets  de  ABGDEF.  Ayant  neuf  points 
communs,  elles  coïncident  donc.  De  ce  que  les  asym- 
ptotes des  deux  cubiques  (F)  et  (Fj  )  coïncident,  nous  en 
concluons  : 

Théorème  VÏ.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  cir- 
conscrit à  un  cercle  (O),  si  l'on  considère  les  deux  pa- 
raboles (P)  et  (  H)  qui  sont  V une  inscrite  dans  ce  qua- 
drilatère, l'autre  inscrite  dans  le  triangle  formé  par 
les  diagonales  et  admettant  pour  directrice  la  droite  de 
Newton  A  de  ce  quadrilatère,  elles  ont  pour  foyers 
/>  \  deux  points  tels  que  la  droite  qui  les  joint  est  parallèle 
«A. 

Théorème  VTI.  —  La  cubique  (V)  lieu  des  foyers  des 
coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un 
cercle  [o)  peut  être  considérée  comme  la  podaire  du 
centre  O  de  ce  cercle  par  rapport  à  la  parabole  (H). 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  LA  OtESTIO\  IMIOI'OSÉE 
Al  CONCOURS  GÉNÉRAL  E\  1889; 

Par  m.  g.  LEINEKUGEL, 
Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 


i"  Prenons   pour  équations  du  cercle  et  de  la  para- 
bole les  équations  suivantes 

F  =  au^-\-  a' v^-^  -ib" uv  -!-  icu-i-  7.c' v  =  o. 
L'équation  des  conicjues  F  inscrites  dans  le  (piadrila- 
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tère  circonscrit  à  C  el  à  P  sera 

Soient  Uq^  ^o  lt3S  coordoiniécs  de  la  dioile  A-,  Téciiia- 
lion  du  pôle  seia 

Pour  que  ce  pôle  soit  l'origiiKî,  il  faut  (|ue 

ou 

X  Wo-t-  PLo—  o, 
lvo-+-  p.-,  =  o  ; 

d'où  pour  l'enveloppe 

(H)  wp;,-i;p;,  ==o, 

équation  d'une  parabole  (H)  inscrite  dans  le  triangle 
autopolaire  commun  à  C  et  à  P  et  admettant  pour  di- 
rectrice la  droite  ex  —  c^y  =  o. 

1^  Une  tangente  de  coordonnées  Uq,  Vq  à  T 

[T(uo,  i^o)=  o] 

a  son  point  de  contact  déterminé  par  l'équation 

u T'it^ -i-  i'Tlo^  w Ti,^  =  o. 

Le  point  situé  à  l'infini   sur   cette    tangente  a   pour 

équation 

iwq —  vuq  =  o. 

Pour  que  ces  deux  points  soient  vus  de  l'origine  sous 
un  angle  droit,  ce  qui  exprime  que  la  normale  à  F  au 
poiut  de  contact  de  la  tangente  de  coordonnées  (uo',  ^'o  ) 
passe  par  l'origine,  il  faut  que 

r'^„   Uo  Wo  ^0  ul  -+-  ♦'o 

en  tenant  compte  de  la  relation 
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on  obtient 


Uf 


^0  — (^o^^o) 

Le  lieu  s'obtiendra  en  éliminant  ).,  |jl  entre  les  trois 

équations  suivantes 

liio-^  [J-Uq-^  P'„„  —  o, 

l'élimination  donne 

i>o  Vi)  Vl^       =  o. 

Multiplions  la  première   ligne  par  z/g,   la    deuxième 
[)ar  i^o,  et  ajoutons  à  la  troisième,  on  a 

G        O        P 

ou,  en  développant  et  en  supprimant  les  indices, 

G(^^P'^-i.P;,)=o. 

uLe  lieu  se  compose  donc  de   la  parabole   (H)  et  du 
cercle  C. 

L'équation  du  système  des  axes  de  la  conique  F  est 

—  (a— a')f  Xw  -f-  P;,](Xt^—  P;,)=  o, 
ou,  ordonnée  par  rapport  à  A, 

_^  ^,"(P;;_  p;,2)__(«  -a')P;,P',  =  o. 

L'enveloppe  est,  par  suite, 

\-ib"iuP',,       vP\,)     {a   -  a  )  {uP,.  -\-  K^P„)\- 
x[6"(p;r    P',')   (<r-  a^)p;,p;.i-o. 


Va\  sinipliliant,  il  vient 

Ou  retrouve  donc  la  mênie  paral)oIe  (H). 
La  podaire  de  l'origine  s'obtient  en  remplaçant  dans 
l'équation  de  (H)  u  et  ^  par  les  valeurs  suivantes 


sp  y 

V  =    : — 


elle  a  pour  équation 

{x'^-^y-)  {ex  —  c'jr)+  è"(ar2  — jK-)  +  («'—  a)xy  —  o. 

C'est  une  cubique  circulaire  à  j)oint  double  léel,  les 
tangentes  en  ce  })oint  double  étant  rectangulaiies. 


CONCOURS  D'AD^nSSIO^  A  L'ÉCOLE  CEMUALE  E\  1888. 


PREMIERE    SESSION. 


Calcul  trigonométrique . 
On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  : 

a  =  I2352'",22, 

b  =  15637"',  43, 
c  =  i82ii"',6;). 

On  demande  de  calculer  les  trois  angles,  la  surface  et  la 
longueur  de  la  bissectrice  de  l'angle  A  de  ce  trianj^le. 

Géométrie  analytique. 

Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  un  point 
A  sur  l'axe  des  x,  on  considère  le  faisceau  des  coniques  pour 
lesquelles  l'axe  des  jk  est  une  directrice  et  le  point  A  un  som- 
met de  l'axe  focal.  Par  un  point  quelconque  i\I  du  plan  des 
axes  passent  deux  coniques  de  ce  faisceau,  réelles  ou  iinai^i- 
naîres. 

1°  Déterminer  les  parties  du   plan  dans  lesquelles  doit   être 
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le  point  M  pour  que  les  deux  coniques  du  faisceau  qui  pas- 
sent par  ce  point  soient  réelles,  et  celles  où  il  doit  être  pour 
que  les  deux  coniques  soient  imaginaires.  (La  ligne  de  sépa- 
ration est  de  degré  supérieur  au  second.) 

2"*  Reconnaître,  d'après  la  position  d'un  point  par  lequel 
passent  deux  coniques  réelles,  le  genre  de  ces  coniques. 

3°  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  me- 
nées de  l'origine  des  coordonnées  à  toutes  les  coniques  du 
faisceau  considéré. 

Chimie. 

i"  Indiquer  les  usages  de  l'acide  sulfurique,  en  donnant, 
sous  forme  de  tableau  synoptique,  les  réactions  de  préparation 
des  divers  corps  pour  lesquelles  on  emploie  cet  acide. 

2°  On  donne  dans  un  eudiomètre  4o"  d'un  mélange  d'oxyde 
de  carbone  et  d'hydrogène.  On  y  ajoute  20*^*"  d'oxygène  et  on 
enflamme  le  mélange  des  gaz  par  une  étincelle  électrique. 

Il  se  dépose  de  l'eau  sur  les  parois  de  l'eudiomètre  et  il 
reste  dans  l'appareil  un  résidu  de  20"  d'acide  carbonique 
absorbable  totalement  par  la  potasse. 

On  demande  de  déterminer  à  l'aide  de  ces  données  la  com- 
position du  mélange  gazeux  mis  en  expérience. 

On  donne  les  équivalents  en  volume  : 

GO  =  2^°',         O  =  r°', 

H  =  2""',         GO  2  =  2^°', 
HO   =  2^°'. 

Physique. 

1.  Quelles  sont  les  expressions  x  et  j' des  tensions,  mesurée> 
à  o  et  à  (f  degrés,  de  l'acide  carbonique  sec  emmagasiné  dans 
un  ballon  en  verre  fermé  qui  reste  en  équilibre  dans  l'air  dans 
des  conditions  de  température,  de  pression  et  d'état  hygromé- 
trique données. 

2.  Exemple  numérique  : 

Volume  extérieur  du  ballon  à  o'' V  =  iî'^SdjS 

Volume  intérieur U  =  i2''S57i 

Poids  de  l'enveloppe 7:  =    68', 348 

Température /  =  32" 
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Pression  atmosphérique Il  =  7G"",83 

Etat  hygrométrique e—  0,68 

Tension  nia\irna  de  la  vapeur  cl'eiiu  à  t" F  ---  '^'",530 

Coefficient  de  dilatation  de  l'enveloppe K  -  0,00009. i 

Coefficient  de  dilatation  du   gaz a  =  o,oo3665 

Poids  du  litre  d'air  à  0°  et  76""  de  pression.  .  a  —  I8^293 

Densité  de  l'acide  carbonique d  ~^  i ,  jiQ 

Epure. 

On    donne    dans  le  plan    horizontal  une  droite  AB,  A'B'  de 
100'"""  de  longueur,  faisant  un  angle  de  45"  avec   la    ligne    de 


■ 
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terre.  Par  le  point  A,  on  mène  une  droite  Ac,  A'c'  également 
inclinée  sur  les  deux  plans  de  projection;  puis,  ensuite,  on 
mène  la  bissectrice  Ac?,  X' d'  de  l'angle  cAB,  c'A'B'.  Parle 
point  B,  B'  dans  le  plan  des  deux  droites  AB,  A'B',  Ac,  A'c, 
on  mène  une  droite  Be,  B'e'  faisant  avec  AB,  A'B'  un  angle 
eBA,  6'B'A'  de  3o°. 

On  considère  maintenant  la  surface  conique  engendrée  par 
la  droite  Ac,  A'c'  tournant  autour  de  A  c?,  A' rf',  puis  la  surface 
conique  engendrée  par  la  droite  AB,  A'B'  tournant  autour  de 
Bc,  B'e',  et  l'on  demande  de  déterminer  l'intersection  de  ces 
deux  surfaces  coniques. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  la  surface  conique 
ayant  comme  sommet  B,  B'  n'existe  pas,  et  que,  de  l'autre  sur- 
face (supposée  opaque),  il  n'exisleque  la  partie  comprise  entre 
le  sommet  A',  A  et   l'intersection  des  deux  surfaces  coniques. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  d'un  point 
quelconque  de  l'intersection    et   de    la   tangente  en    ce    point, 
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celle  des  points  remarquables  et  des  tangentes  en  ces  points. 
Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  l'aide 
d'une  légende  placée  dans  la  partie  gauche  de  l'épure. 

Titre  extérieur:  Géométrie  descriptive.  Titre  intérieur  :  In- 
tersection de  deux  surfaces  coniques. 

On  prendra  la  ligne  de  terre  parallèle  aux  grands  côtés  du 
cadre  et  à  90"""  du  côté  inférieur  du  cadre.  La  projection  ver- 
ticale A'  du  sommet  A  se  trouve  sur  la  ligne  de  terre,  à  égale 
distance  des  deux  petits  côtés  du  cadre. 
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Calcul  trigonomé trique. 

Calculer  les  angles  d'un  triangle  et  le  rayon  du  cercle  cir 
conscrit,  connaissant  les  trois  côtés 

a  =  44351 ,22, 
b  =  59134,96, 
c  =  73918,70. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  une  ellipse  rapi)ortée  à  ses  axes 

et,  dans  son  plan,  un  point  P  (p,  q)  par  lequel  on  mène  deux 
droites  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des  axes.  On  con- 
sidère toutes  les  coniques  passant  par  les  points  d'intersection 
de  ces  droites  avec  l'ellipse  donnée.  Ecrire  l'équation  générale 
de  ces  coniques;  trouver  le  lieu  de  leurs  centres  et  di>linguer 
les  portions  de  cette  courbe  qui  correspondent  à  des  centres 
d'ellipse  ou  à  des  centres  d'hyperbole. 

On  prend  la  })olaire  de  l'origine  des  coordonnées  par  rapport 
à  chacune  des  coniques  et  on  abaisse,  du  point  F*,  une  perpen- 
diculaire sur  cetle  polaire.  Trouver  le  lieu  des  pieds  de  ces 
perpendiculaires.  Parmi  les  coniques  considérées  se  trouvent 
d('u\  parajjoles:  trouver  leurs  foyers  pour  une  position  donnée 
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du  poiiU  I*  VA  les  lieux  d»;  ces  foyers  lorsque  le  |)(.iiii  P  par- 
court. :  1"  une  des  bissectrices  des  ;ixes  de  l'ellipse  donnée,  2"  la 
circonférence  circonscrite  au  recfarif^Ie  des  axes  de  celte  el- 
lipse. 

Phvsirfftr. 

Un  ballon  vide  pèse  ajo'^'';  plein  d'air  il  pèse  9,57'^', 80:  plein 
d'un  autre  gaz,  il  pèse  2648'', 68. 

On  demande  de  calculer  la  densité  de  ce  f>;m  par  ra|)poit  à 
J'air  : 

1°  Dans  le  cas  où  la  pression  et  la  température  «ont  le<; 
mêmes  pendant  toute  la  durée  des  pesées; 

1"  Dans  le  cas  où,  la  température  restant  la  même,  la  pres- 
sion a  été  de  ©"',770  pendant  la  pesée  du  ballon  plein  d'air,  et 
G™, 780  pendant  la  pesée  du  ballon  plein  de  gaz  ; 

3**  Dans  le  cas  où,  la  pression  restant  la  même,  la  tempéra- 
ture a  été  i5°  pendant  la  pesée  du  ballon  rempli  d'air,  et  20° 
pendant  la  pesée  du  ballon  rem.pli  de  gaz  ; 

4°  Dans  le  cas  où,  pour  la  pesée  du  ballon  plein  d'air,  la 
pression  a  été  o'",770  et  la  température  iS^et,  pour  la  pesée  du 
ballon  plein  de  gaz,  là  f)ression  a  été  o"',7Ho  et  la  température  25". 

On  donne 

a  coefficient  de  dilatation   du    gaz  ~  o^oo'Mr»-^, 

Chimie, 

1°   Décrire  les  préparations  et  les  expériences  dans  lesquelles 
on  fait  usage  du  chlorate  de  potasse. 
2"  Analyse  du  bioxvde  d'azote. 


Epure. 

On  donne  : 

1°  Un  cylindre  de  révolution  F  dont  l'axe  est  la  droite  de 
front  cd,  c  d'  ;  cette  droite,  qui  fait  un  angle  de  60°  avec  le  plan 
horizontal,  est  éloignée  de  o"",!!  du  plan  vertical  de  projection  ; 
la  trace  horizontale  c  est  à  o'",o7o  du  côté  vertical  de  droite 
du  cadre  ;  le  rayon  du  cylindre  est  de  o"',o5. 

2°  Une  surface  de  révolution  H  engendrée  par  une  hyper- 
bole tournant  autour  de  l'axe  vertical  O,  Ô'^'  situé  dans  le 
même  plan  de  front  que  l'axe  du  cylindre  ;  le  point  O  est  à  égale 
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distance  des  deux  côlés  verticaux  du  cadre.  L'iiyperbole  gé- 
nératrice est  située  dans  un  plan  P'aP  perpendiculaire  au  plan 
vertical  et  faisant  un  angle  de  60°  avec  le  plan  horizontal. 

Ce  plan   rencontre   l'axe  de  la  surface  en   un  point  dont  la 
cote  est  o™,i3.  L'axe  de  l'hyperbole  est  l'intersection  du  plan 


r'aP  et  du  plan  de  front  qui  passe  par  l'axe  de  la  surface  de 
révolution.  La  [)rojection  horizontale  de  l'hyperbole  a  le  point 
O  pour  un  de  ses  foyers,  le  point  a  pour  sommet  correspon- 
dant, le  point  tû  pour  centre;  la  distance  Oa  est  de  o,oo5  et  la 
distance  «lo  de  0,010.  Les  points  a  et  to  sont  tous  deux  à 
gauche  du  point  O. 

Gela  posé,  on  demande  de  trouver  les  projections  de  l'inter- 
section des  deux  surfaces  F  et  H. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  le  cylindre  comme  si 
c'était  un  corps  plein  et  existant  seul,  en  supprimant  la  partie 
de  ce  corps  compi'i'^e  dan'^  la  ^urfac»'  IT.  (^n  liiniJera  h^  cxlindrc 
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par  le  plan  liorizonLal  de  projection  cA  par  un  antre  plan  ho- 
rizontal situé  au-dessus  et  à  o'".iC)o  du  premier.  On  indirpirra 
à  l'encre  rouge  les  constructions  d'un  point  quelconcpie  <]- 
l'intersection,  de  la  tangente  en  ce  i)oint,  et  celles  des  points 
remarquables.  Ces  constructions  seront  succinelenient  e\j)li- 
quées  à  l'aide  d'une  légende.  Titre  extérieur  :  Géométrie 
descriptive.  Titre  intérieur  :  Intersection  de  surfaces.  Prend le 
la  ligne  de  terre  parallèle  aux  p(>tits  côu'"^  du  cadre  et  à  égale; 
distance  de  ces  deu\  côtés. 


DÉHOXSTRATÏOA'  M  THÉOÏIÈIÎE  M  IMSCAL; 

Par  m.  Alexandre  KENON, 

Elève  de  IMatlièinaLiqucs  spècialf^-;  au  lycée  de  .^!o^|i^s. 


Soit  xiBGDEF  un  hexagone  inscrit  dans  une  conique. 
Les  côtés  AB,  BC,  CD  coupent  respectivement  DE,  EF 
et  FA  en  trois  points  L,  M  et  N.  Les  trois  premiers  cotés 
forment  un  triangle  BCH,  les  trois  autres  un  triangle 
EFK.  Pour  démontrer  que  L,  iM  et  N  sont  en  ligne 
droite,  il  sufdt  de  démontrer  que  ces  deux  triangles  sont 
homologiques,  et,  pour  cela,  qtie  les  trois  droites  BE,  IIK 
et  CF  concourent.  La  droite  IIK  coupe  la  conique  en 
P  et  Q  et  les  droites  AC,  AE  en  C  et  E'.  Tout  revient  à 
démontrer  que  les  deux  faisceaux  A(I)PC),  A(FQE) 
sont  en  involution.  Or,  si  nous  appliquons  le  théorème 
de  Desargues  au  quadrilatère  ACDE  inscrit  dans  la  co- 
nique et  coupé  par  HK,  nous  voyons  que  U's  couples 
HE',  PQ,  RC  sont  en  involution.  Donc  les  deux  fais- 
ceaux A(BPC),  A(FQE)  sont  en  involution  ;  les  droites 
BE,  HK  et  CF  concourent  et  le  théorème  de  Pascal  se 
trouve  démontré. 
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SIR  m  DÉPLACEME^T  PARTICIIJER  DIXE  FIGURE 
DE  FORME  INVARIABLE  ; 

Pau    m.    a.    ÎMANNHEIM. 


Extrait  du  Tome  III  (1S89)  des  Rendiconti  dcl  Circùlo  mateiiiatico 

di  Palermo. 


Dans  mon  travail  Sur  les  trajecloiies  des  points 
(V une  droite  mobile  dans  l'espace  (*)^  j'ai  dénionlrt* 
que  :  Lorsque  c/ual/e  points  d'une  droite  mobile  resteîit 
sur  quatre  plans  donnés,  un  point  quelconque  de  cette 
droite  décrit  une  ellipse. 

Je  suis  arrivé  à  ce  théorème  en  faisant  usage  de  quel- 
ques propositions  de  Géométrie  cinématique. 

Certes,  la  découverte  d'une  vérité  géoniétri(jue  consti- 
tue toujours  un  progrès,  quelle  que  soit  la  voie  suivie 
pour  Y  parvenir.  Mais,  à  côté  de  ce  progrès,  il  y  en  a  un 
autre  d'ordre  différent,  qui  consiste  à  démontrer  géo~ 
métriquemeîit  une  vérité  géométrique,  en  ne  recourant 
qu'au  plus  petit  nombre  possible  de  propriétés  primor- 
diales. 

Les  démonstrations  données  par  plusieurs  géomètres 
du  théorème  que  je  viens  de  rappelei*  ne  répondent  pas 
à  celte  idée.  C'est  pourquoi,  le  reprenant  moi-même, 
j'ai  entrepris  l'essai  suivant. 

En  outre,  j'ai  réuni  dans  hî  présent  travail  (|uelqiu*s 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  séances  des 
3  et  10  mars  i8-j.  cl  Bulletin  de  lu  Société  maihéniutique.  l.  1. 
p.  loG. 
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théorèmes  qui  se  raltacliciit  dii  ctlftiicul  à  celui  énoncé 
plus  haut  et  j'ai  terminé  en  étudiant  d'une  façon   pure- 
ment  géométrique    ce   qui    est  relatif  au   déplacement 
d'une  figur(î  dont  chacun  des  points  décrit  une  ellij)sr. 

§   I-  —  Sur  le  déplacement  oaas  l'espace  d'une  droite 

DONT  tous   les   points   ofXRIVENT  DES    ELLIPSES. 

Théoriîme  J.  —  On  donne  quatre  plans  (P,),  (P2), 
(P3),  (  P*),  Gt  une  droite  D  qui  les  rencontre  aux  points 
P\i  p-i-,  7^31  P',  '-  d'un  point  quelconque  de  l'un  des  plans 
on  peut  mener  une  droite,  et  une  seule,  qui  soit  par- 
tagée par  les  plans  donnés  comme  ceux-ci  parta- 
gent D, 

Soit^-/,  un  point  quelconque  de  (Pi  ).  Menons  un  plan 
parallèle  à  (P2)  et  à  une  distance  telle,  qu'une  droite 
arbitraire,  issue  de  <7,,  soit  partagée  par  (P2)  et  ce  plan 

parallèle,  en  segments  dont   le  rapport  est  égal  à         '  • 

Ce  plan  parallèle  à  (P2)  coupe  (P^)  suivant  une  droite. 
On  obtient  une  droite  analogue  sur  (P*)  en  opérant 
avec  (P3)  comme  nous  venons  de  le  faire  avec  (P2)- 

Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  «;  :  la  droite 
ai  a^i  est  la  dioite  demandée  et  il  résulte  de  sa  construc- 
tion qu'elle  est  unique. 

Pour  simplifier  le  langage,  je  dirai  que  la  droite  «,<7-, 
est  propoj^tionnelle  à  D  et  que  les  points  a,,  a^,  a^^^  a^ 
où  elle  rencontre  les  plans  donnés  sont  des  points  cor- 
respondants. 

Remarque.  —  La  droite  proportionnelle  à  I)  (pd 
passe  par  un  point  à  V infini  sur  l  un  des  plans  est  tout 
entière  à  Vin  fini. 

Théorème   11.    —  Sur  chacun    des  plu  fis   donnes   les 
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points   coirespondaut  aux  points   d'une  droite  arbi- 
traire a^  b^  de  l'un  d'eux  sont  en  ligne  droite. 

Des  points  r/.,,  h^  menons  l(\s  droites  a^  <2/,,  b^  b'^  pro- 
portionnelles l\  D  et  formons  le  quadrilatère  a^b^a!,b^. 
Les  droites  a^b.,^  ^'3^3  partagent,  comme  ion  sait,  en 
segments  proportionnels  aux  segments  de  D  toutes  les 
droites  qui  divisent  proportionnellement  les  côtés  a^  Z>,, 
a/,b/f  :  de  là  résulte  le  théorème  énoncé. 

Je  dirai  que  les  droites  a^b^..  a^b.^^  ^:\b:>,  a<,b-^  sont 
correspondantes. 

Théorème  III.  —  On  construit  des  droites  propor- 
tionnelles à  D  et  l'on  prend  sur  chacune  de  ces 
droites  le  point  homologue  à  un  point  arbitraire  p^ 
de  D  :  tous  ces  points  appartiennent  à  un  même  plan 

11  résulte  de  la  démonstration  du  tliéorème  précédent 
que  les  points  lionToIogues  de  p^,  sur  les  droites  pro- 
portionnelles à  D  qui  s'appuient  sur  a^b^  appartien- 
nent à  une  droite  a-^b^.  On  peut  dire  la  même  chose 
pour  toutes  les  droites  issues  de  p^  qui  s'appuient  sur 
a^  b^.  On  obtient  ainsi  des  droites  partant  de  p-^  et  qui 
s'appuient  sur  ajZ>g.  Le  lieu  de  ces  dioites  est  un  plan 
(P5)  qui  contient  d'après  cela  l'homologue  de  p^  pris  sur 
une  droite  quelconque  proportionnelle  à  D. 

Par  chacun  des  points  de  D  passe  un  plan,  tel  que 
(Ps).  Je  dirai  que  tous  ces  plans  appartiennent  au  sj  s- 
lèine  des  quatre  plans  donnés. 

Remaiiquj;. —  Du  théorème  II  résulte  qu'/^  une  droite 
de  V un  des  plans  du  système  correspond  une  droite 
sur  tous  les  autres. 

TnÉORÎiME  IV.  —  Si  l  on  prend  sur  V un  des  plans 
du  svsti'ine  des  droites  convergentes  en  un  point  à  dis- 
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tance  finie  ou  infinie,  il  leur  correspond,  sui'  tous  les 
autres  plans,   des  droites  convergentes  en  un  point  à 
distance  finie  ou  infinie. 

Ce  ihéorème  se  démontre  ininiédialement  en  em- 
ployant la  droite  proportionnelle  à  D  qui  passe  par  le 
point  de  convergence  des  droites  données. 

Théorème  V.  —  A  une  coni(jue  tracée  sur  V un  des 
plans  du  système  coirespond  une  conique  sur  chacun 
des  autres  plans  du  système. 

A  une  droite  de  l'un  des  plans  du  système  correspond 
une  droite  sur  chacun  des  autres  plans,  par  suite  à  une 
courbe  d'un  certain  ordre  correspond  une  courbe  de  ce 
même  ordre  sur  chacun  des  autres  plans  du  système. 
En  particulier,  ceci  est  vrai  pour  une  conique  tracée  sur 
l'un  des  plans  du  système. 

THÉoiiiïME  Vf.  —  Si  une  coniifue  Ci  tracée  sur  (Pi) 
est  une  ellipse,  les  courbes  correspondantes  sont  aussi 
des  ellipses. 

Car  C,  n'ayant  pas  de  point  à  l'infini  il  en  est  de 
même  sur  les  coniques  correspondantes. 

Théorème  VU.  : —  Les  centres  des  coniques  corres- 
pondantes Cl,  C-2,  C3  sont  des  points  correspondants. 

En  effet,  une  tangente  à  Ci  a  pour  correspondantes  des 
tangentes  aux  coniques  correspondantes  Co,  C3,  .... 
Deux  tangentes  à  C^  qui  sont  parallèles,  ont  pour  cor- 
respondantes, d'après  le  théorème  IV,  des  tangentes  pa- 
rallèles pour  chacune  des  ellipses  correspondant  à  C,. 
Par  suite,  les  diamètres  de  contact  de  ces  tangentes  pa- 
rallèles se  correspondent  et  alors  aussi  les  centres  des 
(^llipses  correspondantes. 
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Appliquons  les  lliéorèines  précédents  :  prenoiis  un 
ellipsoïde  (S)  et  coupons-le  par  un  plan  arbitraire  (P). 
Appelons  S  la  section  ainsi  obtenue.  On  sait  que  les 
normales  à  (S),  du/U  les  pieds  son!,  les  points  de  S, 
sont  partagées  par  (P)  et  les  plans  principaux  de  (S) 
en  segments  proportionnels,  c'est-à-dire  que  ces  nor- 
maies  sont  des  droites  proportionnelles. 

De  ce  que  nous  vejions  de  démontrer  il  résulte  (jue  : 

Les  traces  de  ces  normales  sur  les  plans  principaux 
de  (S)  sont  des  ellipses^  que  les  cent /es  de  ces  courbes 
sont  sur  u/ie  droite  t/ui  passe  par  le  centre  de  S  et  enlin 
(jue  cette  droite  des  centres  est  proportionnelle  aux 
normales  de  (S). 

Prenons  l'ellipsoïde  concentrique  et  liomothétique  à 
(S)  qui  est  tangent  à  (P).  Son  point  de  contact  avec 
(P)  est,  comme  l'on  sait,  le  centre  de  S.  La  perpendi- 
(ulaire  à  (P)  élevée  de  ce  centre  est  la  normale  à  cet 
ellipsoïde.  Comme  i^ette  surface  est  homotliétique  à  (S"), 
cette  normale  est  proportionnelle  aux  normales  de  (S)  : 
elle  est  alors  la  droite  des  centres  des  ellipses  qui  en- 
trent dans  le  dernier  énoncé.  On  peut  donc  compléter 
celui-ci  en  disant  :  Cette  droite  des  centres  est  perpen- 
dicu laire  au  p  lan  (  P  )  • 

Reprenons  maintenant  les  plans  dn  système  et  la 
droite  D  dont  nous  nous  sommes  servis  d'abord. 

J'appelle  droite  égale  à  D  une  droite  sur  laquelle  les 
plans  du  système  déterminent  des  s«'gments  égaux  aux 
segments  que  ces  plans  déterminent  sur  D. 

ThéorÎlme  Mil.  —  Sur  une  droite  arbitraire  a,  A, 
de  (P)),  '/  ne  peut  ^  avoir  ipie  deux  points  par  les- 
quels passent  des  droites  égales  à  D. 

Par  <7,  et  />,  (^fig-  i^  menons  des  droites   proportion- 
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nelles  à  D  ;  elles  renconlreiil  (Po)  en  a-^  <;t  h-^.  Par 
«2  menons  la  droite  ^«2/,  égale  (;l  jjaralléle  à  a\hx^  jmis 
menons  la  droite  /Z>2.  Sur  le  plan  h^th-j,  déeii\ons  du 
point Z>,  eomine  centre  une  eirconféren<-e  ayant  \\n  vnym 
égal  au  scgnient  conipiis  sur  1)  entre  (  Pj  j  l't  (I^s)- 

Cette  circonférence  coupe  lh-2  aux  points  {^^  Ji\  de  ces 
points  menons  gni^-)  hn^  paralièh^nent  à  a^l.  Les  points 
iii2t  ri'i^  où  ces  droites  rencontrent  r/^A^  appartiennent 
aux  droites  égales  demandées  :  rune  Jii^/n^  est  paral- 
lèle à  g^^i-)  l'antre  n^tif  est  parallèle  à  A/»,. 


Fis.   I 


D'abord  les  segments  m^rn.^^  n^  ^2  sont  égaux,  puis- 
(pi'iJs  sont  respectivement  égaux  aux  segments  égaux 
gbi^  hh^'^  ensuite  ils  appartiennent  à  des  droites  pro- 
portionnelles à  D,  puisque  rt,  rio-»  ^^' \  i^t-i-,  'h  ft-u  étant  pa- 
rallèles au  plan  Ih^h,  partagent  n^b^  et  a-^b^  en  seg- 
ments pro[)ortionnels. 

On  voit  ainsi  que  les  droites  égales  qui  s'appuient  sur 
(i\h^  sont  les  deux  seules  droites  /;/,  ///o,  n^n-y. 

Remarques.  —  Lorsrpie  Tare  décrit  du  point  A, 
comme  centre  coupe  l^b  en  deux  points,  il  y  a  deux 
droites  égales  qui  s'appuient  sur  <7,  A, .  Mais,  si  ccl  aie  est 
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tangent  à  Lb^  il  n  y  a  plus  qu'une  droite  égale  o^Oo  dont 
la  longueur  est  celle  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
b^  sur  Ibo-  La  droite  o^Oo  est  alors,  j)arnii  les  droites 
proportionnelles  à  U  qui  s'appuient  sur  a^b^^  celle  sur 
laquelle  les  plans  du  système  interceptent  les  plus  petits 
segments.  L'arc  tangent  à  Ib^  touche  cette  droite  au  mi- 
lieu de  gli.  De  tout  cela  résulte  que  : 

La  droite  propoviionneUe  à  D  (jui  s'appuie  sur  n^  Z>, 
et  sur  laquelle  il  y  a  les  plus  petits  serments,  est  la 
droite  o^o^  qui  joint  les  milieux  des  segments  m^n^^ 
nioU^  détermines  sur  les  droites  correspondantes  a^b^^ 
a^b-i  p(ir  deux  droites  égales.  Le  segment  o,  Og  est  égal 
à  la  bissectrice  du  triangle  isoscèle  gb^h. 

Théorème  IX.  —  Xe  lieu  des  points  d'un  plan  du 
système  d'où  parient  des  droites  égales  est  une  el- 
lipse E. 

Ce  lieu  est  une  conique,  puisque,  d'après  le  théorème 
précédent,  une  droite  quelconque  dt*  ce  [)lan  ne  le  ren- 
contre qu'en  deux  points.  Cette  conique  est  une  ellipse, 
car  il  ne  peut  y  avoir  de  point  à  l'inlini,  puisque  d'un 
pareil  point  on  ne  peut  mener  une  droite  égale  à  une 
droite  donnée  à  distance  finie. 

Remarque.  —  Ou  peut  encore  énoncer  ainsi  ce  théo- 
rème : 

Si  V on  déplace  une  droite  de  façon  que  quatre  de 
ses  points  restent  sur  quatre  plans  donnés,  tous  ses 
points  décrivent  simultanément  des  ellipses. 

Ces  ellipses  sont  des  courbes  correspondant  à  E  et, 
en  vertu  du  théorème  VII,  leurs  centres  sont  en  ligne 
droite. 

Nous    avons  ainsi   relr()n\é   le   ihéorème  rappelé   au 
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commencement  do  ce  travail  en  y  ajoutant  ce  qui  con- 
cerne la  nature  du    lieu    des   centres    des  ellipses  dé- 
cri  tes . 

Théorème  X.  —  La  droite  O  des  centres  des  ellifises 
correspondant  à  E  est,  parmi  les  droites  proportion- 
nelles à  D,  celle  sur  laquelle  les  serments  interceptés 
par  les  plans  du  système  sont  les  plus  petits  possi- 
bles {'). 

Avec  une  corde  de  direction  arbitraiie  de  l'ellipse  E, 
Jacordederellipse  correspondante  sur  (P^)  et  les  droites 
égales  qui  réunissent  les  extrémités  de  ces  droites,  on 
forme  un  quadrilatère  gauche  analogue  au  quadrilatère 
/?/,  Wo72,  «2  de  la  fg.  I . 

D'apiès  ce  que  nous  avons  vu  la  droite  proportion- 
nelle àD  qui  s'appuie  sur  ces  cordes,  et  sur  laquelle  il  y 
a  les  plus  petits  segments,  s'obtient  en  joignant  par  une 
droite  les  milieux  de  ces  cordes.  Pour  chacune  des 
cordes  de  E  parallèles  entre  elles,  on  obtient  ainsi  une 
droite  qui  passe  par  le  milieu  de  cette  corde  ^  toutes  ces 
droites  s'appuient  sur  le  diamètre  dont  la  direction  est 
conjuguée  de  celle  de  ces  cordes  parallèles. 

On  peut  répéter  pour  ce  diamètre  ce  que  je  viens  de 
dire  pour  une  corde  et  l'on  irouve  ainsi  que  la  droite 
proportionnelle  à  D,  sur  laquelle  les  plans  du  système 
interceptent  les  plus  petits  segments,  passent  par  le 
centre  de  E  et  alors  aussi  par  les  centres  des  ellipses 
correspondant  à  cette  courbe.  Le  théorème  se  trouve 
ainsi  démontré. 

Théoiième  XI.  —  Les  droites  égales,  cpû  s'appuient 


(')  Hau'Iien,  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  Frame, 
t.  T,  p.   1,4. 
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sur  E,  sont  également  inclinées   sur  la   droite  O  des 
centres  des  ellipses  correspondant  à  E. 

Supposons  que  ni^  Ji^  {fi^-  '  )  soient  les  extrémités 
d'un  diamètre  de  E.  Parmi  les  droites  proportionnelles 
à  D  qui  s'appuient  sur  ce  diamètre,  celle  sur  laquelle  il 
y  a  les  [)lus  [)etits  segments  est  la  droite  o<  Oo  qui  est 
égale,  comme  nous  l'avons  vu,  à  la  bissectrice  du  triangle 
isoscèle  ghji  dont  les  côtés  égaux  sont  parallèles  à 
ni^ju^t  11^  n-y-  Les  droites  égales /?/, ///o,  n^n.^  sont  alors 
également  inclinées  sur  0,02-  Mais,  pour  un  autre  dia- 
mètre de  E,  ou  est  toujours  conduit  à  construire  un 
triangle  isoscèle  égal  à  gb^h^  puisque  les  côtés  de  ce 
triangle  doivent  être  égaux  à  ni^jn.y.  n^  n2  et  que  la  bis- 
sectrice doit  être  égale  à  o^o=t.  Ces  triangles  isoscèles 
étant  égaux,  le  théorème  est  démontré. 

Théorème  XII.  —  La  distance  o^  Oj  des  centres  des 
ellipses  décrites  par  les  points  ni^^  nu  d'une  droite 
égale  mobile  est  égale  à  la  j^rojeciion  du  segment 
nti  m'2  sur  la  droite  O. 

Cela  résulte  de  ce  que  o,  02  est  égale  et  parallèle  à  la 
bissectrice  du  triangle  isoscèle  gbji  et  que  cette  bissec- 
tiice  est  en  inênie  temps  la  hauteur  de  ce  tiiangle. 

Théorî^me  XIIJ.  — •  Les  points  de  deux  droites  pro- 
portionnelles à  D  (fui  se  déplacent  en  restant  chacune 
égale  à  elle-même  décrivent  sur  chacun  des  plans 
donnés  des  ellipses  concentriques  et  homothétiques  ('  ). 

Qu(ille  que  soit  la  droite  proportionnelle  que  l'on 
prenne  comme  droite  égaie  mobile,  on  a  toujours  le 
même  centre  pour  les  ellipses  décrites  sur  l'un  des  plans 
dorinés    parce  (|ue  ce  point  est  sui'  la  droite  uni(|ue  C), 

('  )    H.U.PHKN,   lor.  rit. 
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proportionnelU;   à  D,  sur  la(jucllc  les  [Amis  doiiiirs  dt*- 
teriTiinent  les  segments  les  plus  petits  possibles. 

Prenons  (yZ^.  i)  les  droites  proportionnelles  rit/t^n^ 
et  Z>,  ^2^3  qui  partent  de  deux  points  d'une  droite  issue 
de  o, .  On  a 

Ol  n,    __  0.2  «2  ^/t 

Ce  dernier  rapport  (îst  constant,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion de  Z»,  sur  E,  puisque  les  triangles  isoseèles,  tels  que 
gbih  sont  toujours  égaux  et  (|ue  />>, /^2  t-st  un  segment 
de  grandeui'  constante. 

Le  rapport  -^^  est  alors  <  onslant  et  le  théorème  est 

démontré. 

Voici  une  application  des  tliéorènies  précédents  : 

Lorscfiiune  dioite  se  déplace  de  façon  que  trois  de 
ses  points  restent  sur  trois  plans  donnés,  un  quatrième 
point  de  cette  droite  décrit  un  ellipsoïde  qui  a  pour 
centre  le  point  de  rencontre  des  plans  donnés. 

Ajoutons  un  quatrième  plan  passant  par  le  quatrième 
point  de  la  droite  mobile.  Si  l'on  déplace  maintenant  la 
droite  de  façon  que  ce  point  reste  sur  ce  plan,  il  décrira 
une  ellipse.  La  section  faite  par  ce  plan  dans  la  surface 
engendrée  est  donc  une  ellipse.  Comme  cet;i  (;st  vrai, 
quel  que  soit  ce  plan,  cette  surface  est  donc  un  ellip- 
soïde. 

Si  le  plan  mené  pai*  Jtî  point  décrivant  passe  par  le 
point  de  rencontre  des  trois  plans  donnés,  il  résulte  du 
théorème  X  que  ce  point  est  le  centie  de  l'ellipse  dé- 
crite. Ce  plan,  mené  par  le  point  de  lencontre  des  plans 
donnés,  étant  arbitraire,  ce  dernier  point  est  le  centre 
de  l'ellipsoïde  engendré  par  le  quatrième  point  de  la 
droite  mobile.  L(î  théorème  est  donc  (h'Mnontié. 
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Ce  théorème,  qui  est  dû  à  Dupin,  donne  lieu  à  ce  cas 
particulier  intéressant  : 

Lorscju  une  droite  se  déplace  de  façon  (/ue  trois  de 
ses  points  restent  respectis^enient  sur  trois  plans  paral- 
lèles à  une  droite,  un  quatrième  point  de  cette  droite 
décrit  un  plan. 

Je  ne  fais  qu'énoncer  ce  résultat,  ayant  laissé  de  côté 
les  cas  particuliers  des  tliéorèmes  déniontiés  dans  ce 
premier  paragraplie. 

§    II.    —    Sur    le    déplacement    da]\s    l'espace    d'uke 

FIGUllE     de     grandeur     INVAr.I\T3LE     DONT     LES      POINTS 
DÉCRIVENT    DES    ELLIPSES. 

Comme  figure  de  grandeur  invariable  nous  n'avons 
considéré  jusqu'à  présent  qu'une  droite  égale  mobile 
dont  quatre  points  restent  sur  quatre  plans  fixes.  iNous 
allons  montrer  comment  la  propriété  de  cette  droite,  de 
faire  toujours,  pendant  son  déplacement,  le  même  angle 
avec  la  droite  des  centres  des  ellipses  décrites  par  ses 
points,  conduit  aisément  à  déterminer  les  conditions  de 
déplacement  d'une  figure  de  forme  invariable  dont 
cliacun  des  points  décrit  une  ellipse. 

Conservons  les  notations  précédentes  avec  cette  seule 
diiïérence  que  nous  appellerons  D'  la  dioile  désignée 
précédemment  par  I).  Plaçons  O  verticalement,  appe- 
lons (H)  un  plan  horizontal  fixe.  La  droite  égale  mo- 
bile jy,  se  déplaçant  toujours  de  façon  que  quatre  de  ses 
points  restent  sur  les  plans  (P|),  (P2),  (l^s)'  (P.^'  f'fiï 
constamment  le  même  angle  avec  (H). 

Appelons  F)  la  projection  de  1)'  sur  le  plan  (H). 

Puis([ue,  comme  nous  l'avons  démontré,  les  points 
(le  D'  dé(MMvenl  des  ellipses  donl  les  eeiilres  s(^nl  sur  O, 
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Jes    points   de;   la   droite    D  déciivciit   des  (.llipses    con- 
centriques dont  le  centre  commun  est  le  pied  o  dv.  () 
sur  (H). 

Lemme.  ■—  Le  déplacement  sur  (H)  de  la  droite  [), 
do7it  les  points  décri^^ent  des  ellipses  concentrif/ues, 
peut  être  obtenu  en  liant  cette  droite  à  une  circonfé- 
rence qui  roule  dans  l'intérieur  d' une  autre  de  rayon 
double. 

Pour  un  déplacement  infiniment  petit  àv.  I),  on  a  un 
centre  instantané  de  rotation  c.  La  circonférence  dé- 
crite sur  oc  comme  diamètre  rencontre  (je  le  suppose 
d'abord)  D  en  deux  points  réels.  Les  normales  aux  tra- 
jectoires de  ces  points  passent  par  c  et  par  suite  les  tan- 
gentes à  ces  trajectoires  passent  par  o.  Mais  les  trajec- 
toires de  ces  points  sont  des  ellipses  et  il  ne  peut  y 
avoir  pour  une  pareille  courbe  de  tangente  passant  par 
le  centre  que  si  cette  courbe  est  infiniment  aplatie  : 
ces  deux  points  décrivent  donc  chacun  une  droite  et  le 
déplacement  de  D  est  alors  celui  d'une  droite  dont  deux 
points  décrivent  chacun  une  droite. 

Un  pareil  déplacement  peut  être  obtenu,  comme  Ton 

G 
sait,  en  supposant  que  D  soit  lié  à  la  circonférence  —  dé- 
crite sur  oc  comme  diamètre  que  l'on  fait  rouler  à  l'in- 
térieur de  la  circoniérence  C  décrite  du  point  o  comme 
centre  avec  oc  pour  rayon. 

Mais  ces  circonférences  existent  toujours  et  ne  dépen- 
dent aucunement  de  la  réalité  des  points  de  rencontre 
de  D  avec  la  circonférence  décrite  sur  oc  comme  dia- 
mètre ^  par  conséquent  le  résultat  auquel  nous  venons 
d'arriver  est  général  et  le  lemme  est  démontré. 

Nous  savons  que  D'  fait  toujours  un  angle  constant 
avec  sa  projection  D.  On  obtiendra  alors  le  déplacenuMit 
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de  ly  en  supposant  (jne  sur  son  plan  pi()j(îlant,  enlrainé 
avec  D,  celte  droite  soit  transportée  en  même  temps 
parallèlement  à  la  direction  des  projetantes,  c'est- 
.n-dire  qu'elle  i^lisse  dans  la  direction  de  O. 

D'après  cela,  appelons  (Cj)  le  cylindre  dont  C  est  la 

—  \  le  cylindie  dont  ~  est  la  section 

droite;  nous  obtiendrons  le  déplacement  de  D'  en  liant 

cette  droite   au  cylindre   (  -^  )  qui   loule  à   l'intérieur 

de  (C}'^),  en  même  temps  qu'il  glisse  dans  la  direction 
de  ses  génératrices,  de  façon  qu'un  point  de  D'  soit 
assujetti  h  se  déplacer  sur  le  plan  du  système  qui  le 
conliiMit  (*  ). 

Le  déplacement  de  ( -J=^  )  étant  ainsi  défini,  on  peut 

entraîner  une  figure  déforme  invariable  avec  ce  cylindre 
mobile.  jNous  savons  déjà  que  tous  les  points  de  D' dé- 
crivent des  ellipses.  Nous  allons  montrer  qu'il  en  est  de 
même  de  tous  les  points  de  la  figure  entraînée.  Pour  cela 
il  suffit  de  faire  voir  que  la  trajectoire  d'un  quelconque 
de  ces  points  est  une  ligne  plane,  puisque  la  projection 
de  cette  trajectoire  sur  (li)  est  la  ligne  décrite  par  un 

point  du  plan  de  —  qui  roule  dans  (^.,  et  l'on  sait  f|U(Melte 

courbe  est  une  ellipse. 

Pour  y  arriver  démontrons  d'abord  le  théorème  sui- 
vant, qu'on  n'avait  pas  encore  énoncé  : 

Théorème  XIV.  —  Le  cjlindie  i  -^  J  roule  à  Vin- 
j'ieur  de  (G  )  )  et  glisse  de  façon  qii  un  point  m'  se  dé- 


(')  Voir  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences 
1.1  Coinmuniralion  failc  par  M.  Darhonx  \e  \~  janvier  i^^i  :  Sur  le 
déplacement  d'une  figure  in^'arinhle. 


place  su/-  un  plan  fixe  donne  :  paiini  tous  Lis  points 
entraînés  il  y  an  a  une  injinilc  (fui  décrivent  des 
droites. 

Soit  (M)  le  plan  donné  sur  lequfîl  so  doplaro  m';  sup- 
posons que  lo  plan  liorizontnl  (H)  passe  maintenant  par 
ie  point  de  rencontre  de  (M)  etdeO^  désignons  toujours 
par  o  c.G  point  d(;  r<încontr('. 


Preuons  le  plan  (H)  pour  plan  de  \à/ig.  2.  Soit  0/ 
l'horizontale  de  (M)  qui  passe  par  o.  Menons  par  m* 
l'horizontale   /////  qui  se   piojette    sur   (H)   suivant   la 

droite  nit  qui  passe  par  le  point  de  rencontre  t  de  —  et 
de  l'iiorizontale  ol  du  plan  (M). 

L'horizontale  ju't'^  menée  ainsi   par  m\  rencontre  le 

cylindre  (  -^  J  au  point/' dont  la  projection  esty. 

Lors({ue  (-7-)  roule  et  glisse,  comme  nous    l'avons 

dit,  le  [)()int  t,'  se  déplace  dans  le  plan  vertical  of .  Je  tlis 
que  le  point^  décrit  une  ligne  droite. 

La  ligne  déciite  par  y  se  projette  sur  [U)  suivant  la 
ligne  of. 

Sa  projection  sur  le  plan  vertical  of\  faite  au  ino\en 
de  parallèles  à  oj^,  est  une  droite,  comme  la  projection 
A /in.  de  Mathetnat.,  ?>'  série,  t.   VI  II.  (Jiiillrl    iSS(,.)  '^.l 
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de  (M)  sur  ce  plan.  Car  les  perpendiculaires  à  O  abais- 
sées des  points  de  cette  dernière  dioite  sont  partagées 
dans  un  rapport  constant  par  cette  projection  de  la  tra- 
jectoiie  de  J' ^  puisque  ce  rapport  est  toujours  égal 
,  mt 

La  trajectoire  de  f  se  projetant  suivant  des  droites 
sur  deux  plans  dilïérents  est  donc  une  droite. 

Comme  tous  les  points  de  la  verticale,  qui  contienty^', 
décrivent  des  lignes  égales  à  la  trajectoire  de  ce  point, 
ils  décrivent  des  droites.  Le  théorème  est  donc  dé- 
montré. 

Théorème  XV.  —  En  dehors  des  points  de  la  verli- 
cale  f ,  tous  les  points  in^ariahlenieiit  liés  au  cylindre 

l  -^  )  décrwent  des  ellipses. 

Par  le  point  y' menons  aibitrairemcnt  l'horizontale 
y'/t'donl  la  projection  (/f^-  '*■)  est  fu.  Ijn  point  quel- 
conque  /i  de  cette  droite,  entraînée  avec  (— ^)'  décrit 

une  ligne  plane,  caria  projection  de  cette  ligne,  faite  sur 
le  plan  vertical  o/  par  des  parallèles  à  ou,  partage  dans 
un  rapport  constant  les  perpendiculaires  abaissées  des 
points  de  la  droite  of  sur  O.  La  trajectoire  de  //'  se  pro- 
jette sur  (H)  suivant  une  ellipse,  puisque  cette  courbe 
est  engendrée  par  le  point  n  du  segment  de  grandeur 
constante  ///"  dont  les  lîxtrémités  décrivent  les  droites 
ou  et  of.  La  trajectoire  de  n'  est  donc  une  ellipse. 

Les  points  de  la  verticale  qui  contient  //  décrivent 
évid<'mment  des  ellipses  égales  à  l'ellipse  déci'ite  par  ce 
point.  On  voit  donc  que  tous  les  [)oints  de  toutes  les 
horizontales  partant  de^',  c'esl-à-dire  tous  les  points  du 
plan  hori/.(mlal  mené  par  /',  décrivent  des  ellipses  el 
ini'il  en  est  aiis.>>i  de  même  de  Ions  les  points  de  1  espace 
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qui   peuvent  toujours  être   liés   au   point  de  (mî  plan  à 
l'aide  de  verticales.  En  résumé,  tous  les   points  liés    à 

(    2   )  '^^^^'^iv^^t  dos  ellipses,  excepté  les   points    d(;    la 

verticale  /'  qui  décrivent  des  segments  de   droite,  les- 
quels, à  proprement  parler,  sont  des  ellipses  aplaties. 

Remarques.  —  Les  ellipses  décrites  par  les  points  du 
plan  horizontal  mené  par  f  ont  foutes  même  centre  nu 
point  o. 

Les  plans  des  ellipses  décrites  par  les  points  d'une 
horizontale  menée  par  f  passent  par  une  même  droite 
issue  du  cent  je  commun  o. 

Théorème  XVI.  —  Les  plans  des  ellipses  décrites 
par    les  points   d'une  horizontale  arbitraire,   liée  au 

cylindre  mobile  \-f-y  enveloppent  un  cône  du  second 
degré. 

Prenons  une  horizontale  aibi traire  à  la  hauteur  du 
point  f .  Nous  savons  construiie  pour  un  point  ///'  de 
cette  droite  l'horizontale  ot  du  plan  de  sa  trajectoire. 
Appelons  V  le  point  où  celte  droite  rencontre  la  projec- 
tion sur  (H)  de  l'horizontale  donnée.  La  droite  wm'  est 
alors,  sur  le  plan  projetant  de  cette  horizontale,  la  trace 
du  plan  de  la  trajectoire  de  m' .  Les  droites,  telles  que^i^ 

et  o/,  qui  se  coupent  sur  ^  forment  deux  faisceaux  ho- 

mographiques.  Les  points,  tels  que  ///'etp',  détermincmi 
alors  deux  divisions  homographiques,  et  les  droites,  telles 
que  Ç'm',  qui  joignent  hs  points  correspondants,  enve- 
loppent une  conique.  Cette  conique  n'est  autre  (pie  la 
trace  du  cône  enveloppe  des  plans  des  trajectoires  dé- 
crites par  les  points  de  l'horizontale  donnée.  Le  théoième 
est  donc  démonti'é. 
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Remarouks.  —  Les  plans  des  Irajectoircs  décrites  par 
les  points  d'une  horizontale  étant  respectivement  paral- 
lèles aux  plans  des  trajectoires  des  points  d'une  droite 
entraînée  et  dont  cette  horizontale  est  la  projection,  le 
iliéorème  précédent,  s' étend  à  une  droite  quelconfjue. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  conique,  trace  du  cône  sur 
le  plan  projetant  de  la  droite  donnée,  est  tangente  aux 
plans  horizontaux  mettes  par  o  et  f . 

Le  centre  de  cette  conique  appartient  à  la  projection 
orthogonale,    faite   sur  le  plan   de   cette    courbe,    de 

l'axe  de  i  ^  j;  il  est  du  reste  sur  un  plan  horizontal 

à  égales  distances  de  o  et  de  f. 

Pour  terminer,  j'énoncerai  les  lésultals  suivants,  con- 
séquence de  ce  qui  précède. 

Théorème  XVll.  —  Lorsque  les  points  d' une Jiguie 
mobile  dans  V espace  décrii^ent  des  ellipses,  ces  courbes 
ont  leurs  centres  sur  une  même  droite  et  leurs  projec- 
tions sur  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  sont 
des  ellipses  dont  la  somme  ou  fa  di ff  éretwe  des  axes  est 
constante. 

Problème.  —  Etant  donné  un  jjlan  arbitraire,  con- 
struire   le  point    lié  à  i  — ^  \  et  qui  se  déplace  sur   ce 

plan. 

Le  point  de  rencontre  y  du  [)lan  d  )nnc  et  (.le  O  e.^t  le 
centre  delà  trajectoire  du  point  demandé.  Par  le  point*' 
menons  l'horizontale  du  plan  donné  <'t  par  le  point  où 

c{;tte  droite  rencontre  (  ~  )  menons  la  i^éniMalrice  de  ce 

cylindre;   l'horizontale,  qui   s'ap[)uie  sur  celte  f^énéra- 

,  .  .    /CrX 

Ince  et  cpii  passe  par   le   p(»int    on   (  ~  I  e.st    rencontre 


(  ;i..^  ) 

|)ai'  la  paiallèlc  à   of  iiicik'h'  du  poiiiL  y,   coupt;  le  plan 
donné  an  point,  cherché. 


NOTE  m\  m  SYSTÈME  »E  DEl\  COIKBES  FLAXES; 

Par  un  Ancien  Élèvk  dk  Mathématiques  spéciales. 


Je  me  piopose  de  résoudre  gé()nriétric|U(îMi('ni  des  pro- 
blèmes traités  par  M.  Laisant  dans  la  Communication 
qu'il  a  faite  à  la  Société  niatliéniatiqiLe  de  France ,  le 
1 8  juillet  1888,  sous  le  titre  même  que  j'ai  conservé  [)onr 
cette  courte  Note. 

On  déplace  une  droite  aa!  {fig'  1)  de  façon  (jue  les 
arcs    parcourus    par    ses    extrémités   soient    dans    un 


ri{;.    , 


rapport   constant  \  el    Von  parlaî^e  aa'  de  façon  que 
-zi=.\:  on  demande  de  déternnner  pour  /a  courhr 


am. 


ma 
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(/;/),  lieu  des  j)oints  tels  que  ni^  sa  normale  en  m  et  son 
rayon  de  courbure. 

Coiniiicnçoiis  par  construire  le  point  e  où  la  droite 
mobile  aa'  touche  sou  enveloppe.  De  ce  point,  supposé 
connu,  élevons  une  perpendiculaire  à  aa' ,  Désignons 
par  a  et  a'ies  points  de  rencontre  de  cette  perpendiculaire 
et  des  normales  menées  en  a  et  a'  aux  courbes  (//)  et  (a') 
décrites  par  ces  points.  Si  d[a)  et  d(a')  désignent  les 
arcs  infiniment  petits  parcourus  simultanément  par  a 
et  a'  pendant  le  déplacement  de  aa\  on  a 


d  (a) 
d{a') 


=  X, 


Mais,  en  vertu  d'une  formule  connue  (  '  ), 

dia) 

donc 


d{a') 


a  y. 


a  a 


aa 


a  a 


=  x. 


On  a  donc  le  point  e  en  cherchant  le  pied  d'une  per- 
pendiculaire à  aa'  qui  détermine  sur  les  normales  à  (a) 
et  {a')  des  segments  «a,  a' a'  dont  le  rapport  est  donné. 
Pour  résoudre  ce  problème  de  Géométrie  élémentaire, 
prenons  le  point  quelconque  h  sur  «a  et,  parallèlement 
à   la  normale   «'a',  menons   la    droite   bc    sur   laquelle 

,  .  ,  . .  al)        ^ 

nous  prenons  Je  ponit  c  de  manjcic;  (jue  j-  =  À. 

La  droite  ac  coupe  en  /  la  perpendiculaire  a' l  à  aa'. 
La  parallèle  /a  à  la  normale  n'a'  coupe  aoL  au  pointa 
dont  la  projection  sur  aa'  est  le  point  ^?  cherché. 

11  y  a  deux  solutions  puisque  l'on  peut  porter  le  seg- 


(')   b'orinulc  3,   page   .'.or)   de    lu   fleuxièmc    édition   du     Cours  de 
Géométrie  descriptive  de  M.  .Mannhcim. 


meiiL  bc  dans  le  sens  (contraire  où  il  a  élé  porté  sur  la  fi- 


gure. 


Ces  deux  solutions  correspondent  aux  cas  où,  {a) 
étant  parcouru  par  a  dans  un  inèrne  sens,  le  [)oint  (l' 
décrit  {a')  successivement  dans  les  deux  sens  oj)posés. 

Normale  en  m  à  la  courbe  (m).  —  Puiscjue  les 
points  tels  que  m  partagent  toujours  rmVlans  le  nièiuc; 
rapport).,  on  sait  (')  qu'on  obtient  la  normale  demandée 
en  joignant  le  point  ni  au  point  a  qui  est  tel  que 


y.]x  _  ani 
!J.a'        ma' 


Menons  m/^  perpendiculairement  à  aa  .  Cette  droite 
coupe  al  au  point  f  et  l'on  a 

^  =  ).. 

Mais  1  on  a  aussi 

aoL       ^ 

donc  la  dioite  af  est  la  bissectrice  de  Tangle /ar/. 

On  a 

,     am  ,  afjL 

tnt  ^=  a  l  — 7  =  aa  —S  =  aa. 

-^  aa!  aa  ' 

Ainsi  nij=^cf.^\  par  suite,  in]j.  est  parallèle  à  la  bis- 
sectrice (xf  :  donc 

La  normale  demandée  est  également  inclinée  sur  les 
normales  aoL^  a' cd  [-).  \ 

Rayon  de  courbure  de  la  courbe  (^m)  pour  le  point  m. 
—  Pour  un  déplacement  de  aa\  l'angle  de  «a  et  de  nrj. 


(  ')  Loc.  cit.,  p.  172. 

(')  Si  a' parcourt  (a')  dans  le  sens  opposé  à  rclni  (|ni  a  élc  adopte, 
la  normale  est  perpendiculaire  à  celle  (|ui  est  (racée  sur  la  li:;uie. 
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varie.  La  variation  de  cet  angle  est  égale  à  la  ditFërence 
des  variations  angulaires  de  a  a  et  tny..  Ces  variations 

1    .  ,      ,        ,  d(a)         d(m)  , 

angulaires  sont  égales  a  — ^^ — -  et  -^ — -,  en  appelant    p^ 

Pa  pm 

et  p,„  les  rayons  de  courbure  de  (a)  et  de  {m). 

Puisque  la  normale  m  p.  fait  des  angles  égaux  avec 
aoL  et  rt'a',  écrivons  que  les  variations  de  ces  angles  sont 
égales  :  on  a 


f/(a)        d(m)        d{ni)        d(a) 


d'où 


dia) 


d{a) 


d{m)pa        d{m)pa'        p; 
a  a  an!  a 


m\X.pa  mix.pa-  pm 

Du  point  Jii^  menons  mg  égal  et  parallèle  à  (ito^  lavoii 
de  courbuie  de  (a)  et  du  point  g.  menons  gh  parallèle- 
ment h  al.  Les  triangles  semblables  ctoi.f\  gf?ih  donnent 


I 
mh 


De  n 


'^J'-nig        ni^.pa 


leme, 


a  a 


mh!        m\x.pa' 
La  relation  précédente  peut  donc  s'écrire 


I 
mh 


m.h' 


•2 

P  /Il 


Si  l'on  prend  en  i  l'Iiarmonicpie  conjuguée  de  ni  par 
rapport  à  //  et/?',  il  résulte  de  cette  dernière  relation  que 


=  ini. 


Comme  la  droite?  mi  est  la  bissectrice  de  l'angle  g'mgy 
on  obtietit  le  point  i  à  la  rencontre  de  la  normale  m  p.  et 
(le  la  droite  gg' \  on  ])eut  donc  diie  : 

Du  jtoinf  ni  on  nii'nr  mg  f'gctl  cl  pai'allèle  un   i  nyoïi 


(  -^'^o  ) 

de  courbure  cum  et  mg'  égal  et  parallèle  au  raj  on  de 
courbure  a' lo^  :  la  droite  s  s;'  coupe  la  normal 


85    -^"/^^ 
centre  de  courbure  demandé. 


e  m  \k  au 


CONSTRUIRE  LES  AXES  DTIVE  ELLIPSE  DONT  0\  DO\\\E 
DEIX  DIAMÈTRES  COiXJlGlÉS; 

Par  un  ancien  Élève  de  Mathématiques  spéciales. 


Le  segment  ZS  de  grandeur  constante  {fig.  \)  se  dé- 
place de  façon  que  ses  extrémités  glissent  sur  les  cotés 
de  l'angle  droit  xOj.  Un  point  m  de  ZS  décrit,  comme 


liîT. 


l'on  sait,  une  ellipse  (m)  dont  les  axes  sont  dirigés 
suivant  Ox,  Oy  vX  égaux  à  //zZ,  mS.  Ou  montre  facile- 
ment que  le  déplacement  infiniment  petit  de  ZS  est  une 
rotation  autour  du  sommet  /  du  rectangle  OZiS  et,  par 
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suite,  fjiie  la  droite  ini  est  la  normale  en  m  à  l'el- 
lipse (/?/).  Construisons  la  ligure  O'Z'OS' égale  à  OZf  S 
et  faisons  correspondie  les  lignes  perpendieulaires  entre 
elles.  Le  pointm  de  ZS  est  venu  en  m'  sur  Z'S'  et  le  seg- 
ment Oiïl'  est  égal  et  perpendieulaire  à  ini. 

Le  segment  Oni'y  perpendiculaire  à  la  normale  /;//, 
est  alois  le  demi-diamètre  conjugué  de  Oui  et  Jiii  est 
égal  à  ciî  demi-diamètre. 

On  a  alors  la  construction  suivante  : 

Etant  donnés  les  demi- diamètres  conjugués  O///, 
Om\  on  abaisse  du  point  m  une  perpendiculaire  suj' 
Om' .  On  porte  sur  cette  perpend iculaire  le  segment  mi 
é^al  à  Om!.  Sur  Oi  comme  diamètre  on  décrit  une 
circonférence  de  cercle  et  l'on  mène  par  m  le  diamètre 
ZS  de  cette  circonférence.  Les  segments  jhZj.,  mSso/it 
égaux  aux  demi-axes  cherchés.  La  droite  OZ,  ipii 
passe  par  le  point  Z,  extrémité  du  segment  niz  égal  au 
demi  petit  axe,  donne  la  direction  du  grand  axe  de 
l'ellipse  fn)  (*). 

On  est  conduit  à  une  construction  analogue  en  por- 
tant, à  partir  de  m  dans  le  prolongement  de  im.  un 
segment  égal  à  O/?/.  Cette  construction  correspond  au 
cas  où  l'on  considère  l'ellipse  (/;i)  comme  engendrée 
par  le  point  m  du  segment  ZjSi  mobile  dans  l'angle 
droit  xOj  et  dont  la  longueur  est  égale  à  la  demi-dillé- 
rence  des  axes  de  {m).  On  obtient,  pour  le  point  m,  la 
position  de  ce  segment  en  menant  de  ce  point  une 
parallèle  à  O/.  On  a 

et,  par  suite,  le  seguient  Z,  S,   est  bien  égal  à  la  demi- 
dillérence  des  axes  de  (///). 


(  '  )  Voir  dans  lo  lomc  WII,  2'  série,  nn  arlirlr  dr  M.  \.  Mannhcini. 
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CONCOURS  GENERAL  DE  I88Î).  -  ALTRE  SOLLTIOV; 

Par  m.  E.  MARCHAND, 

Professeur  de  Malhématiques  spéciales  au  lycée  de  Caen. 


On  donne  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  O  et 
une  paiabole  P,  on  considère  les  coniques  C  inscrites 
dans  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  com- 
munes au  cercle  et  à  la  parabole.  Cela  posé,  on  de- 
mande de  trouver  : 

i^  V enveloppe  des  polaires  A  du  centre  ()  j)(ir  rap- 
port aux  coniques  C  ; 

2"  L'enveloppe  des  tangentes  ù  aux  coniques  (] 
telles  que  la  normale  au  point  de  contact  passe  par  O  ; 
V enveloppe  des  axes  des  coniques  C;  le  lieu  géomé- 
trique des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  O 
sur  A,  sur  les  tangentes  S  et  sur  les  axes  de  C. 

I.  L'emploi  des  coordonnées  tangentielles  permet  de 
résoudre  1res  simplement  la  première  Partie^  mais  sans 
expliquer  pourquoi  Ton  trouve  trois  fois  la  même  para- 
bole comme  enveloppe  (l'axe  étant  perpendiculaire  à 
celui  de  la  parabole  donnée  P  et  la  directrici;  passant 
par  O). 

La  seconde  Partie  résulte  aussitôt  de  la  première.  Il 
suffit  d'ouvrir  à  la  page  55 1  le  Traité  de  Géométrie  ana- 
lytique^ par  M.  H.  PiCQUET,  pour  constater  cpie,  toute 
podaire  de  parabole  par  rajyport  à  un  j)oi/if  O  de  la 
directjice  est  une  st.rophoïde  dont  le  point  fixe  est  à  l' in- 
tersection de  la  tangente  au  sommet  ai'ec  la  droite  qui 
joint  le  point  O  au  foyer. 
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II.  Pourquoi  les  trois  enveloppes  coincident-elles, 
ou  plutôt  coinnient  peut-on  ramener  les  trois  ('nonces 
à  un  seul  ?  Telle  est  la  question  à  laquelle  je  tacherai  de 
répondre  en  m'appuyant  sur  les  propriétés  les  plus 
simples  des  réseaux  de  coniques  (H.  Picquet,  p.  52'î) 


(I) 


Al  Cl  -T-  Xo  C2  -i-  À.}  C3  =  O. 


J'aurai  besoin  de  rappeler  (|uelques  théorèmes  de 
Chasles  {^Journal  de  Liouwille,  2^  série,  t.  V)  et  je 
repioduirai  rapidement  leur  démonstration,  telle  que 
M.  Darboux  l'a  présentée  dans  son  Cours  d(i  i8^5  à 
l'Ecole  jN  or  maie. 


111.  Le  réseau  (i)  contient  une  infinité  de  faisceaux 
dont  un  quelconque  est  déterminé,  comme  ou  le  prouve 
facilement,  par 

(2)  «1  Xi -h  a2''^2 -r- «3X3  =  o> 

r^,,  r(f2,  «:}  étant  des  nombres  fixes  donnés. 

Théorème  fondamental.  —  Deux  faisceaux  cV u?i 
même  réseau  ont  toujours  une  conique  commune. 

En  ell'et,  cela  revient  à  dire  (|U(;  deux  équations  t(;Iles 
que  (2)  déterminent  toujouis  un  système  de  valeurs 
uniques  de  ).,,  )w,  A;j.  Le  théorème  n'a  pas  de  cas  d'ex- 
ception. 

Ici  l'on  prendra  un  réseau  laiii^enliel  (H.  Picquet, 
p.    520) 

(  3  )  !-ii  T]  -4-  |JL2  Fo  -f-  '^:i  Ts  r=  o, 

les  trois  coniques  F,,  1^,  T.,  cpii  déiinissent  géométri- 
quement le  r(''seau  étant  le  système  des  [)oints  ciroulainîs 
1,  .1,  un  point  doubh;  O  et  une  conique  quelconque  F. 
Si  l'on  combine  ces  trois  coniques  fondamentales  deux  à 


(  ;«.■',  ) 

deux,  on  a  les  trois  faisceaux  suivauts,  (jui  app.ii  liciuK m 
au  réseau  : 

1"  L«^  syslènu;  des  eeirles  de;  c(Mir,i(;  (),  c'esl-à-dire 
le  faisceau  taiigeiiliel  déterminé  par  Je  point  double  O 
et  par  les  points  I,  J. 

2°  Le  système  des  coniques  liomofocales  à  T,  déter- 
miné par  la  conicjue  F  et  les  points  I,  J. 

3"  Le  système  des  coniques  tangentes  à  T  aux  deux 
points  G,  G'  de  contact  avec  les  tangentes  menées  de  O, 
déterminé  par  F  et  le  point  double  O. 

Si  donc  on  considère  le  faisceau  tangentiel  ayant  pour 
base  deux  coniques  quelconques  du  réseau,  d'après  le 
théorème  fondamental,  ce  faisceau  «comprendra  un 
cercle  de  centre  O  et  une  conique  homofocale  à  F,  cette 
dernière  pouvant  se  léduire  exceptionnellement  aux 
points  I,  J. 

On  ne  saurait  mieux  montrcM-  l'intérèL  de  ces  consi- 
dérations qu'en  rappelant  comment  Cliasles  en  déduit 
la  propriété  élémentaire  des  coniques 

p  ±  p'  =  'ICI. 

Soient  deux  points  G,  G'  sur  une  même  conique,  l'un 
fixe  G,  l'autre  mobile  G'.  Il  suftit  d'établir  cpie  In 
somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  est  la  même 
pour  les  deux  points.  Or  je  mène  les  tangentes  en  G 
et(i'  qui  concourent  en  O  et  je  ('onsidère  le  réseau  dé- 
fini par  le  point  double  O,  la  conique  donnée  F  et  les 
deux  points  I,  J.  Une  première  conique  du  réseau  est 
donnée  par  GG',  puisque  GG'  est  une  coni(jU(î  du  fais- 
ceau (3'*)  déterminé  par  F  et  par  O.  Une  seconde  co- 
nique du  réseau  est  fouiiiie  par  les  foyers  F  et  ¥'  An  la 
conique  F,  puisque  FI'' est  une  conique  du  faisceau  (a") 
des  coniques  liomofocales  à  l\  Les  deux  conicpies  GG' 
et  FF'  ont  comme  tangentes  eonununc's  h'G,  Vi\' ^  I*'  (i, 
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F'G'.  Les  coiii(|ues  langeutes  à  ces  quatre  droites  for- 
ment un  faisceau  du  réseau;  cv.  faisceau  doit  admettre, 
d'après  le  théorème  fondamental,  un  cercle  de  centre  O. 
Le  quadrilatère  FF'GCx'  est  donc  circonsciiptible  à  un 
cercle  de  sorte  que  la  somme  de  deux  de  ses  côtés  est 
égale  à  la  somme  de  deux  autres  côtés.  On  verra  facile- 
ment qu'on  peut  avoir,  soit 

p  -^  ?'=  ?i-+-  ?'i  » 
soit 

?'— ?  =  ?'i  — ?i- 

Si  le  point  G'  se  meut  d'une  manière  continue  sur  la 
courbe,  il  est  clair  que  l'on  conservera  toujours,  soit  la 
somme,  soit  la  diiïérence  constante;  mais  je  n'insiste 
pas  sur  cette  discussion,  inutile  pour  la  suite, 

IV.  Le  réseau  tangentiel  (3)  contient  une  infinité  de 
coniques  réduites  à  deux  points  G,  G';  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  sera  appelée  par  la  suite  droite 
double  du  réseau.  ai 

La  polaire  A  du  point  O  par  rapport  à  une  coni(]ue  tll 

quelconque  C  du  réseau  est  la  droite  qui  joint  les  points 
de  contact  G,  G'  des  tangentes  menées  de  O  à  C.  On 
vient  de  voir  que  (jG'  est  une  des  coniques  du  réseau, 
appartenant  au  faisceau  00,  C. 

Donc  A  est  une  droile  double  du  réseau.  Réciproque- 
ment, sur  toute  droite  double  du  réseau  se  trouvent,  par 
détinition,  deux  points  G,  G'  formant  une  conique  du 
réseau.  On  a  vu  que  toutes  les  coniques  tangentes  en  G 
et  G'  à  0(t  et  OG'  forment  un  faisceau  du  réseau.  D'a- 
près le  tliéorème  fondamental,  tout  faisceau  de  (H)ni- 
(lues  C,  compris  dans  le  n'seau,  comprend  une  conitpie 
tangente  à  OG,  OG'  en  G  et  (j'. 

Donc  :   i"   les   polaii'es   du    jioiiil    O    j>,ir    rapj)ort   aux 
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conicjues  C  formant  un  faisceau  quchîonquo  du  réseau 
ne  sont  autre  chose  que  les  droitcîs  doubles  du  rés(^au. 

Soit  maintenant  une  coni(|ue  du  réseau  admettant 
une  tangente  T,  telle  que  la  normale  au  point  d(;  con- 
tact M  passe  par  O.  Je  prends  comme  secondes  conique 
le  cercle  de  centreO  et  de  rayon  OM,  et,  si  je  circonscris 
un  quadrilatère  à  ces  coniques,  il  est  clair  que  deux 
sommets  opposés  G  et  G'  seront  sur  T.  Donc  T  est  une 
droite  double  du  léseau.  Réciproquement,  si  l'on  picmd 
une  droite  double  GG',  on  peut  dans  chaque  faisceau  du 
réseau  trouver  une  coni(pie  tangente  à  GG'.  Je  dis  que 
le  point  de  contact  est  le  pied  M  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  GG'.  En  edet,  si  l'on  prend  le  faisceau 
défini  par  la  conique  GG'et  une  seconde  conique  du  ré- 
seau tangente  à  GG',  deux  des  cjuatre  tangenliîs  com- 
munes seront  venues  se  confondre,  de  sorte  que  la  limite 
de  leur  intersection  soit  le  point  de  contact  M;  or  le 
quadrilatère  circonscrit  à  deux  coniques  du  réseau 
étant  toujours  circonscrit  à  un  cercle  de  centie  O,  si 
deux  côtés  du  quadrilatère  tendent  à  se  confondre,  la 
limite  commune  des  deux  points  de  contact  avec  le 
cercle  sera  la  position  limite  de  l'intersection  des  deux 
droites,  c'est-à-dire  le  point  M  déjà  nommé,  et  l'on  sait 
qu'une  tangente  à  un  cercle  en  M  est  perpendiculaire 
au  rayon  OM. 

Alors,  '2°  les  tangentes  T  aux  conicjues  C  d'un  fais- 
ceau quelconque  du  réseau,  telles  que  les  normales  au 
point  de  contact  passent  par  le  point  O,  ne  sont  autre 
chose  que  les  droites  doubles  du  réseau. 

Je  ferai  remarquer  ici  que  le  point  M  est  un  des  deux 
points  en  lesquels  se  décompose  une  des  coniques  du 
faisceau  précédent;  il  ne  ditlère  nullement  des  j)oints  G 
et  G',  comme  on  le  verrait,  en  prenant,  par  exemple,  le 
faisceau  défini  par  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  OG 
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et  par  les  deux  points  G,  G'^  le  point  (t  occupera  pai* 
rapport  à  ce  nouveau  faisceau  la  position  qu'occupait  M 
tout  à  r heure. 

Enfin  tout  axe  d'une  conique  C  du  réseau  contient 
deux  fuvers  F  et  F'.  Si  J'on  prend  Je  faisceau  formé  par 
C  et  IJ,  on  voit  que  le  système  de  deux  points  F,  F^  est 
une  conique  du  réseau.  Donc  tout  axe  est  une  droite 
double  du  réseau.  Réciproquement,  sur  une  droite 
double  flu  réseau  on  a  deux  points  (t,  (V  formant  une 
conifjue  du  réseau.  Le  faisceau  (j(j',  I.l,  c'est-à-dire  le 
faisceau  de  toutes  les  coniques  ayant  G  et  G'  comme 
foyers,  appartient  au  réseau. 

D'après  le  théorème  fondamental,  dans  tout  faisceau 
de  coniques  C  du  réseau,  il  y  en  aura  une  admettant 
G,  (j'  comme  foyers  et  par  suite  GG'  comme  axe.  Il  faut 
toutefois  observer  que,  si  l'on  prenait  les  deux  faisceaux 
formés  de  coniques  liomofocales  à  deux  coniques  quel- 
conques du  réseau,  la  conique  commune  se  réduirait 
aux  points  J,  J. 

Par  suile  :  3*^  les  axes  des  coniques  C  d  un  faisceau 
quelconque  du  réseau  ne  sont  autie  chose  que  les  droites 
doubles  du  réseau. 

Remarquons,  en  terminant,  que  les  points  de  contact 
d'une  conique  du  réseau  avec  sa  polaire  A,  prise  par 
raj)port  à  O  (appelés  (j.  G'),  ainsi  cpie  le  point  de  con- 
tact d'une  tangente  T,  telle  que  la  normale  passe  par  O 
(appelé  M),  peuvent  être  considérés  comme  foyers  d'une 
conique  d'un  quelconque  d("S  faisceaux  du  réseau  qui 
ne  soit  j)as  formé  de  coniques  liomofocales. 

\  .  L'ap[)lication  au  problème  est  dès  lors  évidente. 
On  est  ramené  dans  les  trois  cas  à  trouver  l'enveloppe 
(les  (boites  doubles  du  rc'seau,  la  cayleyenne  du  réseau 
(II.    Pkoiii,  p.  5:>()).  Je    rexicndrai   plus    tard    sur   ce 
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point.  Pour  l'instant,  je  remarque  que  l'énoncé  de  la  pre- 
mière Partie  peut  être  modifié  de.  bien  des  manières. 

Au  lieu  de  considérer  le  faisceau  des  courbes  C  de 
l'énoncé,  je  puis  prendre  un  autre  faisceau  quelconque 
du  réseau,  par  exemple  le  faisceau  des  parabohîs  homo- 
focales  à  la  parabole  donnée  P,  ou  même  le  faisceau  des 
coniques  liomofocales  à  une  conique  quelconque  du  ré- 
seau. Je  suis  ramené  à  cet  énoncé  d'un  problème,  traité 
par  Painvin  dans  sa   Géométrie  analj  lir/iie  (u'^  976)  : 

L'eni^eloppe  des  polaires  d'u/i  point  fixe  V  par  rap- 
port à  un  système  de  coniques  liomofocales  est  une  pa- 
rabole dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  PO. 

O  étant  le  centre  des  coniques  liomofocales,  si  l'on 
prend  le  système  de  paraboles  liomofocales  à  P,  ou  voit 
que  l'axe  de  la  nouvelle  parabole  est  perpendiculaire  à 
l'axe  de  P. 

Ceci  montre,  en  passant,  que  toutes  les  coniques  du 
réseau  ont  leurs  centres  sur  une  droite,  savoir  la  paral- 
lèle à  l'axe  de  la  parabole  P  menée  par  O. 

Comme  par  tout  point  du  plan  passent  deux  coniques 
liomofocales  d'un  même  système  se  coupant  orthogona- 
lement,  on  a  cet  énoncé  de  Painvin  (n°  970)  : 

Si  par  un  point  on  mène  des  tangentes  aux  coni- 
ques d'un  système  liomofocal  les  normales  correspon- 
dantes en^^eloppent  une  parabole. 

Au  lieu  de  détaclier  du  réseau  un  faisceau  de  coniques 
liomofocales,  on  peut  en  détacher  le  système  des  coniques 
tangentes  à  deux  droites  OG,  OG'  en  deux  points  don- 
nés G  et  G'.  On  voit  qu'une  parabole  est  la  solution  de 
ce  problème  (Concours  académique  de  Lyon  en  1877  )  • 

Enveloppe  des  axes  des  sections  coniques  tangentes 
à  deux  droites  données  en  deux  points  donnés. 
Ann.  de  Mat/ienutt.,  3'  série,  t.  VIll.  (Juillet   1S89.)  -ij 
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Il  est  inutile,  après  ce  qui  a  été  dit  (111),  de  démon- 
trer que  tout  système  de  coniques  homofocales  et  tout 
système  de  coniques  tangentes  à  deux  droites  en  deux 
points  donnés  peuvent  être  rattachés  à  un  pareil  ré- 
seau. 

Si  l'on  passe  maintenant  à  la  seconde  Partie,  au  lieu 
de  définir  le  lieu  comme  podaire  d'une  parabole,  on 
peut  le  ramener  à  ce  problème  {^Qéoniélrie  anal)  Liçue 
de  Briot  et  Bouquet,  6^  édition,  p.  352)  : 

Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  donné  aux  disperses  courbes  du 
second  degré  ayant  pour  fo^  ers  deux  points  donnés  V 
et  F'. 

II  sullira  enfin  de  citer  ce  problème  proposé  en  i86i , 
pour  l'admission  à  l'Ecole  Noiiuale  : 

On  donne  une  conique  et  un  point  P  dans  sou  plan. 
Par  ce  point  on  nwne  une  sécant eVW^^,  puis,  par  les 
points  A  et  B  oii  elle  rencontre  la  conique,  des  tan- 
gentes qui  se  coupent  en  M.  On  abaisse  MK  perpen- 
diculaire sur  PAB.  Trouver  :  i"*  /r?  lieu  des  points  K 
qui  est  le  même  pour  toutes  les  roniqites  homofocales  ; 
a"  V enveloppe  de  la  droite  .MK. 

iNous  avons  vu  aussi  que  le  lieu  de  la  deuxième  Partie 
n'est  autre  chose  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques 
inscrites  à  un  quadrilatère  ciiconscri[)tibh'  à  un  (crcle; 
ceci,  comme  on  va  le  voir,  montre  que  la  sliophoïde  ob- 
tenue est  hessieniie  d'un  certain  réseau  tani^ciuicl, 

VJ.  Pour  Icniiincr,  je  vais  indicpier  roinineut  on  vé- 
rilir  que  \v  jirobh'Mue  dont  on  s'oc  cupe  ici  n'est  qu'un 
cas  particulier  dont  la  soImIkhi  csI  (ioniH'p  par  \.\  tlico- 
rie  générale  des  réseaux.  Je  nrap[)iiierai  siu   lelj\re  de 
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Al.    H.    Pic(juet  (Li\ie  ]]J,   Clia[).    Ml,   Propriêuh  de 
trois  coniques)^  où  Ja  question  générale  est  traitée  d'une 
manière  très  remarquable  et  très  utile,  comme  j'espère 
le  montrer  rapidement. 

Nous  avons  ici  un  réseau  tanijentiel 

(3)  I^lt^l-i-  [-'■2^2-+-  |-l3r3=  O,. 

et  Ton  peut  prendre 

Ta  =  A  w2  -+-  B  t'2  -I-  -2  F  t-ir  -i-  -i  G  \vu  ^  oM  uv. 

On  fera  F  ou  G  nul  si  l'on  veut  que  la  droite,  lieu  des 
centres,  soit  un  des  axes  de  coordonnées. 

A  ce  réseau  tangentiel  correspond  un  réseau  ponc- 
tuel corrélatif  {voir  H.  Picquet,  p.  5^5,  n°  220),  Soit 

(  4  )      G  ^;  a .r'2  -h  by^  -\-  cz'^-\-  ifyz  -\-  i  g zx  -y-  ih  xy  =  o 

une  des  coniques  de  ce  second  réseau.  On  doit  avoir 

,..  ^    rt  (  [X.2  +  J^3  A  )  H-  6  (  [^2  +  \H  B  ) 

■      ^  (  +C;jLi+-2[JL3(/F^^-G-f-  AH)=o. 

Egalant  à  zéro  les  coefficients  de   a,,   Uo  et  U3  dans 

(5),  on  a 

c  =  o, 

«  +  6=0, 

aAH-^>B  -f-2(/F--^G-hAH)=o; 

donc,  pour  les  coniques  cliercliées,  on  a 

a  {x-  —  /X"  )  -f-  "i-fyz  -h  ">.  ^  zx  -i-  2  h  xy  —  o , 


^^^  {  a(A  — B)^-2(/F4-^G-f-/2H)=o 

Éliminant    un   des   paramètres    a^  f^  g,  ]i    entre   les 
deux  équations  (6)  et  égalant  à  zéro  les  coefficients  des 
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uois  autres,  on  aura  trois  coniques 

Cl  =  o,         Go— o,         €3=0 
et  le  faisceau  ponctuel  corrélatif  de  (3) 

(7)  XiGi  —  X2C2-f- )^3G3=  o. 

On  peut  aussi  écrire  que  les  coefficients  de  «,y,  g  y  h 
sont  proportionnels  dans  les  deux  équations  (6) 

x^  —  y^        yz        z.T        xy 
A  — B   ^~¥    ^  ~G  ""  ïr  ' 

On  voit  que  les  trois  coniques  Cj,  Co,  C3,  qu'on  peut 
former  en  égalant  ces  rapports  deux  à  deux,  sont  des 
hyperboles  équilatères  passant  toutes  les  trois  par  l'o- 
rigine  O  des  coordonnées.  Or  je  lis  dans  l'Ouvrage  de 
M.  Picquet  (p.  533)  : 

«  Un  des  cas  d'exception  est  celui  où  les  coniques  C,, 
Co,  C3  sont  toutes  les  trois  des  hyperboles  équilatères; 
alors  il  en  est  de  même  de  toutes  les  coniques  du  ré- 
seau, et  elles  n'ont  en  général  aucun  point  commun. 
Dans  ce  cas,  une  couple  de  points  conjugués  communs 
est  formée  par  les  points  cycliques,  et  la  hessienne  du 
système  est  le  lieu  des  foyers  des  coniques  du  faisceau 
tangentiel  dont  deux  courbes  sont  les  deux  autres  coni- 
ques, qui,  avec  le  couple  des  points  cycliques,  dédnissent 
le  réseau  tangentiel;  la  cayleyenne  vsi  l'enveloppe  des 
ax(\s  de  (M's  coniqu(\s.  » 

ici  les  tiois  hypeiboles  équilatères  C,  =^  o,  Ca^o, 
(^3=:=:  o  passent  par  un  même  point,  le  point  O. 

I.e  lieu  demandé  dans  la  pi-emière  Partie  est  l'enve- 
loppe des  axes  du  la  cayleyenne;  le  lien  demandé  dans 
la  seconde  Partie  est  le  lieu  des  fovers  on  la  hessienne. 
On  a  d'ailleui-s  \u  (juu  l'on  a  une  Iniinité  de  faisceaux 
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de  coniques,  Lous  ceux  appartenaiil  au  réseau,  pour 
lesquels  ces  deux  lieux  seraient,  les  mêmes,  ce  qui  me 
paraît  une  généralisation  très  curieuse  de  l'énoncé.  Les 
lieux  1°  et  2"  ne  sont  pas  altérés  si  l'on  remplace  le 
faisceau  C  de  l'énoncé  par  tout  faisceau  défini  par  deux 
coniques  de  notre  réseau. 

La  solution  dépend  ici,  non  du  cas  général,  c'est- 
à-dire  des  énoncés  11  et  12  que  donne  M.  Picqu(it  à  la 
page  535,  mais  de  l'énoncé  9  de  la  même  page  : 

((  Si  les  coniques  d'un  réseau  ponctuel  ont  un  point 
commun,  la  cayleyenne  se  réduit  à  ce  point  et  à  une 
conique,  et  la  hessienne  a  un  point  double  en  ce  point.  » 

Resterait  à  déduire  des  résultats  généraux  (énoncés 
11  et  12)  que  l'on  a  une  parabole  dont  l'axe  est  perpen- 
diculaire à  celui  de  P  et  dont  la  directrice  passe  par  O. 
Je  ne  m'en  occuperai  pas. 

Pour  terminer,  j'applique  au  réseau  tangentiei  (3)  l'é- 
quation générale  de  la  cayleyenne  (H.  Picquet,  p.  528) 


<:  = 


ce  qui  donne 


V  r  r' 
r'  r'  r' 
r'       r'       r' 


O  O  iV 

U         V  o 

r'     r'    r 


II 


w 


O, 


—  O. 


On  a  w  =:=  o,  c'est-à-dire  l'origine  O,  et  la  parabole 

uT'^, —  pF^  =^  o. 

C'est  bien  ce  que  donne  le  calcul  direct.  Je  laisse  de 
côté  le  calcul  de  la  hessienne,  qui  ne  présente  d'ailleurs 
pas  plus  de  difficultés  (H.  Picqiet,  p.  ja-  et  p.  j'.S). 
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Si  l'on  [)aitaiLdii  réseau  ponctuel  coirélalif  (n  j  d'hy- 
perboles équilatères,  on  aurait  encore  d'autres  énoncés 
conduisant  toujours  à  la  parabole  enveloppe  du  u"  I,  à 
la  stroplioïde  podaire  du  n"  U.  On  sait,  par  exemple 
(H.  PicQUET,  p.  526),  que  les  droites  appelées  A,  T  dans 
l'énoncé  seront  l'une  des  deux  droites  auxquelles  peut 
se  réduire  une  conique  décomposable  du  faisceau  ponc- 
tuel (^).  De  même  les  points  que  j'appelais  G,  G'  ou  M 
sont  l'intersection  de  deux  droites  auxquelles  peut  se 
réduire  une  conique  décomposable  du  faisceau  (y).  La 
((uestion  est  donc  loin  d'être  épuisée. 


SOLUTION  DE  Li  OIESTIO\  PROPOSÉE  Al  COXCOIRS 
D'AGRÉGATIOX  DES  SCIEXCES  iMATHÉ)IATIOlES  E\  1888; 

Far  m.  GAMBEY, 

Professeur  au  lycée  de  Rouen. 


T.   —  Mathématiques   élé.viektaiues. 

Soient  deux  points  A  e/  A'  et  deux  d faites  D  et  D', 
parallèles  à  AA'  et  équidistantes  de  cette  droite  : 

i"  Démontrer  (ja  à  tout  point  P,  pris  sur  la  droite 
D,  correspond  un  point  P',  pris  sur  J)',  tel  que  la 
droite  PP'  soit  tansrente  aux  cercles  S  et  S'  circonscrits 
l'un  au  triangle  PAA',  V autre  au  triangle  P'A  A'  ; 

2"  Trouver  le  lieu  décrit  par  la  projection  de  chacun 
des  points  A  et  A'  sur  la  droite  PP'; 

3"  Construire  les  droites  PP'  qui  passe/if  par  un 
point  donné  Q  \ 

f'  Démontrer  que  les  cercles  S  et  S'  se  coupent  sous 
Jiu  angle  conslaiit  : 
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5"   Soit  G  le  milieu  ilu  sefrnieiil  A  A';  (''liidiev  les  va- 

riations  de  l'angle  POP'. 

i"  Soit  C  le  centre  du  cercle  délerininë  par  l(;s  trois 
points  A,  A',  P  :  une  perpendi(;ulaire  élevée  en  P  surCP 
détermine  la  tangente  au  cercle  C;  cette  droite  coupe 
A  A'  en  I  et  la  droite  D'  en  P'. 

De  ÎA.IÂ'=:=  ÏP'  ,  on  tire  JlA.ÏÂ'z=  TP''  ,  à  cause  de 
IP  =  IP';  donc  PP'  est  tangente  au  cercle  de  centre  il! 
qui  passe  par  les  trois  points  A,  A',  P'. 

2°  Projetons  A  et  A' en  H  et  H'  sur  PP'^  le  point  P 
en  K  sur  AA'5  traçons  A'H,  et  remarquons  que  la  pro- 
jection de  A'H  sur  AH  est  égale  à  A' H'  (le  point  A'  est 
supposé  entre  le  point  A  et  la  droite  PP').  Les  triangles 
semblables  AIH,  A'IIi',  PIK  donnent 


d'où  l'on  tiie 


AH  _  A' II'  _  PK 


An.A'ir _  pk' 


et,  comme  les  dénominateurs  sonl  égaux,  il  en  est  de 
même  des  numérateurs;  donc  le  produit  AH.  Ali'  est 
constant  et  égal  au  carré  de  la  demi-distance  des  paral- 
lèles D  et  D'. 

Ceci  obtenu,  le  triangle  A  A' H  donnant  l'égalité 


AA''=:  AhV  A'h'-  2AII. A'H', 


on  en  conclut  que  la  somme  AH  +  A'H   est  aussi  con- 
stante. 

I.e  lieu  géométiique  de  H  est  donc  une  eirconrérenie 
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qui  a  le  point  milieu  O  de  AA'  pour  centre.  Le  point  H' 
décrit  le  même  lieu.  Le  rayon  de  ce  cercle  a  pour  valeur 


V 


/  ±^  _  PK 


Remarque.  —  De  ce  qui  précède,  on  conclut  que  la 
droite  PP'  est  constamment  tangente  à  une  ellipse  qui  a 
pour  foyers  les  points  A  et  A',  et  dont  le  cercle  précé- 
dent est  le  cercle  principal,  ce  qui  suffit  à  la  déter- 
miner. Elle  est  tangente  aux  droites  D  et  Y)' . 

3'^  La  construction  des  droites  PP'  qui  passent  par  un 
point  donné  Q  revient  à  mener  par  ce  point  des  tan- 
gentes à  l'ellipse  que  nous  venons  de  considérer  ;  ou  bien 
à  joindre  le  point  Q  aux  points  d'intersection  du  cercle 
principal  de  cette  ellipse  avec  la  circonférence  qui 
aurait  AQ  ou  A^Q  pour  diamètre.  Le  problème  est  donc 
impossible  quand  le  point  Q  est  situé  à  l'intérieur  de 
rellipse. 

4^  Soient  B  et  B'  les  points  où  les  droites  D  et  D' 
sont  coupées  parleur  perpendiculaire  commune  menée 
par  le  milieu  de  AA'.  Traçons  AC,  x\C',  x\B,  AB'.  Si 
l'on  prend  BC  et  B'C  pour  bases  des  triangles  ABC, 
AB'C,  ces  triangles  auront  même  hauteur  et  seront 
proportionnels  à  BC,  B'C.  Mais  les  triangles  sembla- 
bles BCP,B'C'F  donnent 

BC'         CP  CA  CÂxÂÏÏ 


car 


ne      CP'      r/A      r/AxÂiv 

AB  =  AB'. 


On  a  donc 


nianple  ABC   _    CÂ  x"AB_ 
tria'i^k  AB'TT'  "  rfÂ  x  Xf ' 
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vv.  qui  exige  que  les  angles  BAC,  B'AC  soieiit  égaux  ou 
supplémentaires.  Or  ils  sont  évidemment  aigus  tous  l(;s 
deux,  donc  ils  sont  égaux. 

Il  en  résulte  que  les  angles  CAC  et  BAB'  sont  aussi 
égaux.  Donc  les  cercles  d<;  (;enlres  (l  et  C  se  coupent 
sous   un    angle    constant,    qui    est     le     supplément   de 

l'angle  BAB'. 

5°  Traçons  enlin  OP  et  OP'.  La  double  symétrie  de 
l'ellipse    à   laquelle   la   droite  PP'  doit   rester  tangente 

montre  qu'il  suffît  d'étudier  la  variation  de  l'angle  POP', 
de  la  valeur  qu'il  a  quand  la  droite  PP'  est  perpendicu- 
laire à  AA',  à  celle  qu'il  prend  quand  cette  droite  de- 
vient parallèle  à  AA',  tout  en  restant  toujours  tangente 
à  l'ellipse.  La   demi-valeur  initiale  de  cet  angle  étant 

toujours  moindre  que  45°,  1  angle  POP'  part  d'une  va- 
leur moindre  que  90°,  et  il  varie  d'une  manière  con- 
tinue de  cette  valeur  à  90°,  valeur  qu'il  prend  quand 
OP  a  la  direction  AA',  et  OP'  la  direction  perpendicu- 
laire, car  alors  l'un  des  cercles  qui  passent  en  A  et  en  A 
se  réduit  à  la  droite  AA'  prolongée  indéfiniment. 

La  même  question  a  été  résolue  par  M.  G.  Leinckugel,  élève  du 
lycée  de  Douai,  et  par  M.  G, -H.  Niewenglowski, 'élève  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  au  lycée  Louis-le-Grand  (  classe  de  M,  Humbert), 


IL   —  Mathématiquks  spéciales. 

On  donne  au  ellipsoïde  S  et  deux  points  P  et  P',  et 
l'on  considère  les  ellipses  C  et  C  suivant  lesquelles 
l'ellipsoïde  est  coupé  par  les  plans  polaires  des  points 
P  et  V  : 

i"   Démontrer  que  les  coniques  C  et  (V  et  les  points 
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P  et  P'  .so/if  situes  sut'  une  ijuadr'ujuc  'ï.  ijui  est  en  gêné  - 
/(il  unir/ ne; 

i"  Discute/'  cette  quad/'i(/ue  en  supposa/it  que  le 
point  V  se  déplace  da/is  l'espace,  le  poi/it  P  et  l'ellip- 
soïde S  lesla/it  fixes  ; 

3"  Les  points  P  et  V  éta/it  supposés  fixes  et  situés  de 
façon  que  la  quad/dqueYi  soit  i/idéte/'//iinée,  t/oui^e/'  le 
lieu  ducent/e  de  cette  quad/ique ; 

4^^  E/i  supposa/it  que  les  poi/its  P  et  V  se  dépLace/il 
de  faço/i  que  la  quadjique  S  soit  u/œ  sphère,  t/^ouver 
la  su/' face  e/weloppe  E  de  cette  sphère  ; 

S*'  Peut-o/i  déte/'/nine/'  u/i  poi/it  A  tel  que  la  t/ans- 
fo/^niée  pa/'  /'ayo/is  vecteur  s  lécip/'oques  de  la  su/fiace 
E,  en  p/'e/ia/it  le  poi/it  A  pou/'  pôle,  soit  u/i  cône  du 
second  deg/é? 

i"  Soit  l'ellipsoïde  rapporté  n  son  'cculrcî  cl  à  ses 
axes 

r-  V'2  -2 

P(a,  J!>,^')  et  P'(^3''î  i^'i  y)  étant  les  deux  points  donnés, 
leurs  plans  polaires  ont  pour  équations 


a.r        '^y        ^^  z  _  a'.r        3't        v'^ 

—   -f-  -^y  -f-  —  —  I  ~  o,  "^>"  -^  "^^  -^    c^'  —  •  =  ", 


et  toute  (]uadri(|ue  passant  pai-  les  points  P  et  P'  l't  [)ar 
les  eouiques,  intersections  de  l'ellipsoïde  S  et  des  plans 
polaires  des  [)oints  P  et  P',  a  une  équation  de  la   (biinc 


•'•-       y-       -- 


\  ^/-  o-  r^  '       a-  h-  <■-  / 
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à  latjuelK;  il  faut  joindre  les  dvAw  coiidilions 


1) 


(•2) 


a^        b'^        C--         I  \a2         b-- 


5'-)  =  - 


Supposons  d  abord  que  les  deux  points  P  et  P'  ne  soient 
pas  situés  sur  l'ellipsoïde  donné.  Alors  on  pourra  diviser 

CL^  Q2  ,.2 

l'équation    (i)  par  -^  H-  7^  +  ^2  —  ''  ^'^  l'équation  (2) 

a''-         3'-         -'"^ 
par  — r  -H  TT  -^-  -^  —  i ,  et  ees  deux  équations  se  rédui- 

^  «2  t>-  €'2  ^ 

ront  à  l'équation  unique 

a^         6^  c^ 

qui  détermine  une  s<ra]e   valeur  de   A.  L'équation  (A) 
devient  alors 


a^   ^   h^  c2  /\a''        6^         c2        V 

a^        ^j        Y-:;         \  /a'.r        |3'j        y'- 


(B) 


Si  l'un  des  points  P  ou  P'  est  situé  sur  l'ellipsoïde 
donné,  l'une  des  équations  (1)  et  (  2)  est  vérifiée  identi- 
quement et  l'autre  donne  la  même  valeur  de  ).,  déjà  ob- 
tenue. 

Mais  si  les  deux  points  P  et  P'  sont  tous  les  deux 
situés  sur  l'ellipsoïde  donné,  les  équations  (1)  et  (7.) 
sont  vérifiées  identiquement,  quel  que  soit  ).  :  il  y  a  donc, 
dans  ce  cas,  une  infinité  de  quadriques  répondant  à  la 


(  HS  ) 

question,   tandis   qu'il   n'y  en  a  qu'une  seule  dans  les 
deux  autres  cas. 

2°  Pour  discuter  plus  commodément  l'équation  (B), 
je  rapporte  momentanément  l'ellipsoïde  S  à  trois  dia- 
mètres conjugués  dont  l'un,  l'axe  des  z,  passe  au  point  P. 
Appelant  a',  /?',  c'  les  trois  demi-diamètres  conjugués, 
J 'équation  à  écrire  se  déduira  de  l'équation  (B),  en  fai- 
sant a  =  P  =  o,  et  supposant  que  a',  jj',  y'  et  y  soient 
les  nouvelles  coordonnées  des  points  P'  et  P.  Ce  sera 
donc 


(B)' 


X2  j2  ^2 

^2    -^    è^   ■+"   ^2    ~  * 

a'.r         3'r        y' -3         \ 


Je  suppose  les  points  P  et  P'  non  situés  sur  l'ellip- 
soïde et,  par  suite,  qu'il  n'j  a  qu'une  quadrique  -  satis- 
faisant aux  conditions  énoncées. 

Toutes  les  quadriques  qu'on  obtient  en  faisant  varier 
seulement  le  point  P'  ont  une  direction  commune  de 
diamètres  conjugués;  c'est  la  direction  de  l'axe  des  z^ 
et  les  équations  de  ce  diamètre,  pour  une  quadricjue 
déterminée,  sont  données  en  égalant  à  zéro  les  dérivées 
du  premier  membre  de  (B)'  par  rapport  à  x  et  k  y. 

On  obtient  ainsi 


d'où 


•         2(yy'-c'2)  -^        2(yy'-c'2)P 


Ces  valeurs  de  .r  et  de  r  substituées  dans  l'équation 
(B)'  conduisent,  pour  déterminer  les  z  des  points  d'in- 
tersection (le  la  quadrique  avec  son  diamètre  parallèle 
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à  Oz,  à  l'équalion 


2      è'2  Y^        I 


f  -^  ^        -7i  +  77^  +   ^^^^-ô Tï       =  o. 

En  écartant  le  casde  yy' —  c'-==  o,  qui  donnerait  pour 
la  quadrique  S  deux  plans,  ceux  des  coniques  C  et  C, 
on  peut  écrire  ainsi  la  condition  de  réalité  des  racines 
de  l'équation  (3) 


ra'2         8'--2        (v'— «02 

(4)         (^"^-r^)[^  .  ^    .  <.     .) 


f)'Z  c'-2  _  ,,2    ^ 


Si  l'on  regarde  a',  |3',  v'  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes, les  équations 

représentent  ;  la  première,  un  cône  circonscrit  à  l'ellip- 
soïde donné  suivant  la  conique  C  et  ayant  le  point  P 
pour  sommet;  la  seconde,  un  paraboloïde  elliptique  tan- 
gent au  plan  de  la  conique  C  au  point  où  ce  plan  est 
percé  par  l'axe  des  z,  et  inscrit  dans  le  cône  H  suivant 
la  courbe  déterminée  sur  ce  cône  par  le  plan 

(2^2— c'2)y'— c'-^Y  =:  o. 
Cela  posé,  distinguons  deux  cas. 

J,  —  Le  point.  P  est  ext.éj'iear  à  Vellipsoïde  donné. 

On  a  al  OIS 

c'2-Y-<o. 

La  condition  (4)  montre  que,  si  le  point  P'  est  à  Texte- 
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lieiir  du  cône  H,  l'équation  (3)  aura  ses  racines  imagi- 
naires, et  par  conséquent  la  quadricjue  2  sera  un  liyper- 
hoLoïde  à  une  nappe.  Si  le  point  P  est  sur  le  cône  H, 
les  racines  de  (3)  sont  égales  et  2  représente  un  cône. 
Mais  si  le  point  P'  est  à  l'intérieur  du  cône  H,  l'équa- 
tion (3)  aura  ses  racines  réelles  et  distinctes.  11  faudra 
alors  examiner  si  ces  racines  sont  toutes  les  deux  supé- 

rieures  ou  inférieures  à  —  >  ou  bien  si  elles  comprennent 

Y  ^ 

<'ntre  elles  cette  quantité. 

(Jr   la   substitutio!)  à   z^  dans  1  équation  (3),   de  —  ? 
conduit  à  l'expression 


-fi 


(7— c")' 


qui  est  positive.  Donc,   si  le  point  P'  est  situé  à  l'inté- 

rieur  du  paraboloïde  K,  la   quantité  —  sera  comprise 

entre  les  racines  de  (3),  et  la  quadrique  S  sera  un  ellip- 
soïde réel,  tandis  que,  si  le  point  P'  est  extérieur  au 

même  paraboloïde,  —  sera  extérieure  aux  racines  de  (3) 

et  S  sera  un  hypeiboloïde  à  deux  nappes. 

Si  le  point  P'  vient  sur  le  paraboloïde  K,  l'équa- 
tion (3)  acquiert  un(;  racine  iniinie,  et  2  devient  un 
paraboloïde  elliptique. 

11.  —  Le  point.  V  est  intérieur  à  l  ellipsoïde  donné. 

Alors  on  a 

c'2 —  Y" /"  o; 

les  l'acines   d(^  (3)  sont  toujours  réelles   et   distinc^les. 
La    discussion    est   analogue    à    la    précédente.  Ainsi   la 

subslilMlion  d<'  —  à   la  \aiiable  z  dans  (^3)  donnant   ici 
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iiii  résultat  négatif,  si  le  point  P'  est  intérieur  au  parabo- 
loïdeK  (qui  n'est  pas  le  même  que  dans  le  cas  précédent), 
S  sera  un  hype.rboloïâe  à  deux  nappes,  et  si  ce  point 
est  extérieur  à.K,  la  qnadrique  S  sera  un  ellipsoïde  réel. 
Ce  sera  encore  un  paraholoïdè  elliplique  si  le  point  P' 
est  situé  sur  K. 

Les  cas  particuliers  se  discutent  facilement. 

3"  Je  conserve  encore  le  même  systèmes  d'axes,  sauf 
(pie  je  suppose  que  le  plan  des  zx  contient  le  point  P', 
d'où  p'=  o. 

La  (piadrique  5  est  indéterminée,  avons-nous  dit, 
quand  les  deux  points  P  et  P'  sont  situés  sur  l'c^llipsoïde 
donné.  On  doit  donc  supposeï*  ici 

(5)  Y  =  ç'  et  _-  +  ±^_,==.o, 

et  l'équation  générale  des  quadriques  S  sera 

' (â'^-"  F^  +  ^ - V  ^  "^  («^  "^  c-^  " V  ^ " 

En  égalant  a  zéro  les  dérivées  du  premier  membre  de 
cette  équation  par  rapport  k  oc^y  et  z,  on  obtient 


'X  A  X 

z  —  r'    a 

~Cl'^  ' 

r'        a 
1 A  y 

•>.  À  z 

z  —  r 

c'          r,'i 

c' 

"       r' 

f  —  o. 


et,  pour  toute  valeur  de  X  diiïérentede  zéro,  on  voit  que 
le  lieu  clierclié  est  tout  entier  dans  le  plan  des  zx. 
Eu  éliminant  ).,  on  arrive  à  Téqîiation 


>-''  zx  —  (•' (■>''-]-  c)x  -^  c'-x  z  =  o. 
a-  '  ■  i  • 
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Si  Ton    multiplie   par    a'  et   si   l'on   remplace  -^7;;  par 
1  —  ^,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 


[(c'-h^)^  —  oc'z][(c'—-(').r-^oL'z  —  c'a']  =  o; 

et  elle  représente  la  droite  qui  joint  l'origine  au  milieu 
du  segment  PP',  et  la  droite  PP'  elle-même. 

Remarque.  —  Les  quadricjues  2  sont  toutes  tangentes 
aux  deux  plans 

,  a'.r        "'  z 

z  —  c  r=o,  ——■  -^  -L--  —  1  =  o, 

aux  points  P  et  P'  de  rellipsoïde  donné.  Parmi  ces  qua- 
driques  se  trouve  évidemment  l'ellipsoïde  S;  donc  l'ori- 
gine devait  faire  partie  du  lieu  obtenu.  L'ensemble  des 
deux  plans  tangents  en  P  etP'à  l'ellipsoïde  constituant 
une  variété  des  quadriques  S,  on  doit  trouver  leur  inter- 
section comme  faisant  partie  du  lieu.  Mais,  comme  cette 
variété  ne  peut  s'obtenir  qu'en  faisant  A  =  o,  dans  l'é- 
quation générale  des  quadii(jues  2,  on  ne  pouvait  pas 
trouver  cette  partie  du  lieu  par  la  méthode  précédente. 
Il  faut  faiie  )v=:o  dans  les  trois  équations  du  centre. 
Alors  on  n'a  plus  nécessairement  j  =  o,  et  l'on  obtient 
en  elïet  les  deux  équations 


a  X        Y  z 


qui  déterminent  l'intersection  cherchée. 

4"  Je  reprends  les  coordonnées  rectangulaires,  et,  par 
suite,  ré(piation  (B),  obtenue  en  supposant  {|ue  les 
points  P  cl  P'  ne  soient  situés  ni  l'un  ni  l'autre  sur  Tel- 
lipsoïth'  S. 


(  353  ) 
Cette  équation  développét;  devient 


f>'-  r,^-  J  a-^'^\a^'^~^  ~'     bi 


aa'    _    pp' 


«2     '     h-         '  /  r2 


a  -4-  a 


P^',.-,rtT:,_/f:i^4|Vn.')=o 


Elle  représentera  une  sphère  si  l'on  a 

^  -^  II'  _  ,\  ±  _  /^'    n.'  _ , V 

[3 y' H-  Y^'=  ay'^  Ya'=  aS'-i-  3a' =  o. 

Supposons  que  l'on  ait  a^h^c.  Jl  faudra  faiie 
!':>  =  jîi'=  o,  ee  qui  est,  du  reste,  tout  indiqué  par  ce  fait 
que  les  ellipses  C  et  C  devront  être  des  cercles. 

On  obtient  facilement  les  expressions  de  a',  v'  et  vcn 
fonction  de  a,  et  l'on  a 

,  a-  ri^  Je  ,  —  acln 

"■  =  ./^2  ,   .0      A2^  '  ï  ==  77:;  «'         ï 


en  posant,  pour  abréger, 

bi—ci=z   /2,  ^^2  —cl  =  m-2,  «2  _  ^2  =   ,i>  ^ 

et  en  remarquant  que  ces  diiférences  sont  toutes  posi- 
tives. 

L'équation  de  la  sphère  devient  alors 

na"- c{xi  ^ y^ ^  z-^  )—  nc\{ a^  +  c^  —  b^- ) a2  h-  n'^ a^ J x 
—  a/[(a2+c2— è2)a2— /i2a2]^ 

H-  /2a2  c  (  /i2  —  /2  )  a  =  o  ; 

Ann.  de  Malhémal.,  'h^  série,  I.  VllI  (  \o\\l  1889).  '-^3 
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et,  en  ordomiaiit  par  rapport  à  a, 

{a--^  c- —  6-)  (  ncx  -f-  alz)y.'- 

-+-  a-n^{nc.v  —  al  z)  =  o. 

En  exprimant  cpie  cette  équation  en  a  a  ses  racines 
égales,  on  aura  l'enveloppe  cliercliée.  On  obtient  ainsi 


(K) 


«2  c2  (  ^2  _^  yï  -I-   -2  _^  ni  _   /2  )2 

—  4(a2_^c2—  b'^){c-^n-^.r^—a^-l'-z^-)=  o. 


Cette  enveloppe  est  donc  .nne  snrface  du  quatrième 
ordre  qui  admet  le  cercle  de  Tiniini  pour  ligne  double; 
c'est  une  des  analLagmaiiques  de  M.  Moutard,  c'est- 
à-dire  une  de  ces  surfaces  qui  demeuient  in\ariabl<'s 
(juand  on  les  soumet  à  une  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciprocjues  convenablement  choisie,  et  l'on 
sait  qu'elles  possèdent  celte  propriété  par  rapport  à  cinq 
pôles  didérenls.  C'est  aussi  une  des  surfaces  étudiées 
sous  le  nom  de  cyclides,  par  M.  Darboux,  dans  son  Mé- 
moire Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de 
surfaces  algébriques. 

5^  Proposons-nous  de  trouver  un  pôle  tel  (pie  la 
transformée  dt?  (E)  par  ravons  vecteurs  réciprotjues 
soit  un  cône  du  second  degré.  Les  forfnules  de  li-ansfor- 
mation  sont 


K2 

X2-4-Y2-f-Z2=^  R2,         a-i-^  vi-\-  zi^r^\         Rr=K2. 


^  -    R2    ^' 


K2    ,, 

K2  „ 

r-  V, 

z  =    —  Z  ; 

\{i      ' 

K2 

Portons  l'origiiK*  des  coordonnées  au  point  A^jTo,  )  o«  ^o^". 
ré<jualion  (E)  deviendi'a 

a2c2|(.r  -V  T,,Y-^iy  +  ^>'„ )2  +  (  -  _|_  ^,,  yi  ^  ni   -  /'  [' 
—  .\{ai-hci—  lA  )  I  // 2 c2 ( .^  _+_  ;r,s  Y-  —  a^  /2 (  .-  -i-  ::o )2 1  .-r  « . 

Développant    cl    cmplovant    les    IihiiiuIcs    ci-di\ssus. 
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ctîUc  équation  devient 

^  ^\^^[a^cHxl+  yl-^  zl^  n^-  li){x^\^  y^\  -^  zj.) 

-f-2«2c2KH^-5+r,1^-S6+«'— ^')(X2-4-  Y=^-+-Z2) 
-+-  r<2c2K*(2.2?oX  +  2jroY  -^--IZqZ  -4-  K2j2 

—  4  K''  (  «2  ei  —  /?2  )  (  /l2  r^  \-^  —  «2  /2  72  ^  ^  o 

On  apeiroit  facilement  la  solution 

.2-0  =  0,  ^0  =  0,  yl  -h  //2 _  /2  —  o. 

Elle  ne  sera  réelle  (jue  si  l'on  a 

c'est-à-dire 

•).b'-  >  a2-t-  c2. 

L'équation  précédente  se  réduit  alors  à 

4  (  «2  +  c2  _  ^2  )  (  ,^2  ^2  X2  „  ^2  /2  Z2  ) 

—  r^2r2(K2zi='2v''/-— /'-Y)2^  o 

et  représente  bien   un  cône  du  second   degré,  dont   le 
sommet  est  au  point  ayant  pour  coordonnées 

±  K2 

et      o. 


■is/ 1^  —  II- 

11  y  a  même  deux  solutions,  symétriques  par  rapport 
au  plan  des  zx. 

111.  AlNALYSE     l.T     M'PLfCATLOJNS. 

Théorie.  —  Démontrer  (jne,  si  traire  d'une  poj- 
tion  continue  de  surface  S  limitée  par  un  coTJtour  fermé 
et  donné  est  la  plus  petite  possible,  la  somme  des 
rayons  de  courbure  principaux  est  nulle  aux  dii^ei\s 
points  de  la  portion  de  surface  considérée. 

Définition  des  surfaces  mi  ni  nia.  Intégral  ion  de  leur 
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équation  aux  dérivées  partielles.  Formules  de  Mouge. 
Formules  de  M.   ff^eier strass. 

Applicatioiv.  —  1°  Trouver  la  surface  minima  réelle 
qui  admet  pour  ligne  géodésique  la  cjcloïde  définie  en 
coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

ce  =z  a{v  —  sin  ^), 
y  =  a{  I  — ro<t'), 

2"  Indiquer  la  forme  de  la  surface  ;  montrer  que  le 
plan  des  xy  est  un  plan  de  symétrie  et  que  les  tan- 
gentes à  la  cycloïde  en  ses  points  de  rehroussement 
sont  des  axes  de  symétrie  de  cette  surface  ,• 

3"  Montrer  que  la  surface  peut  être  coupée  par  une 
infinité  de  plans  sui\^ant  des  paraboles  du  second 
degré  ; 

4"  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure  de  la  surface.  DenioJitrei'  (ju' un  plan,  per- 
pendiculaire à  la  base  de  la  cjcloïde  et  à  égale  dis- 
tance de  deux  points  de  jebroussemenl  consécutifs  de 
cette  courbe,  coupe  la  su? face  suiwint  une  ligne  de 
courbure. 

Pour  la  théorie,  voir  l'Ouvrage  de  M.  Darl)Oux  : 
Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces.  Voici  la 
solution  du  problème  donné  eoniine  application. 

Les  formules  de  M.  Weierstrass  sont 

•r  =  -    I  (^  —  i''  ' ^^ (  u)dii  ^  -    1(1  —  ii\)Vx{u\)  (lu I , 
y  -z  -    /  (  I  -1-  //2  )  1^^  (  Il  j  (lu j  (^x  .^  ifi^Y  ^yif^\  f/if  ^  ^ 

5  =    I  a  F  i^u)  (tu  -^  I  f/ ,  F 1  (  // 1  )  </i( , . 
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et  l'on  sait  qu<î,  pour  qu'elles  rtîpréseiiLeiiL  unv  suifaee 
réelle,  il  faut  que  les  vaiiables  a  et  «,  soient  imaginaires 
eonjuguées  ainsi  (ju(î  lt;s  fonetions  F(/f)  et  F,(zd,).  De 
plus,  les  intégrations  doivent  s'efï'ectuer  suivant  des  elie- 
jnins  imaginaires  eonjugués. 

Cela  posé,  les  quantités  «,  /a,,  F(/<),  Fi(/^))  devien- 
nent, pour  un  point  queleonque  de  la  eveloïde  donnée, 
des  fonetions  de  la  variable  réelle  v^  et,  pour  (exprimer 
que  la  cycloïde  est  une  ligne  géodésique  de  la  surfaee 
inconnue,  il  faut  écrire  que  la  normale  à  cette  surface 
en  un  point  quelconque  de  la  cycloïde  est  contenue  dans 
le  plan  des  jcy.  Or  les  cosinus  des  angles  que  fait  celle 
normale  avec  les  axes  sont  proportionnels  aux  binômes 

i( -\- Ui,      iii — u     et     nui  —  I. 
On  doit  donc  poser  uUi  —  i  r=  o-,  d'où 

1  diii        —  r   du 

iii  =  -, 


u 


dv  u'~     dv 


Substituons  à  Uk   la   valeur   —  dans  les  formules  d(î 

a 

Weierstrass,  et  identifions,  pour  un  point  de  la  cy- 
cloïde, avec  les  équations  de  cette  courbe  ;  puis  dif- 
férentions  les  équations  ainsi  formées.  Nous  aurons 

d'où  l'on  tire 

-Lf,(1)  =  F(„). 


du 


(ï  —  a-)F(  «)  -7-  =a(i  — cosp), 
dv 


(  .558  ) 

m  -7-  II-  )r  {  u  )  ~y-  =  a  SI  ni-, 
m- 

„          du         a{  i  —  cos^-  )  .  a  -iii  r 

r  [  Il  )  —r-   = : =  —   l  


di^  r  —  //■ 


\  —  u 


L'égaillé  formée  par  les  deux  derniers  rapporls,  né- 
cessaire pour  que  les  équations  précédentes  soient  com- 
patibles, détermine  a  en  fonction  de  t^.  On  en  tire 

V  .1  —  II- 

l  a  II  i;  -  =:  —  i ; 

■2  i  -^  II- 

puis 


11^  = 

f 
Mn  - 

2 

r,  —  l'l 

COS l 

•2 

sin  - 

o 

d'où 

• 

•2 

c 

—  l/. 

du 

u 

—  i  d'^.         d 

.du 
V  =  Il  — 
u 


D'autre  part,  on  tiouvi»  faciiemiMit 


.    •2i-  (  i  —  u-  )- 

I  —  cosf  =  ■>.  sm  —  =  — 


2  1/2 

L'étpialion 

,,       ^  du  (  I  --  cosv'  ) 

r  {  u)  —z-  =  a 


dv  I  —  u- 

devient  alors 

^                  .a(i  — «M 
F{,u)  =  —  i 

La  fonction  F(/i)  étant  déterminée,  la  fonction  F,(  ï/j) 
Test  par  cela  même,  puisqn'elli'  doit  être  imaginaire 
co  n  j  u  guée  de  F  (u). 

File  est  du  reste  iiiuhle.  et  loti   a,  pf>ur  h'S  étpiations 


(  '^39  ) 
diiïérenlielles  de  la  surface;  cliercliéf, 


X  = 


an  i  I    au, 

y  =1        a\\     I r/if, 

J         II' 

z  ■=■  —  'la^i  I    dif , 

./         Il' 

R  désignant  la  partie  réelle  de  la  fonction   devant  la- 
(juelle  cette  lettre  est  placée.  L'intégration  donne 

.r=—-rM  \u^  —  -^  -  4  lo- u^  -^  C, 

z  =  2aRi\i(-T-   —      -f-  C", 
L  «  J 

C,  c,  C^^  étant  des  constantes  réelles.  Posons 

a- 3» 


u  =  e 


a  et  [3  étant  des  quantités  réelles.  Les  équations  précé- 
dentes deviendront 


X  =  7  R  f  —  ie'^(cos^  —  isin  ^) 

-4-  te-«(cos|3  -^t  sin  [3)-i-'2i(a—  3i)J  -+-  C. 


y  = R  [  e'^(cos3—  isin{3) 

-H  e-^-(  cos  |5i -^  i  sin  p  )j -f- C. 


z  =  laR 


le-  (  ros  -  —  ù  sin  - 
\  2  2 


•-?/       ?    .    •  •    P\  I    ^   r" 
te    -  (  cos  ! — ht  sin  7  )     -î-  ^  » 


(  Mo   ) 

el,  en  séparaul  les  parties  réelles  et  les  paities  imagi- 
naires, 


X 


=  «/3-l_-^-sin?)-t-C. 


y  =■  —  a ^ cosp  -r-  G', 

o  /  a  a\ 

^  =  2a  sin  -  U-  —  e    2  )  -f-  G 


2    ' 


Remplaçons  a  par  u^  ^j  par  k>^  a  et  v  étant  des  va- 
riables réelles  5  puis  déterminons  les  constantes  de  ma- 
nière que,  pour  u  =  o,  on  obtienne  les  équations  de  la 
cycloïde  proposée,  nous  aurons  définitivement 


(G) 


çU   _|_   ç  —  U 

37  —  a\  V  —  si  11  p  I , 


y  ^  a\\ cos v\ , 


laxe-  —  e 


sin  - 
2 


Telles  sont  les  équations  qui  déterminent  la  surface 
cherchée. 

Discussion.  —  Remarquant  que  l'on  a 

/  '1       -IV 
e" -f- e-"  =  \e2  —  e    -  J    -^  1, 

on  élimine  facilement  u  entre  les  équations  (C)  ;  et  l'on 
peut  alors  regarder  la  surface  comme  engendrée,  soit 
par  la  parabole  variable  définie  par  les  équations 


(') 


V  (  a  —  y         \ 
-2_  8^-2  s,„2_  (  1 ,      =,  o, 

1  \a  cost^         / 
(a  — y^  'i\\\v 


cost' 


-\-  X  —  rrr  =  o  ; 


(  3f)i   ) 
soit  par  celle  qui  est  définie  par 

j  av  —  X 

]  — ; cosç>  -^-  y  —  a  =  (). 

Ces  deux  paraboles  sont  identiques  pour  une  valeur 
donnée  de  i^  ^  on  emploiera  les  équations  (i)  pour  les 
valeurs  de  v  (|ui  annulent  sinv^,  et  (2)  pour  celles  qui 
annulent  cosç^. 

Ces  équations  montrent  que  la  surface  que  nous  étu- 
dions est  coupée  par  une  infinité  de  plans  suivant  une 
parabole.  Cette  parabole  a  son  plan  constamment  paral- 
lèle à  l'axe  des  ^,  et  son  axe  dans  le  plan  des  xj.  Son 
sommet  décrit  la  cycloide  donnée,  comme  on  le  con- 
state facilement,  et,  pour  les  valeurs  de  v  égalcîs  à 


Tt 

-K 

— 

—  V() 

et 

— 

■2 

•?, 

les  paramètres  de  ces  paraboles  sont  les  mêmes  ^  elles 
sont  symétriquement  placées  par  rapport  au  plana:  =  ar,. 
Les   plus    remarquables  de  ces  paraboles  sont   don- 
nées par  les  valeurs  de  ^  éiijales  à  o,  -1  71,  —  et  21:. 

Pour  t^  =  o  et  pour  i^  =  2-,  on  obtient  par  (i)  l'axe 
desj'^  et  sa  parallèle  menée  par  le  point  .r  =  2rt7r,  j  :=o, 
z  =  o.  Ce  sont  les  tangenles  à  la  cycloïde  en  ses  points  de 
rebroussement.  Ces  tangentes  sont  donc  situées  sur  la 

surface.  Pour  t^  =  -  et  pour  ^f  =  -^,  les  équations  (2) 

donnent  les  deux  paraboles  égales 

(3)  j' =  a,         z--{-  ^[ax-  —  'la'-i Tz — -i)     =0, 

(4)  y  =  a,         z- — J\ax -\- 'ia-{'i -h'ir^)  =  o, 
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situées  toutes  deux  dans  le  planjK  — a=^  o,  mais  orien- 
tées en  sens  eon traire. 

Enfin,  pour  v  =  -,  les  équations  (i)  donnent  la  para- 
bole 

située  dans  le  plan  x  —  a-=o^  perpendieulaire  à  la 
base  de  la  cyeloïde,  en  son  milieu.  C'est  la  parabole  de 
paramètre  maximum. 
En  général,  pour 

(•  =  (  2  /,-  -h  I  )  -  , 
•2 

on  a,  si  k  est  pair,  la  parabole 

y  —  «7  =  o,         z'^-^  ^n  ./■  —  •>.  rt 2  [Y  •;.  /  _;_  i  ,  -  _  ■)  |  =  o  ; 

et  si  k  est  impair,  la  parabole 

y  —  a  =  o,         z- —  ^ax  -4-  -la-K-ik  -^  i)-  h-  j.]  =  o. 

I^e  mod(î  de  généi'ation  cpii  vient  d'èti'e  étudié  indique 
d'une  manière  assez  exaetcî  la  forme  de  la  surface. 

En  donnant  à  u  et  à  i^  d'abord  les  valeurs  Uq  et  ^'o, 
puis  les  valeurs  u  =  —  //„,  v  =  l'o,  les  formules  (O  don- 
nent les  mêmes  valeuis  de  X'  et  de  i  ^  celles  de  z  sont 
égales  et  de  signes  contraires  ;  ce  (]ui  prouve  tpie  les 
points  M(/fo..  ^^o),  ^I'( — l'of^'ci)  sont  symétriques  par 
rapport  au  plan  des  ay.  Ce  plan  est  donc  un  plan  de 
symétrie  de  la  surface. 

Si  l'on  fait  /«::=//(),  p»  =  c„,  puis  // = /f„,  i^  =  — \'q, 
les  mêmes  formules  donnent  les  mêmes  valeurs  pour  .v 
et  pour  z  ;  mais  les  valeurs  de  )  sont  égales  et  de  signes 
contraires.  Les  points  M(//oi  ^o)-,  iM'(i/o,  —  i'o)  sont  donc 
symétric|ues  par  rapport  à  l'axe  des  y.  Cette  droite  est 
donc  un  axe  de  symétrie  de  la  surface.  On  ferait  voir 
de  la  même  manière  (pie  la  tangente  au  point  de  re- 
broussement  .r  =  ikizn,  y  =  o,  r  =  o  est  aussi  un  n\e 


(  36.Î  ) 

(le  sviiit'lric  (l(;  la  surface.  Jl  siilliraiL  pour  cela  «li-  i|(»iiimt 
à  //  cl  à  i'  les  deux  couples  (1(î  valeurs 


«0' 


Kiiualion  rlifférenticlle  des  li'ij^tias  dr  courhui  c  dr  la 
surface.  —  Les  cosinus  direcleai-s  de  la  uoiinale  à  la 
surface  au  [)oiul  (r,  }  ,  :::)  étant  proportionnels  aux  hi- 
nômes 

If  [  -i-   II.  i(  II]  —   //  I.  Illl]       -   [  . 

les  cMjuations  de  ceLti;  normale  peu\ent  s  écrire 

X  =  r  H-  (  Lii  -h  II  )À. 
Y  =  r  -h  l{U]  —  i()\, 
Z  =  -S  H-  (  ifiii —  I  )À. 

Exprimons  qu'il  existe  sur  la  surface  un  déplacement 
tel  que  le  point  (X,  Y,  Z)  de  la  noimale  décrive  une 
courbe  tangente   h  cette  nornial(i.  JN'ous  devrons  éciii-e 


dX 


d\ 


iVL 


U\ 


UUi 


Il  l(  Ui II) 

ce  qui  se  ramène  aisément  à 

d.T  du  1  +  du  II  i  -+-  H 

dy       i{  diii  —  du )  i(  Uy  —  u) 

dz        u  dii\  -f-  Uy  du         uui  —  I 


o. 


En  substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  d.x\ 
dy^  dz  qu'on  tire  des  formules  de  M.  Weierstrass  et 
en  effectuant  les  calculs  et  les  réductioiîs,  on  arrive  à 
l'équation  bien  simple 

(D)  ¥(u)du''-—Y^{u^)du\  =  o. 

après  suppi(\ssion  du  facteur  2(1-+-////,)-. 
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Mais  oïl  a  trouvé  plus  haut 


„  .  .1  —  II- 

F{u)  =  —  ai——— 


les  équations  cherchées  seront  donc 


Mais  on  peut  tirer  directement  ces  équations  des  for- 
mules (G),  indépendamment  de  toute  (juantité  imagi- 
naire. On  obtient  ainsi 


(E) 


(  e"  —  e-"  )  ros  -  di<^  —  2  (  e"  -h  e-"  -i-  •>.  )  sin  -  du  dv 

f  —  (e"  —  e-"  )  ros  -  dv-  =  o, 

\  2 


les  variables  11  et  t^  étant  réelles.  L'intégration  ne  parait 
pas  possible  par  les  fonctions  élémentaires. 

En  effectuant  les  calculs  qui  conduisent  à  l'équation 
(E),  on  remarque  la  relation 

P  ^' 

—   = col  i'  -7 

g  ->. 

j)  et  (f  étant  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x 
et  kj^  ce  qui  montre  que,  pour  ^^  =  71,  c'est-à-dire  pour 
tous  les  points  de  la  parabole  obtenue  en  coupant  la 
surface  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  base  de  la 
cycloïde,  à  égale  distance  de  deux  points  de  rebrous- 
sement  consécutifs,  on  a  /^  =  o.  Mais  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  la  surlace  étant  pr«)portionnels  à 
f),  <i  et  —  1 ,  on  en  conclut  que  la  normale  à  la  surface 
est,  pour  tous  les  points  de  la  parabole  considérée,  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  x^  c'est-à-dire  dans 
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le  plan  nièiue  de  cvXUi  courbe  (|iii  est  (Jès  lors  à  la  lois 
une  ligne  géodésiqde  et  une  ligne  de  (omhure  de-  la 
surfaec^,  tout  comme  la  evcloïde  donué(î. 


IV.  —  Méca]\iquk  iiatioivnkllp:. 

Théorie.  —  Les  ccf nations  du  niouvenwnt  d'un  sj.s- 
lènie  matériel  étant  supposées  mises  sous  la  fot'me  ca- 
nonique, montrer  comment  Jacobi  a  ramené  r inté- 
gration de  ces  équations  à  la  recherche  d' une  intégrale 
complète  d'une  équaiion  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. 

Application.  —  Etant  donné  un  hj perboloïde  à 
une  nappe  représenté  en  coordonnées  rectajigulaires 
par  Véquatioji 

ip2  yl  ^2   ^ 

OÙ  l'on  suppose  a  <^  Z>,  déterminer  le  moui^ement  d'un 
point  matériel  non  pesant  dont  la  masse  est  égale  à 
l' unité,  qui  est  assujetti  à  rester  sur  la  surface  de 
r hy perboloïde  et  qui  est  attiré  vers  le  centre  par  une 
force  égale  au  produit  d'une  constante  to-  par  la  dis- 
tance du  mobile  au  centre. 

j4.  l'instant  initial,  le  mobile  est  situé  dans  le  plan 
des  jcz^  à  la  distance  h  du  centre,  et  la  vitesse  Vq  est 
parallèle  à  V axe  des  y. 

Discuter  les  disperses  formes  que  peut  affecter  la 
trajectoire  suivant  les  valeurs  de  Vq  ;  indiquer  notam- 
ment les  lignes  de  courbure  de  Vhj  perboloïde  entre 
lesquelles  elle  est  comprise.  On  déterminera  la  position 
du  mobile  sur  l'hy perboloïde  à  une  nappe  à  l'aide 
des  coordonnées  elliptiques  \  et  u.  définies  par  les  deux 
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(ufiiatioiis 

.r2                 y^-                z^- 

I. 


<?/?  supposant,  c-  <^  A  f^^  <^^<C  r'-  \  ^^ 


/^o//'  la   J)yiianiL(jue   analytique   de   M.    Emile  Ma- 
tliicui,  où  un  cal(;ul  analogue  est  fait  pour  l'ellipsoïde. 


Sllli  LES   POLVEDUES; 

Par  m.  C.  BOUHLKT. 


Définition.  —  Un  polyèdre  est  une  surfaee  coniposé<; 
de;  polygones  plans,  à  eonlour  unique  ou  à  contour  mul- 
tiple C),  ayant  deux  à  deux  un  coté  commun,  de  telle 
façon  que  deux  polygones  voisins  n'aient  pas  leurs  plans 
confondus  et  qu'un  côté  quel(on(|ue  de  l'un  de  ces  po- 
lygones appartienne  toujours  à  un  autre  polygone  et  à 
////  seul  autre. 

Les  portions  de  plan,  liiuitéc.-,  paj-  ces  polygones,  et 
(U)m posées  des  points  intérieurs  à  ces  polygones  sont 
appelées  \g^  faces  du  polyèdre.  Les  côtés  de  ces  poly- 
gones sont  les  arêtes,  cl  les  sommets,  les  sommets  du 
polyèdje. 

Jieniarijue  J .  —  Nious  sup[)()Si'rons  dans   tout  ce  ipii 


(')  Un  polygone  pliin  est  dit  'a  contour  unique  si  Ton  peut  aller 
d'un  point  (juelconqne  de  ce  eonlonr  à  un  autre  point  de  ee  incine 
eonlour  en  suivant  le  eonl<iui'.  Pans  le  ca<  eontraire.  ou  dira  (|ue  le 
eonlnur  e>^l  niul I i/ilr. 


(  -''i?  ) 

suivra  (jiie  le  polyèdre  esl  à  sii/faco  lutit/ur,  ('rsl-à-diic 
(ju'on  peut  aller  d'un  [)()inl  (juel(!OiK|U('  d(;  la  sui-Ojef;  à 
un  aulre  j)oint  de  eelt(;  surface;  par  uti  eliemiu  coiilinu 
tracé  tout  c^itier  sur  (die.  Toute;  surlace  répondant  aux 
conditions  de  la  déiinition  et  ne;  satisfaisant  pas  à  cette 
dernière  serait  un  ensend)le  de  plusieurs  polyèdres  à 
surface  unique. 

Reniarciue  11.  —  il  pouira  arrivei-  cjue  deux 
faces  (')  se  coupent,  c'est-à-dire  que  deux  faces  aient 
en  commun  des  points  jion  situés  sur  des  arêtes.  Il  ne 
faudra  pas  confondre  ces  dioiles  d'intersection  de  deux 
faces  avec  les  arêtes  :  nous  les  appellerons  droites  sin- 
gulières du  polyèdre. 

Remarque  111.  —  Jl  résulte  de  la  déiinition  que  j)ar 
toute  arête  il  passe  deux  faces  et  deux  faces  seulement 
et  qu'à  tout  sommet  aboutissent  au  moins  trois  arêtes. 

Kevfiarque  7/  .  —  Les  arêtes  étant  des  portions  limi- 
tées de  droites,  il  en  résulte  qne,  si  un  plan  se  déplace 
parallèlement  à  lui-même,  il  devra  arriver  un  moment 
où  il  ne  rencontrera  ])lus  aucune  arête,  car  sans  cela  il 
V  aurait  des  arêtes  illimitées.  Donc  on  peut  toujours 
trouver  un  plan  parallèle  .à  un  plan  donné  et  qui  ne 
coupe  aucune  des  arêtes  du  polyèdre.  De  môme,  les 
faces  étant  des  portions  de  plans  limitées  par  des  con- 
tours fermés,  on  pourra  toujours  trouver  une  droite  pa- 
rallèle à  une  droite  donnée  cl  qui  ne  lencontre  aucune 
des  fac(;s  du  polyèdre. 


(')  Je  rappelle  que  le  mot  face  (li-sii^rie  une  portion  de  plan  li- 
mitée par  un  polvi^one.  Il  ne  f;iut  pas  confondre  la  face  el  le  plan 
de  la  face. 
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Théorème  I.  —  Toute  droite  indéfinie  coupe  un  po- 
l)  èclre  en  un  nombre  pair  de  points. 

Remarquons  d'abord  que,  quand  une  droite  D  se  dé- 
place, si  un  des  points  d'intersection  de  cette  droite  avec 
le  polyèdre  disparaît,  il  disparaîtra  en  même  temps  un 
autre  point  d'intersection  et  un  seul.  En  effet,  pour  que 
le  point  d'intersection  Pde  D  avec  une  face  Fdisparaisse, 
quand  D  se  déplace,  il  faut  que  ce  point  vienne  rencon- 
trer un  côté  A  de  la  face  F,  c'est-à-dire  que  la  droite  D 
rencontre  une  arête  A  du  polyèdre;  or,  une  arête  A 
d*un  polyèdre  étant  toujours  commune  à  deux  faces  F 
et  F',  et  à  deux  seulement,  il  pourra  se  présenter  deux 
cas  :  ou  bien  la  droite  D  rencontrait  F'  en  un  point  P' 
avant  de  traverser  A,  et  alors,  quand  D  lencontre  A  et 
la  dépasse,  P  et  P'  viennent  se  confondre  et  dispaiaissent 
en  même  temps*,  ou  bien  D  ne  rencontrait  pas  F'  avant 
de  traverser  A,  mais  alors  D  rencontrera  F'  en  un  point 
P' apj'ès  avoir  traversé  A.  et  le  point  P  disparu  sera  rem- 
placé par  le  point  P'.  Donc,  quand  une  droite  D  se  dé- 
place, il  apparaît  ou  il  disparaît  toujours  un  nombre  pair 
de  points  d'intersection  :  la  parité  du  nombre  des  points 
d'intersection  avec  le  polyèdre  est  donc  la  même  pour 
toutes  les  droites  de  l'espace.  Or,  d'après  la  remarque  I\  . 
il  existe  toujours  une  droite  qui  ne  coupe  pas  le  po/j  - 
èdre  :  donc  toute  droite  indéfinie  coupe  le  polyèdre  en 
ini  nombj'e  j)air  de  points. 

Thkoiumk  II.  —  i^t  l'o/i  considère  un  polyèdre  et  un 
point  fixe  P  dans  l  espace,  non  situé  sur  le  polyèdre  y 
la  parité  du  nombre  des  points  d'intersection  d'une 
semi-dioite,  issue  de  P,  avec  le  /)olj  èdre,  est  toujours 
la  nié  me  quelle  (jue  soit  la  direction  de  cette  semi- 
droite  dans  l'espace. 

Ceci   résulte  immédiatement   dn   iail.  démonlré  dans 
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le  lliéorème  I,  que,  quand  une  semi-droite  tourne  autour 
de  P,  le  nombre  des  points  d'intersection  qui  apparaît 
ou  qui  disparait  est  toujours  pcûr. 

Ce  tliéorème  nous  permet  de  classer  les  points  de 
l'espace  en  deux  groupes  par  rapport  au  polyèdre. 

Définition.  —  Un  point,  non  situé  sur  l'une  des  faces 
du  polyèdre,  est  dit  extérieur  au  polyèdre  si  le  nombre 
des  points  d'intersection  des  semi-droites,  issues  de  ce 
point,  avec  le  polyèdre  est  pair.  Quand  ce  nombre  est 
impair,  le  point  est  dit  intérieur  au  polyèdre. 

L'ensemble  des  points  intérieurs  au  polyèdre  forme 
ce  que  nous  appellerons  V intérieur  du  polyèdre-,  nous 
montrerons  plus  loin  que  c'est  une  grandeur  mesurable 
et  sa  mesure  sera  ce  que  nous  appellerons  le  volume 
du  polyèdre. 

Remarque.  —  11  résulte  de  la  définition  des  points 
intérieurs  que  toute  semi -droite  issue  d'un  tel  point 
coupe  le  polyèdre  au  moins  en  un  point. 

Théorîîme  IJI.  —  Si  un  plan  W  ne  coupe  pas  un  po- 
lyèdre P  : 

i"*  Le  polyèdre  P  est  situé  tout  entier  d'un  même 
côté  deW:^ 

2"  Tous  les  points  de  II  et  tous  les  points  situés  d'un 
côté  de  W  différent  queV  sont  extérieurs  à  P  *, 

3"  Tous  les  points  intérieurs  à.  P  sont  situés  d'un 
même  côté  de  II  que  P. 

Kn  effet  : 

i"  Supposons  que  deux  points  A  et  B,  appartenant 
à  P,  soient  situés  de  part  et  d'autre  de  IT.  Alors,  tout 
cliemin  continu  allant  de  A  en  B  traverserait  nécessai- 
rement le  plan  II  et,  comme  II  ne  contient  aucun  point 
de  P,   on  ne  pourrait  aller  de  A  en  B  par  un  clieniin 
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continu  tracé  tout  entier  sur  Ja  surface  de  P.  Il  ne  peut 
donc  y  avoir  deux  points  de  P  situés  de  part  et  d'autre 
de  n. 

2°  Soit  E  un  point  situé  sur  H  ou  de  côté  différent 
de  n  que  P.  Si  l'on  mène  par  E  une  semi-droite  parallèle 
au  plan  II,  cette  semi-droite  ne  rencontrera  pas  P  :  donc 
E  est  extérieur. 

3°  Soit  1  un  point  intérieur  l\  P.  Menons  par  I  une 
semi-droite  parallèle  au  plan  11^  puisque  1  est  intérieur 
à  P,  cette  semi-droite  coupera  P  au  moins  en  un  point  G. 
Mais  le  segment  de  droite  IC,  étant  parallèle  à  II,  ne  ren- 
contre pas  II;  I  et  G  sont  donc  d'un  même  côté  de  II  : 
donc  P  et  I  sont  d'un  même  côté  de  II,  puisque  tous 
les  points  de  P  sont  d'un  même  côté  de  II  et  (jue  G  ap- 
partient à  P. 

Définition.  —  Quand  le  nombre  des  points  d'inter- 
section des  semi-droites  issues  d'un  point  quelconque  in- 
térieur à  un  polyèdre  est  toujours  égal  à  un,  le  polyèdre 
est  dit  connexe. 

Théorème  Ys  .  —   Toute  droite  indéfinie  coupe  un  1 

polyèdre  connexe  en  zéro  ou  deux  points.  I 

En  effet,  soient  {fig.  i)  A,,  Ao,  .  .  .,  A2/,  les  points 
d'intersection  d'une  droite  indélinie  avec  le  polyèdre  au 

Fig.   I. 


I 


^1  A.3  A.,^ 

nombre  de  'à p  (p^  o).  Soit  y.  un  j)oint  de  cette  droite 
compris  entre  les  deux  premiers  points  à  gauche  Aj  et 
Ao',  la  semi-droite  aAo/»  coupera  la  surface  en  2/; —  i 
points  :  donc  le  j)oint  a  est  intérieur  au  polyèdre  et  Ton  a 

\ip  —  i  —  \  cl  p  =  l. 

Donc,  s\  p  n'est  pas  nul.  on    a  nécessairement />  =  1. 


(  ■'•7'  ) 
Récipro(iuciuent,  si  uiuMlroiu;  jii(J('*(iiii(' ('OU[)('  un  po- 
lyèdre en  deux  points  au  plus,  ce  polyèdre  est  convexe  : 
car,  les  semi-droites  issues  d'un  point  intérieur  coupant 
le  polyèdre  en  un  nombre  impair  de  points,  ce  nombre 
impair,  étant  au  plus  égal  à  2,  est  nécessairement  égal 


;i  1. 


Remarque.  —  Il  suit  de  là  que  si  P  et  P'  sont  deux 
points,  situés  sur  la  surface  d'un  polyèdre  convexe  et 
non  situés  dans  une  mèmiî  face,  tout  point  situé  sur  1(î 
segment  de  droite  PP'  est  à  Vintérieui'  du  polyèdre. 

ThéorilME  V.  —  Si  l'on  prolonge  indéfiniment  le 
plan  d' une  face  quelconque  d'un  polyèdre  convexe,  le 
poljèdre  est  situé  tout  entier  d'un  même  côté  de  ce 
plan. 

En  elïet,  soit  {fig.  2)  o  le  plan  de  la  lace  F  et  suppo- 
sons qu'il  y  ait,  de  part  et  d'autre  de  '.p,  deux  points  A 

Fig.  .i. 


(ît  B  appartenant  au  polyèdre  ;  soit  alors  C  un  point  quel- 
conque de  la  face  F  et  considérons  le  plan  P  qui  passe  par 
les  trois  points  A,  B  et  C;  ce  plan  coupera  le  polyèdre 
suivant  un  polygone  dont  un  des  c^ôtés  sera  situé  sui*  la 
droite  0,  intersection  des  plans  P  cl  'p,  et  contiendra  le 
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point  C.  D'ailleurs  ce  polygone  passera  en  A  et  B  :  donc 
il  ne  sera  pas  convexe,  puisque  A  et  B  sont  de  part  et 
d'autre  de  o.  On  pourra  donc  trouver  une  droite  D, 
située  dans  le  plan  P,  qui  coupera  le  polygone  en  plus  de 
deux  points  et,  par  suite,  qui  coupera  le  polyèdre  en  plus 
de  deux  points.  Le  polyèdre  n'est  donc  pas  convexe. 

Réciproquement,  si  un  polyèdre  est  tel  qu'en  pro- 
longeant indéfiniment  le  plan  de  l'une  quelconque  de 
ses  faces  le  polyèdre  soit  situé  tout  entier  d'un  même 
côté  de  ce  pla»»,  ce  polyèdre  est  convexe. 

Car,  si  le  polyèdre  n'était  pas  convexe,  on  pourrait 
trouver  un  point  intérieur  a  et  une  semi-droite  a^,  issue 
de  a,  tels  que  clx  coupe  le  polyèdre  en  plus  d'un  point, 
par  exemple  en  trois  points  A<,  Ao,  As',  mais  alors,  en 
prolongeant  le  plan  de  la  face  à  lacjuelle  appartient  le 
point  du  milieu  K^^  A,  et  A3  seraient  de  part  et  d'autre 
de  ce  plan  et  le  polyèdre  ne  serait  pas  tout  entier  d'un 
même  côté  de  ce  plan. 

Corollaire  1.  —  Les  faces  d'un  polyèdi*e  convexe 
sont  des  polygones  convexes. 

Corollaire  11.  —  Lu  polyèdre  convexe  n'a  pas  de 
droites  singulières. 

rHÉORi:ME  VL  —  Tout  point  intérieur  à  un  poljcdre 
convexe  est  situé,  par  rapport  au  plan  de  cJiacune  des 
faces,  du  même  côté  cpie  le  polyèdre,  et  réciproque- 
ment, si  un  point  est  situé,  par  rapport  au  plan  de  cha- 
cune des  faces,  du  même  côté  (jue  le  polyèdre,  il  est 
intérieur. 

La  proposition  directe  résulte  de  la  troisième  partie 
du  tliéorèine  III;  démontrons  la  réciproque  : 

Soit  A  un  point  situé  par  rapporta  toutes  les  faces  du 
polyèdre  convexe  P,  du  même   côlé   (jue   ce   polyèdre; 
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soit  a  un  poiiiL  pris  dans  une  face.  Si  A  élait  extérieur 
à  P,  la  semi-droite  A  a  couperait  le  polyèdre  en  un 
second  point  [3  et  un  seul.  Soit  alors  F  la  face  qui  con- 
tient celui  des  deux  points  a  ou  fi  qui  est  le  plus  voisin 
de  A  :  A  et  l'autre  point  d'intersection  seraient  alors 
situés  de  part  et  d'autre  du  plan  de  F  et,  par  consé- 
quent, A  et  le  polyèdre  P  seraient  situés  de  part  et 
d'autre  de  ce  plan,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Corollaire.  —  Si  un  point  A  est  extérieur  à  un  po- 
lyèdre convexe  P,  il  existe  au  moins  une  face  de  P  telle 
que  A  et  le  polyèdre  P  soient  de  part  et  d'autre  du  plan 
de  cette  face. 

Ici  se  placeraient  maintenant,  dans  un  cours  complet 
sur  les  polyèdres,  la  définition  et  l'étude  des  polyèdres 
convexes  simples  :  prismes  et  pyramides,  troncs  de 
prismes  et  troncs  de  pyramides,  ainsi  que  la  recherche 
de  l'expression  de  leur  volume.  Nous  laissons  au  lecteur 
le  soin  de  faire  cette  étude  en  restant  dans  l'ordre  d'i- 
dées dans  lequel  nous  nous  sommes  placé  et  nous  passons 
immédiatement  aux  polyèdres  non  convexes,  en  consi- 
dérant cette  étude  comme  faite. 

Définition.  —  On  dira  qu'un  polyèdre  P  est  décom- 
posé en  un  certain  nombre  A  de  polyèdres,  si  l'on  a 
trouvé  k  polyèdres  P, ,  P,,  .  .  . ,  Pa  satisfaisant  aux  con- 
ditions suivantes  : 

1°  Un  point  quelconque  situé  à  V iîitérieur  de  l'un  de 
ces  polyèdres  asl  extérieur  à  tous  les  autres; 

2*'  Deux  polyèdres  peuvent  avoir  en  commun  une 
("ace,  ou  une  arête,  ou  un  sommet^ 

.1^  Si  l'on  supprime  les  faces  et  les  arêtes  commune.^ 
dans  tous  ces  polyèdres,  la  figure  formée  parles  face^ 
restantes  est  identique  au  polyèdre  P. 
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Lemme.  —  Si  deux  polyèdres  conv>exes  P  e^  P'  sont 
tels    (jii'lls  sont  tous  deux  situés  d'un   îiiêine  côté  du 
plan  de  l' une  quelconque  des  faces  de  V un  d'eux^  ces 
deux  polyèdres  coïncident. 

Pour  démontrer  ce  leinme,  nous  allons  montrer  que 
tout  point  intérieur  à  l'un  est  intérieur  à  l'autre  et  que 
tout  point  extérieur  à  l'un  est  extérieur  à  l'autre.  Soit  I 
un  point  intérieur  à  P,  et  soit  F' une  face  quelconque 
(Je  P',  1  et  P  sont  situés  d'un  même  côté  du  plan  'J  de  F' 
puisque  I  est  intérieur  à  P  (théorème  III)  :  donc  I  et  P' 
sont  situés  d'un  même  côté  de  o' .  I,  étant  du  même  côté 
que  P'  par  rapport  aux  plans  des  faces  de  P',  est,  en 
vertu  du  théorème  VI,  intérieur  à  P'.  On  verrait  de 
même  que  tout  point  intérieur  à  V  est  intérieur  à  P. 

Soit  E  un  point  extérieur  à  P.  D'après  le  corollaire 
du  théorème  VI,  il  existe  au  moins  une  face  F  de  P  telle 
que  E  et  P  soient  de  part  et  d'autre  du  plan  z>  de  F; 
mais  alors,  comme  P  et  P'  sont  d'un  même  côté  de  C5,  on 
en  conclut  que  E  et  P'  sont  de  part  et  d'autre  de  z>.  Donc 
(  théorème  III)  E  est  extérieur  à  V . 

L'identité  des  points  intérieurs  et  extérieurs  à  P  et  P' 
entraîne  nécessairement  celle  des  points  situés  sur  ces 
surfaces. 

Théorème  VIL  —  Tout  polyèdre  (jui  n'est  pas  con- 
vexe est  décomposahle  en  polyèdres  convexes. 

Soit  P  un  polyèdie  non  convexe  dont  les  faces  sont 
Fi,  F21  ..-tF,/.  Prolongeons  indéfiniment,  dans  tous 
les  sens,  le  plan  es,  de  la  face  F,  et,  si  ce  plan  rencontre 
le  polyèdre,  nous  imaginerons  qu'il  le  coupe. 

Précisons  ceci  :  le  plan  c^,  pourra  couper  certaines 
des  faces  F,,  .  .  .,  F„  suivant  des  segments  de  droite  et 
partager  ainsi  ces  faces  en  deux  polygones  avant  un  côté 


(  375  ) 
commun.  Imaginons  alors  que  l'on  considèit*,  pour  un 
instant,  le  plan  cp,  comme  résultant  de  la  superposition 
de  deux  plans  o\  et  cp'j  situés,  l'un  à  gauche,  l'autre  à 
droite  de  cp,  •  et  chacun  de  ces  segments  de  droite  comme 
deux  segments  de  droite  superposés  situés  l'un  dans  ::>', 
et  l'autre  dans  o"..  En  outre,  considérons  chacun  des 
côtés  de  Fi  comme  tracé  dans  celui  des  deux  plans  o,  ou 
cd'J  qui  se  trouve,  par  rapport  à  ca,,  du  même  côté  que  la 
face,  dilïérente  de  F,,  à  laquelle  appartient  ce  côté  (ceci 
revient  à  dire  qu'on  laisse  chaque  côté  dans  la  face,  dif- 
férente de  F,  à  laquelle  il  appartient). 

Nous  avons  ainsi  imaginé  deux  systèmes  de  segments 
de  droite  situés  dans  les  plans  o\  et  C5^ .  Il  est  aisé  de  se 
rendre  compte  que  les  segments  de  droite  (intersections 
de  cû,  avec  les  faces  Fo,  ....  F„,  ...  et  côtés  de  F,)  tracés 
dans  l'un  quelconque  de  ces  deux  plans  forment  un  po- 
lygone/er/we,  à  contour  unique  ou  multiple,  en  lemar- 
quant  que  l'extrémité  d'un  quelconque  de  ces  segments 
de  droite  est  sur  une  arête,  que  par  une  arête  il  passe 
toujours  deux  faces  et  par  conséquent  que  toute  extré- 
mité d'un  de  ces  segments  est  l'extrémité  d'un  autre. 

Gela  étant,  considérons  les  por^io/25  des  plans  o\  etcp", 
limitées  par  ces  deux  polygones  et  composées  des  points 
intérieurs  à  ces  polygones,  que  nous  appellerons  F'^ 
et  F",.  Remplaçons  alors  dans  le  polyèdre  P  chacune 
des  faces  F2,  .  .  . ,  F/^  par  deux  faces  ayant  un  côté  com- 
mun situé  dans  le  plan  cp,  et  la  face  V^  par  les  deux 

faces  F'  et  F' . 
1  1 

Par  cette  opération,  nous  aurons  substitué  au  po- 
lyèdre P  un  ou  plusieurs  polyèdres  répondant  bien  à  la 
définition  des  polyèdres  (cela  est  aisé  à  voir)  et  jouissant 
des  propriétés  suivantes  : 

1"  Chacun  de  ces  polyèdres  est  situé  tout  entier  d'un 
même  côté  du  plan  cp, . 
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2"  Si  l'on  supprime  dans  ces  polyèdres  les  arêtes  et 
les  portions  de  faces  communes,  l'ensemble  des  arêtes  et 
des  faces  restantes  reproduit  le  polyèdre  P. 

Cela  fait,  imaginons  qu'on  prolonge  de  même,  dans 
tous  les  sens,  le  plan  cpo  de  la  face  Fo  et,  si  ce  plan  ren- 
contre les  faces  des  nouveaux  polyèdres,  nous  imagine- 
rons de  nouveau  qu'on  ait  tracé  les  segments  de  droite 
d'intersection  avec  ces  faces.  ]Nous  recommencerons  la 
même  opération  que  précédemment  en  remplaçant  cha- 
cune des  faces  rencontrées  par  deux  faces  ayant  un  côté 
commun  et  en  introduisant  deux  nouvelles  faces  situées 
dans  le  plan  cp^-  ^ous  aurons  ainsi  substitué  aux  nou- 
veaux polyèdres  et,  par  suite,  au  polyèdre  P,  des  po- 
lyèdres tels  que  : 

i''  Ils  sont  situés  d'un  même  côté  de  '^i  et  z>.y  : 

2"  Si  l'on  supprime  les  arêtes  et  les  portions  de  faces 
communes,  on  reproduit  P. 

iNous  prolongerons  ensuite  C53  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
0,1.  Au  bout  de  la  n^^"^^  opération,  nous  aurons  substitué 
à  P  plusieurs  polyèdres  P,,P2,  ...,  Pa  jouissant  des 
propriétés  suivantes  : 

1°  Ils  sont  tous  convexes,  car  le  plan  de  l'une  quel- 
conque des  faces  de  l'un  d'eux  est  un  des  plans  cp,, 
^21  '  '  ")  'f«  *^t  chacun  d'eux  est  situé  tout  entier  d'un 
même  côté  de  l'un  quelconque  de  ces  plans  ^ 

2"  Si  l'on  supprime  les  faces  communes  et  les  arêtes 
communes,  les  faces  restantes  constituent  le  po- 
lyèdre P; 

3"  Un  point  quelconque  intérieur  à  l'un  de  ces  po- 
lyèdres Pi  est  extérieur  »i  tous  les  autres.  En  ellet,  il 
existe  toujours  au  moins  un  plan  cp^  tel  que  deux  des 
polyèdres,  P/  et  Py,  soient  de  part  et  d'autre  de  ^a-  Car, 
si  Pi  et  Py  étaient  tous  deux  d'un  même  côté  par  rapport 
à  tous   les  plans  ::,,  vo,  ....  •j>„.   ils  coïncideraient,    en 
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vertu  du  lemine^  puisque  Jes  plans  de;  leurs  fac(;s  sont 
tous  compris  dans  la  suites  es,,  'jj,  .  .  .,  '^„. 

Soit  alors  I  un  point  intérieur  à  P/,  il  est  du  même  côté 
de  ^h  que  Vi  (théorème  III,  3'*)  et,  par  suite,  il  est  de 
côté  diiïérent  de  ^^  que  Py  :  il  est  donc  extérieur  à  Py 
(théorème  HT,  2°). 

Les  polj^èdres  convexes  P,,  P2,  .  .  . ,  P^  constituent 
donc  bien  une  décomposition  du  polyèdre  P. 

Remarque  I,  —  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  que, 
puisque  la  surface  du  polyèdre  P  est  unique,  on  peut 
toujours  trouver  une  suite  de  polyèdres  pris  dans  la 
suite  P,,P2,  .  .  . ,  P/v  commençant  par  un  polyèdre 
donné  P/  et  se  terminant  par  un  autre  Py,  et  telle  que 
tout  polyèdre  de  la  suite  ait  une  face  ou  une  arête  com- 
mune avec  le  polyèdre  précédenl,  c'est-à-dire  qu'on  peut 
trouver  une  suite  continue  de  polyèdres  rattachés  les 
uns  aux  autres  et  formant  ainsi  une  chaîne  reliant  deux 
polyèdres  quelconques  P^-  et  Py. 

Remarque  II.  —  Quand  deux  polvèdres  P^  et  Py  ont 
en  commun  une  arête  et  une  arête  seulement,  on  voit 
immédiatement  que  l'une  des  faces  de  P^  aboutissant  à 
celte  arête  doit  être  dans  un  même  plan  avec  une  des 
faces  de  Py  aboutissant  à  cette  même  arête,  car  sans  cela 
le  plan  de  l'une  de  ces  deux  faces  traverserait  le  polyèdre 
auquel  elle  n'appartient  pas,  ce  qui  est  impossible 
puisque  les  plans  de  toutes  les  faces  de  P/  et  Py  appar- 
tiennent à  la  suite  cp^,  cpo,  .  .  .,  0,1  et  que  ces  deux  po- 
lyèdres sont  chacun  situés  en  entier  d'un  même  côté 
par  rapport  à  chacun  de  ces  plans.  On  en  conclut  que 
la  suppression  de  cette  arête  commune  donnera  dans  le 
polyèdre  P  une  droite  singulière.  Donc,  si  un  polyèdre 
n'a  pas  de  droites  singulières,  deux  polyèdres  de  la  dé- 
composition n'ont  jamais  une  arête  seule  en  commun  : 
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s'ils  se  touchent,  ils  ont   en  commun  soit  un  sommet, 
soit  une  face.  Donc,  dans  ce  cas,  un  polyèdre  de  la  suite 
qui  lie  deux  polyèdres  P/  et  Py  a  en  commun,  avec  le 
précédent,  une  face  tout  entière. 

Théorème  \  111,  —  Tout  polyèdre  peut  être  décom- 
posé en  tétraèdres. 

i"  Je  dis  que  tout  polyèdre  convexe  est  décomposable 
en  tétraèdres.  En  eO'et,  les  faces  étant  des  polygones 
convexes,  on  peut  décomposer  chacune  de  ces  faces  en 
triangles  en  joignant  un  sommet  quelconque  à  tous  les 
autres  (tout  point  intéiieur  à  un  de  ces  triangles  n'est 
situé  à  l'intérieur  d'aucun  autre).  Par  ce  procédé  les 
faces  du  polyèdre  sont  décomposées  en  triangles  ^i, 
^2,  .  .  . ,  A/v.  Soit  alors  {fig-  3)  O  un  point  quelconque 
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intérieur  au  polyèdre  :  je  joins  O  à  tous  les  sommets  du 
j)olyèdre.  Les  sommets  des  triangles  ^,,  /o,  .  .  ..,  t^  coïn- 
cident avec  les  sommets  du  polyèdre^  donc  les  trois 
droites  OA,  OB,  OC  qui  joignent  le  point  O  aux  trois 
sommcîtsqui  déterminent  un  triangle  ti  foinient,  avec  ce 
triangle,  un  certain  tétraèdre  T/.  Nous  formons  ainsi 
A  tétraèdres  T|,  To,  •  •  .,  T^^.  Ces  tétraèdies  ont  deux 
à  deux  une  face  commune  :  car,  si  deux  triangles  f/el  tj 
ont  un  côté  tommun  AG,  les  létiaèdrcs  T/  et  Ty  ont  en 
commun  la  lace  OAC 

Tout  poinl  situé  à  rinlciicnr  d  nii    h'iraèdie  T,  est  à 


(  •'/y  ) 

l'extérieur  de  tous  les  autres  :  eu  ellet,  soit  a  uu  point 
intérieur  à  T/;  la  semi-droite  Oa,  prolongée'  au  delà 
de  a,  coupera  ti\  d'ailleurs,  cotnnie  le  polyèdre  est  con- 
vexe et  que  O  est  intérieur,  Oa  coupe  une  face  et  une 
seule  du  polyèdre  :  elle  ne  rencontre  donc  aucun  autre 
triangle  que  ti.  La  semi-droite  issue  de  a  et  de  direction 
opposée  à  la  direction  aO  ne  coupe  aucune  des  faces  des 
tétraèdres  autres  que  T/  :  a  est  donc  extérieur  à  tous  ces 
tétraèdres.  Enfin,  il  est  bien  clair  que,  si  l'on  supprime 
les  faces  communes,  telles  que  AOC,  il  ne  restera  que 
les  triangles  t^^t^t  •  -  —,  t^  qui  constituent  la  surface  du 
polyèdre  donné.  Les  tétraèdres  Ti,  To,  .  .  . ,  T^  décom- 
posent donc  ce  polyèdre. 

2°  Un  polyèdre  quelconque  est  décomposable  en  té- 
traèdres. En  effet,  commençons  par  le  décomposer  en 
polyèdres  convexes,  puis  décomposons  chacun  de  ces 
polyèdres  convexes  en  tétraèdres  ;  mais,  dans  cette  dé- 
composition, nous  aurons  soin  de  décomposer  une  face 
commune  à  deux  polyèdres  de  la  même  façon  dans  les 
deux  polyèdres.  Nous  aurons  ainsi  obtenu  la  décomposi- 
tion demandée. 

Théorème  IX.  —  Quand  an  polyèdre  P  est  décom- 
posé en  an  certain  nombre  de  polyèdres  P,,  Po,   .  .  ., 

i"  Toat  point  intériear  à  an  polyèdre  P/  est  inté- 
riear  aa  polyèdre  P  ; 

2"  Toat  point  extériear  à  la  fois  à  tous  les  polyè- 
dres P, ,  P^,  .  .  . ,  Pa  est  extérieur  au  polyèdre  P. 

En  effet  : 

I"  Soit  A  un  point  intérieur  à  P^  ;  A  sera  extérieur  à 
tous  les  polyèdres  Pj{j^i).  Considérons  une  semi- 
droite  Ax  issue  de  A  et  ses  intersections  avec  tous 
les  polyèdres  P,,  1\,  •  .  •  ^  Pa  :  ^t'I't'  semi-droite  coupe 
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P/  en  un  nombre  impair  àe  points  et  chaeun  des  autres 
en  un  nombre  pair  de  points.  Le  nombre  total  des 
points  d'intersection  est  donc  impair.  Or  ces  points 
d'intersection  sont  composés  d'abord  des  points  d'in- 
tersection de  Kx  avec  les  faces  de  P  et  en  outre  des 
points  d'intersection  avec  les  faces  communes.  Chaque 
point  d'intersection  avec  une  face  commune  à  deux  po- 
lyèdres est  comptée  deux  fois  et  deux  fois  seulement  :  !(• 
nombre  total  de  ces  points  d'intersection  est  donc  pair. 
Donc  Ax  coupe  P  en  un  nombre  impair  de  points  :  A 
est  intérieur  à  P. 

1°  Si  A  est  extérieur  à  P,,  P^,  .  ..,  P^,  Aa;  coupe 
chacun  des  polyèdres  P, ,  .  .  . ,  P^  en  un  nombre  pair 
de  points;  elle  coupe  donc  P  en  un  nombre  pair  de 
points  et  A  est  extérieur  à  P, 

Corollaire.  —  Tout  point  intérieur  à  P  est  intérieur 
à  un  polyèdre  P^  et  à  un  seul. 

Donc  l'ensemble  des  points  intérieurs  à  P  est  iden- 
tique à  l'ensemble  des  points  intérieurs  aux  divers  po- 
lyèdres composants  P<.  Po,  .  .  . ,  P/,. 

Premiîcre  coivsÉQUEivcE.  —  \J intérieur  d'un  polyèdre 
est  égal  à  la  somme  des  intérieurs  des  divers  polyèdres 
composants. 

^intérieur  d'un  polyèdre  est  donc  mesurable  et  le 
volume  d'un  polyèdre  est  égal  à  la  somme  des  volumes 
des  polyèdres  en  lesquels  il  est  décomposé. 

En  particulier,  si  l'on  décompose  un  polyèdre  P  en 
tétraèdres  T, ,  Tj,  .  .  . ,  T^,  on  a 

vol,  r  —  NoI.  Ti  -h  \(>1.  T..  -i-. . .  -^-  vol.  Ta-. 

Skcojnde  <:()\si':oi  i:?sck.  —  Si  un  polyèdre  P  /i\i  pas 
(le  droites  singuliè/t^s,  ou  peut  toujours  trouver  un 
cliemiii  coiiliiui,  sifuc  Innf  rnlicr  ii  l'inlvrieur  du  po- 
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lyèdre,  et  allant  d'un  point  intérieur  ([VU'IconfjU(;  à  un 
autre  point  intérieui'. 

En  eifel,  soient  I  et  J  deux  points  intérieurs  à  P.  Ima- 
ginons qu'on  ait  décomposé  V  en  [)olyè(lres  coiwexes  P,, 
Po,  .  .  . ,  P;^,  et  soient  P,  et  Py  les  deux  polyèdres  à  l'in- 
térieur desquels  se  trouvent  respectivement  I  et  J 
(tliéorènie  IX,  corollaire). 

Soient  P/,  P/ ,,  .  .  . ,  P, ,  des  polyèdres  tirés  de  la  suite 
P, ,  .  .  . ,  Pa  et  tels  que  la  suite  P/,  Pj  ,  .  .  . ,  P,^,  Py  for  ine 
une  suite  continue  (théorème  VII,  remarque  I),  P/etP/^ 
auront  une  face  commune  F,  (théorème  VII,  remar- 
que II),  P/,  et  P/^  une  face  Fo,  .  .  • ,  P/„t't  Py  auront  une 
face  commune  F,2^< . 

Soient  alors  A,,  Ao,  •  •  .,  A,;_^,  des  points  situés  res- 
pectivement à  l'intérieur  des  faces  F<,  Fo,  •  •  •,  F«^,. 
Le  chemin  polygonal  IF1F2  .  .  •  F«_^,  J  sera  situé  tout 
entier  à  l'intérieur  de  P^  car  chacune  de  ses  parties, 
par  exemple  F/F<f^,,  étant  à  l'intérieur  de  P/^  (théo- 
rème IV,  remarque)  tout  entière,  est  située  à  l'intérieur 
de  P. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  des  polyèdres  admettant 
des  droites  singulières,  on  peut  encore  trouver  un  chemin 
continu  situé  à  l'intérieur  et  reliant  deux  points  inté- 
rieurs quelconques,  mais  ce  chemin  pourra  quelquefois 
traverser  la  surface  en  des  points  situés  sur  des  lignes 
singulières.  En  tous  cas,  ce  chemin  se  composera  de 
points  intérieurs  et  d'un  nombre  fini  de  points  situés 
sur  la  surface  et  ne  contiendra  pas  de  points  extérieurs. 


PoLYÎîDllES     SEMBLABLES. 

Définition .  —  Deux  polyèdres  P  et  Q  sont  dits  cor- 
respondants si    l'on  peut   établir  entre  leur.-,  éléments 
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une  correspondance  univoque  et  réciproque,  de  telle 
façon  qu'à  chaque  sommet  de  P  corresponde  un  sommet 
de  Q,  à  chaque  arér.e  une  arête,  etc.  *,  et,  de  plus,  de 
telle  façon  que  deux  couples  de  sommets  correspon- 
dants soient  reliées  par  des  arêtes  correspondantes,  que 
deux  arêtes  correspondantes  soient  à  l'intersection  de 
faces  correspondantes,  etc.  (^). 

Théorème  X.  —  Lorsque  deux  polyèdres  corres- 
pondanls  ont  leurs  angles  polyèdres  correspondants 
égaux  et  les  faces  correspojid antes  égales,  ils  sont 
superposables  (o/z  suppose  é^ideinniejit  que  les  éléments 
qui  se  correspondent  dans  les  angles  polyèdres  et  dans 
les  faces  sont  des  éléments  égaux). 

Soient  F  une  face  du  polyèdre  P,  F'  la  face  correspon- 
dante égale  dans  le  polyèdre  P'.  Faisons  coïncider  F' 
avec  F  en  faisant  coïncider  les  sommets  correspondants. 
Soient  A  un  sommet  de  F,  A'  le  correspondant  dans  Y* \ 
soient  AB  cl  AC  les  côtés  de  F  qui  aboutissent  en  A, 
A'B'  et  A'C  les  côtés  correspondants  dans  F'.  A'B'  et 
\!ÇJ  coïncident  avec  AB  et  AC^  donc  deux  arêtes  de 
l'angle  polyèdre  A'  coïncident  avec  leurs  correspon- 
dantes dans  l'angle  polyèdre  A,  et  les  angles  polyèdres 
A  et  A'  coïncident.  On  verrait  de  même  que  tous  les 
angles  polyèdres   B  et   B',  C  et  C,   .  .  .  ,  aux  dillerenls 

(  '  )  Je  rappelle  qu'on  peut  imaginer  une  correspondance  toute  pa- 
reille pour  les  polygones  plans  et  pour  les  angles  polyèdres.  Deux 
polygones  plans,  égaux  et  correspondants,  coïncident  quand  deux 
côtés  correspondants  roïncident  ri  cette  coïncidence  n'est  possible 
que  dune  seule  manière  (ainsi  il  n'y  a  qu'une  seule  manière  de 
faire  coïncider  deux  triangles  équilatcraux  correspondants  et  égaux 
si  l'on  fait  coïncider  les  éléments  correspondants).  De  même,  deux 
angles  polyèdres,  correspondants  et  égaux,  coïncident  si  deux  arêtes 
coïncident  avec  leurs  correspondantes,  ei  celte  coïncidence  n'est  pos- 
sible ((ue  d'une  seule  mniiière. 


\ 
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sommets  de  F  et  d(;  F',  coïncident.  Mais  alors  la  face  T", , 
adjacente  à  F'  suivant  A' IV,  coïncide  avec  sa  corres])on- 
dante  F<,  adjacente  à  F  suivant  AB,  car  A' 13'  coïncide 
avec  AB,  et  les  deux  côtés  de  F',  passant  par  A'  et  IV  cl 
diiïérents  de  AB  coïncident  en  direction  av(;c  leurs  cor- 
respondants dans  F, .  On  verrait  de  même  que  toutes  les 
faces  adjacentes  à  F'  coïncident  avec  leurs  correspon- 
dantes. En  recommençant  pour  ces  faces  le  même  rai- 
sonnement que  pour  F',  on  verrait  de  proche  en  proche 
que  toutes  les  faces  de  P'  coïncident  avec  leurs  corres- 
pondantes dans  P;  car  nous  avons  supposé  que  l'on  pou- 
vait aller  d'un  point  quelconque  de  la  surface  d'un  po- 
lyèdre à  un  autre  par  un  chemin  continu  tracé  tout 
entier  sur  la  surface. 

Définition.  —  Deux  polyèdres  sont  dits  semblables 
s'ils  sont  correspondants,  si  les  angles  polyèdres  corres- 
pondants sont  égaux  et  les  faces  correspondantes  sem- 
blables. 

Les  éléments  correspondants  de  deux  polyèdres  sem- 
blables sont  appelés  éléments  liomologues. 

Remarque.  —  Le  rapport  de  similitude  de  deux  faces 
homologues  de  deux  polyèdres  semblables  P  et  P'  est  le 
même  quelles  que  soient  ces  faces.  Soient  F  et  F,  deux 
faces  de  P  ayant  un  côté  commun  AB;  les  deux  faces  ho- 
mologues dans  P',  F'  et  F',  auront  un  côté  commun  A'B': 
le  rapport  de  similitude  de  F'  à  F,  ainsi  que  celui  de  F',  à 

A'B' 
Fi, est  — ïT-  '-  deux  faces  voisines  sont  donc  dans  le  même 
'         AB 

rapport  de  similitude  avec  leurs  homologues.  Il  en  est 
donc  de  même  pour  deux  faces  quelconques,  car,  puisque 
la  surface  est  unique,  deux  faces  quelconques  d'un  po- 
lyèdre sont  reliées  par  une  suite  de  faces  ayant  deux  à 
deux  ini  côté  commun. 
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Ce  rapport  de  similitude  commun  à  toutes  les  faces 
homologues  des  deux  polyèdres  est  ce  qu'on  appelle  le 
rapport  de  similitude  des  deux  polyèdres. 

Il  n'est  pas  évident  a  priori  qu'il  existe  un  polyèdre 
semblable  à  un  polyèdre  donné  dans  un  rapport  de  simi- 
litude donné  :  nous  allons  montrer  qu'il  y  en  a  un. 

Théorème  XI.  —  Il  existe  un  tétraèdre  semblable  à 
un  tétraèdre  donné  dans  un  rapport  de  simili fude 
d onjié  et  un  seu\ .  (Nous  passons  cette  démonstration.) 

Théorîîme  XII.  —  Si  l'on  décompose  un  polyèdre 
quelconque  P  en  tétraèdi  es  T,,  To,  .  .  . ,  Ty;  et  si  Von 
construit  des  tétraèdres  T\ ,  T.,,  .  .  . ,  T).  semblables  aux 
pj'écédents,  dans  le  même  rapport  de  similitude  A,  les 
tétraèdres  T^ ,  T.,,  .  .  . ,  T^  pourront  être  assemblés  de 
la  même  façon  que  les  tétraèdres  T,,  To,  •  .  -,  T/;  et 
leur  ensemble,  après  suppression  des  faces  communes, 
constituera  un  polyèdre  semblable  au  polyèdre  pro- 
posé P,  dans  le  rapport  de  similitude  /.. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  tétraèdres  T,  et  To 
aient  uuaface  commujie  <^^.  Soient  {fig'  4)  A,  B,  C,  celte 
face  dans  Tj  et  AoBoCo  cette  face  dans  T2  :  A|  coïncide 


Fig.  4. 


avec  A2,  etc.  Soit  A',  B,  C,  la  l'ace  de  T,  homologue  de 
A,B,  C|  et  A'., B.C.,  celle  de  T.,  homologue  de  AoBoCo  : 
A,  B,  C,  et  A'^  B!,  G'o  sont  d(Mi\  lri.ingh\s  égaux  et  corres- 
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pondants  comme  s(;mblab]<.'.s  à  des  tiian^les  éi;aux  dans 
le  même  rapport  de  similitude;  A.  Faisons  alors  coïncidci 
ces  deux  faces  en  faisant  coïncidcT  A.^  avec  A', ,  IV^  avec  B', , 
C'o  avec  C,  (ce  qui  est  possible),  puis  supprimons  cette 
face  commune  dans  T',  et  T.,  ;  de  même  supprimons  -\> 
dans  T,,  T2.  Nous  obtenons  ainsi,  par  la  superposition 
de  Ti  et  T2,  T'^  etT!,,  deux  polyèdres  Q  et  Q'  qui  sont  sem- 
blables. En  eliet,  les  polyèdres  sont  correspondants  :  il 
suffit  de  considérer  comme  correspondants  les  éléments 
qui  se  correspondaient  soit  dans  T,  et  T', ,  soit  dans  To 
et  T'2  ^  les  angles  polyèdres  correspondants  sont  égaux  : 
l'angle  polyèdre  T^  est  égal  à  T',  et  T2  à  T^;  je  dis  que 
l'angle  A'  est  égal  à  l'angle  A  -,  portons  A' sur  A  de  façon 
à  faire  coïncider  le  point  A'  avec  A,  que  A'C  prenne  la 
direction  AC  et  A'JV  la  direction  AB,  à  cause  de  la  cor- 
respondance et  de  l'égalité  des  angles  AM^CT,  et  ABCl, , 
A'T'^  prendra  la  direction  AT,  et  de  même  A'T',  prendra 
la  direction  AT^. 

Les  faces  sont  semblables  :  car,  si  aucune  des  faces 
de  T,  n'est  dans  un  même  plan  avec  une  des  faces  de  To, 
aucune  des  faces  de  T',  ne  sera  dans  un  môme  plan  avec 
une  des  faces  de  T'2,  et  les  faces  correspondantes  de  Q 
et  Q',  étant  des  faces  correspondantes  des  tétraèdres 
composants,  sont  semblables.  Supposons,  au  contraire, 
que  AT,  Cet  AToC  soient  dans  un  même  plan  :  alors 
le  quadrilatère  AT,  GT2  sera  une  face  de  Q,  A'T',  Cet 
A' T'o  C  seron t  aussi  dans  un  même  plan  et  A'T',  G' T., 
sera  une  face  de  Q'  qui  sera  semblable  à  ATjCTo, 
comme  composée  d'un  même  nombre  de  triangles  sem- 
blables et  correspondants.  Les  deux  polyèdres  (^  et  (^' 
sont  semblables. 

Supposons  en  second  lieu  que  les  deux  tétraèdres  T, 
et  Ty  aient  une  arête  commune.  Soit(  AB),  A  ,  B, ,  \.,  W, 
cette  arête  dans  T,  et  To,  les  deux  faces  \\\\\  cl   ABI  ., 

Ann.  de  Malhémnt..  y  ><éric,  l.  VIII.  (  \(»ùl   iS8.j.)  »•') 


(  m  ) 

ainsi  que  les  faces  ABG|  et  ABCo  sont  dans  un  même 
plan,  et  l'ensemble  de  T,  cl  To  forme,  après  suppression 
de  l'arête  commune  (AB),  un  polyèdre  O  ayant  quatre 
faces  triangulaires  et  deux  faces  (juadrangulaires  ACi  BCo 
et  ATiBTo  [(AB)est  une  ligne  singulière  de  Q].  Les 
d(;ux  arêtes  A',  B,  et  A.,  B.,  dans  les  tétraèdres  T',  et  T., 


Fi  g.  5. 


sont  égales  comme  semblables  à  deux  arêtes  égales  A,  B,, 
AoBo  dans  le  n)ème  rapport  de  similitude  )..  Pour  la 
même  raison  les  dièdres  A'^B,  et  A.jB.,  sont  égaux.  Fai- 
sons alors  coïncider  A,  et  A'.,,  B,  et  B!,  et  disposons  le 
tétraèdre  T.,  de  façon  qu(î  la  face  A'B'T.»  soit  dans  le  même 
plan  c[ue  la  face  A'B'T,  et  extérieure  à  celle  face.  Les 
deux  dièdres  A',  IV,  et  A.,  B.,  seront  alors  dans  la  position 
de  deux  dièdres  opposés  par  Farête  et  A'B'C,  sera  dans 
le  même  plan  que  A'B'G,  et  extérieure  à  cette  face.  Si 
l'on  su[)prime  l'arête  commune  (A'B')on  obtient  un  po- 
lyèdre Q'  ayant  deux  faces  quadrangulaires  A'C,  WC,  et 
A'T',  IV T.,  qui  sont  évidenunent  semblables  respective- 
ment aux  faces  ACj  BCo  et  AT,  B  !._.  de  Q. 

J^'ailleuis  les  angles  polyèdres  de  Q  et  Q' sont  égaux. 
G,  (îstégal  à  (y, ,  G^  à  (î!,,  Ti  à  'f , ,  'l\  à  V'^  ^  A'estégal  à  A, 
car  si  l'on  porter  A'  sur  A  de  façon  que  A' G',  prenne  la  di- 
rection AG|  et  A' G.  la  direction  AGo.  la  droilc  singulière 


(  :^«7  ) 

A' IV prendra  iiéccssaireniciiL  la  direction  AB  vl  les  deux 
dièdres  ABG,Ti  et  A'B'C'/r^  coïncideront,  puisqu'ils 
sont  égaux  et  que  deux  arêtes  correspondantes  A'B'  et 
AB,  A'C,  et  AC,  auront  la  même  direction  ^  A'T'^  prendra 
donc  la  direction  AT^  et  de  même  A'T',  prendra  la  di- 
rection AT2  :  les  deux  dièdres  A' C,  C'^  T,  T.,  et 
ACoC/iVA^  sont  donc  égaux.  Les  polyèdres  Q  et  Q' 
sont  semblables. 

Gela  étant,  un  des  deux  tétraèdres  T,  ou  To  aura  soit 
une  arête,  soit  une  face  en  commun  avec  un  des  tétraè- 
dres T3,  .  .  . ,  T/(  :  par  exemple,  T2  auia  une  face  com- 
mune avec  T3  et,  après  suppression  de  cette  face  com- 
mune, l'ensemble  des  tétraèdres  T,T2T3,  c'est-à-dir(; 
l'ensemble  de  ()  et  de  T3  formera  un  certain  polyèdre  Pi. 
On  verra  alois  aisément,  par  des  raisonnements  identi- 
ques à  ceux  que  nous  venons  de  faire,  que  T.,  et  T., 
pourront  être  assemblés  comme  To  et  T3  et  qu(;  l'en- 
semble de  Q'  et  de  T'.j  forme  un  polyèdre  11'  sem- 
blable à  R.  En  continuant  de  la  sorte,  on  verra  de 
proche  en  proche  que,  puisqu'à  deux  tétraèdres  de  la 
série  (T),  ayant  une  arête  ou  une  face  commune,  cor- 
respondent deux  tétraèdres  dans  la  série  ( T'),  pouvant 
être  assemblés  de  la  même  façon,  on  pourra  assembler 
successivement  les  tétraèdres  (T')  de  la  même  façon  que 
les  tétraèdres  (T),  et  que  les  polyèdres  successifs  (), 
B,  ,  .  .,  Q',  IV,  ...  seront  toujours  semblables.  Donc, 
linalement,  on  pourra  superposer  tous  les  tétraèdres  (T'  ) 
de  même  que  les  tétraèdres  (  1  ),  et  le  polyèdre  final  P' 
obtenu  sera  scjublable  au  polyèdre  P  dans  le  rapport  de 
similitude  \. 

Nous  avons  ainsi  prouvé  qu'il  existe  an  polyèdn^  sem- 
blable à  un  polyèdre  donné,  dans  un  rapport  de  simili- 
tude don  né  ^  nous  allons  mai  menant  montrer  qu'il  n'v  en 
a  i\\iii7?  seul. 
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Théorème  XlTl.  —  Si  deux  polj  èrlres  P,  et  P2  sont 
semblables  à  un  même  polj  èdre  P,  dans  le  même  rap- 
port de  similitude  a,  ils  sont  identiques. 

En  elFet,  faisons  correspondre  dans  P,  et  Po  les  élé- 
ments qui  sont  homologues  d'un  même  élément  de  P  : 
les  deux  polyèdres  P^  et  P2  sont  donc  correspondants. 
D'ailleurs,  deux  angles  polyèdres  correspondants  sont 
égaux,  puisqu'ils  sont  égaux  à  un  troisième,  et  deux 
iaces  correspondantes  sont  égales,  comme  semblables  à 
une  même  face  de  P  dans  le  même  rapport  de  similitude. 
Donc  (théorème  X),  Pi  et  P2  sont  superposables. 


1 


I 


Corollaire  1.  —  11  n'y  a  qu'un  seul  polvèdre  sem-  ' 

blable  à  un  polyèdre  donné  dans  un  rapport  de  simili-        É 
tude  donné.  |{ 

Corollaire  II.  —  Deux  polyèdres  semblables  sont 
(lécomposables  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  sem- 
])lables  et  semblablement  placés. 


Théorème  XIV.  —  Le  rapport  des  volumes  des  deux  A 

tétraèdres  semblables  est  égal  au  rapport  des  cubes  m 

de  deux  arêtes  homologues.  (Nous  passons  cette  dé-  ■ 
monstration.) 

Théorème  XV.  —  Le  rapport  des  ifol unies  de  deux 
polyèdres  semblables  est  égal  au  rapport  des  cubes  de 
deux  arêtes  homologues. 

En  effet,  soient  P  et  P'  deux  polyèdres  semblables 
dans  le  rapport  \.  Supposons  P  décomposé  en  tétraèdres 
Ti,  To,  .  .  . ,  Ta  et  soient  T, ,  T!,,  .  . .,  T',.  les  tétraèdres 
semblabl(\s  dans  le  rapport  \.  On  aura 

vol.P  --  vol.T,+  vol.To^...-^  vol. Ta. 
vol.P'=  vol.T,  —  vol.T.,^-..  .-r- vol.  T'a-: 


(  :^^9  ) 


d'aiil 


eurs 


X3  -  ^Q'-^i  _  ^"^-^^2  _     _  vol-T'/.  _  vol.  T; -{-...+ vol.  T'/, 
vol.Ti        V0I.T2  "       vol.T/^.        vol.Ti -f  ...-h  vol.  T/. 


DOÏK 


vol.  P 


).  est  égal  au  rapport  de  deux  ai  ét(;s  homologues  quel- 
conques de  deux  tétraèdres  semblables  T^,  T/,  et  par 
conséquent  X  est  égal  au  rapport  de  deux  arêtes  homo- 
logues quelconques  de  P'  et  P. 


INTERSECTION  mm  DROITE  ET  DE  LA  SLllFACE  RÉGLÉE 
DÉFINIE  PAR  TROIS  DIRECTRICES  RECTILIGNES; 

Par  m.  L.  LEFEVRE, 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  d'Amiens. 


Des  droites  variables  Gi,  Go,  G3,  G/,,  G5,  .  .  .  rencon- 
trent trois  droites  fixes  A,  B,  G  respectivement  aux 
points  «4,  a.y,  a^,  aj^,  a,;,  ..  .^  ^,,  62,  h-^,  Z>,,  Z>5,  ...;  c,, 
C2,  C3,  C4,  Cy,  .  .  . .  Je  dis  que  ces  trois  séries  de  points 
sont  homographiques  deux  à  deux.  11  suffit,  pour  cela, 
d'établir  l'égalité  des  rapports  anharmoniques,  tels  que 
(^4 ,  ^2?  ^3?  ^4)  Gt  (ci,  Co,  C3,  C4);  c'est  ce  qu'on  recon- 
naît immédiatement  en  coupant  B  et  G  par  les  plans 
menés  par  A  et  chacune  des  génératrices  Gi ,  G2,  G3,  G4- 

Cette  remarque  va  nous  permettre  d'obtenir  les  points 
d'intersection  d'une  droite  donnée  D  avec  la  surface 
engendrée  par  les  droites  G,  ce  qui  revient  à  trouver  une 
droite  G  s'appuyant  sur  D.  On  est  conduit  à  considérer 
les  deux  liyperboloides  définis  par  les  directrices  A,  B, 


(  39"  ) 
D  et  A,  C,  D.  Les  génératrices  du  premier  coupent  A  et 
D  en  des  points  <7, ,  <72,  «3,  «',,...,  r/j,  d-n  ^i-^  f//,,  •  •  •  ^ 
celles  du  second  en  des  points  «, ,  «07  ^'3?  ^4>  •  •  •  •>  ^m  ^2? 


'3)     '^.'M 


Or,  d'après  ce  qui  précède,  les  deux  divisions  tracées 
sur  D  :  <r/,,  (Yo,  <^:5,  ^', ,  .  .  .,  ^,,  o.j,  o^,  0.,,  .  .  .,  sont  lio- 


niograpliiques  à  d.^,  n-^^  n.]^  et;,  .  .  .  ,' elles  sont  donc  lio- 
mogra])hic|ues  entre  elles.  Les  points  doubles  V  et  Q  de 
cett(î  lioniograpliie  sont  les  points  cliercliés,  puis<pie 
par  (diQcun  de  ces  j)oints  passe;  une  droite  qui  s'appuie 
à  la  fois  sur  A,  H,  Det  sur  A,  (^,  J),  c'esl-à-dire  sur  A. 
lî,  C,  I). 

Pourdélinii  une  lioniograpliie,  Irois  couples  suniscnl. 


(  3.,.   ) 
Donc,  j)ai'  trois  points  (juelcoïKjnt's  rf,,  a.;,,  a,^  de  A,  on 
inùncra  les  droilcs  qui   s'appuient  sur  I)  et  I)  et  ecUi'S 
qui  s'ap|)uicnt  sur  C  et  I)  :  on  aura  ainsi  les  tiois  cou[)les 

Dans  l'épure,  on  a  plaeé  a^  à  l'intersection  de  A  et 
du  plan  projetant  D  horizontalement,  puis  on  a  coupé  B 
et  C  par  ce  plan,  ce  qui  donne  aisément  r/,  et  o,.  On 
place  ai  h  l'intersection  de  A  et  du  plan  projetant  \) 
verticalement,  d'où  ^2?  ^2-  On  prend  (1^  au  point  d'in- 
tersection de  A  et  du  plan  projiîtant  B  horizon talement^ 
ce  plan  contenant  a,i  et  B  coupe  D  au  point  (f^.  Enfin 
on  mène  par  «3  une  droite  qui  coupe  G;  on  prend  celle 
dont  la  projection  verticale  est  A',  elle  coupe  C  en  <?,  e'  : 
sa  projection  horizontale  est  a-^e.  Le  plan  passant  par 
coMc  droite  et  par  C  coupe  JJ  en  o^. 

Quant  à  la  construction  des  points  doubles,  elle  se  fait 
très  simplement  à  l'aide  d'un  cercle  que  l'on  peut  faire 
passer  par  a.,  pour  simj)lif]er  (voir  Gconictrie  de 
MM.  Rouelle  et  de  Comberousse,  4119). 


SOLITION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  POUR  L'AD^IISSIOX 
A  L'ÉCOLE  POLYTECIIMOIE  E\  1888; 

Par  m.  LEMAIRE, 

Professeur  au  lycée  de  Lorient. 


O/i  donne  un  quadriLucre  plan  O/YCB  et.  deux  sé- 
ries de  paraboles  :  les  unes  langenles  en  A  à  AC  et. 
ayant  j}our  diamètre  OA  ^  les  autres  tani^etites  en  \\  à 
BC  et  ayant  pour  diamètre  OB. 

On  demande  : 

i*'   De  tiouver  le  lieu  du  point  d(^  conlacl  M  dUne 
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parabole  de  la  prendève  série  avec  une  parabole  de  la 
deuxième  série  ; 

2°  D'indiquer,  en  laissant  le  triangle  OAB  inva- 
riable, dans  quelle  région  du  plan  il  faut  placer  le 
point  C  pour  que  le  lieu  soit  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole ; 

3"  De  démontrer,  dans  l'hypothèse  oit  OACB  est  un 
parallélogramme,  que  la  tangente  comnmne  en  M  aux 
deux  paraboles  jnvote  autour  du  point  de  concours  K 
des  médianes  du  triangle  ABC  : 

4*^  De  trou\^er,  dans  la  même  hypothèse,  le  lieu  du 
point  d'intersection  P  de  la  tangente  en  M  aux  deux 
paraboles  avec  l'autre  tangente  commune  DE  que  l'on 
peut  mener  à  ces  deux  courbes. 

N.  B.  —  O/i  représentera  la  longueur  OA  par  a,  et 
la  longueur  OB  par  b. 

SOLUTION    ANALYTIQUE. 

I.  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  OA  et  OB  ; 
soient  (a,  o),  (o,  b),  (p,  q)  les  coordonnées  de  A,  B,  C  ^ 


•^(o  J  0  (ellcîs  d'un  point  du  lieu  {/ig'  i).  I^es  paraboles 
I*  de  la  première  série  oui  une  écpialion  de  la  forme 

y-—  >V\ri  p  —  a)  —  q{.r  —  n)]  =  o. 


(  3<).-^  ) 

De  inenie,  rc(|ualion  générale;  d(!S  paraboles  P'  de  la 
seconde  série  est 

:r^--2V'[x'icj  -  b)-p{y  -  b)]  =  o. 

Le  point  M  du  lieu   appartenant  à   la  fois  aux  deux 
paraboles,  ou  a 

xl-'zP'[xo{q-0)-p(y,-b)]  =  o. 

Eerivons  que  les  tangentes  en  M  aux  deux  courbes 
sont  confondues,  nous  aurons 


Xo-V'iq  —  b)  V'p 

Pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il  sufTira  d'éliminer  les 
paramètres  P  et  P'  entre  les  trois  relations  précédentes, 
ce  qui  n'offre  aucune  difficulté  puisque  les  deux  pre- 
mières sont  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  para- 
mètres. On  trouve  ainsi,  en  supprimant  les  indices, 

icj{q  —  b)x'^-\-  'ipip  —  ct.)y^ 

j        -^ 'iq[a{b  —  q) -\~  ipb]x 

\       "h  •ip[b{a  — p)  -4-  v»</a  1/  —  \pqab  =  o. 

Cette  équation  représente  une  conique  passant  par 
les  points  A'  et  B^,  par  le  symétrique  C  de  O  par  rap- 
port à  G,  et  enfin  par  les  points  de  rencontre  de  C'A' 
avec  Oy  et  de  C'B'  avec  O^r,  C'A'  et  C'B'  étant  les  pa- 
rallèles à  CA  et  à  CB,  menées  par  le  point  C. 

II.  Cette  conique  sera  une  ellipse,  une  parabole  ou 
une  hyperbole,  selon  que  nous  aurons 

f3p^  -1-  {p  —  a){q  —  b)\^—\^^pq{p  —  a ){q  —  b}fo, 
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illégalité  (ju'oii  peut  facilemciit  ineLlrc  sous  la  forme 

(  1  )         {{p  —  a)(q  —  h)  —  ç)prj ][—  aq  —  hq  ^  ah]  ;  o. 

Ct'Ja  posé,  consliuisoiis  la  droite  ayant  pour  équation 

(  AB  )  —  ay  —  hx  -^  ah  —  o, 

(;t  riiypcrbole  représentée  par 

(II)  (^x  — a){y  —  b)  —  ^xy  =  o. 

La  droite  n'est  autre  que  AB.  L'liy[)(  rbole  passe  en  z\ 
vX  15,  a  pour  centre  le  point  ( ;?  —  -  )  et  ses  asym- 
ptotes parallèles  aux  axes  de  coordonnées  K Ji^-  2). 


On  reconnaît  aisément  (jue  poui"  tous  les  points  situés 
dans  les  j)arties  du  plan  couvertes  de  liaeliures,  le  pre- 
mier membre  de  (:>.)  est  positif,  et,  par  suite,  (i)  repré- 
sente un<;  liyperbole.  Si  (-  est  dans  les  autres  parties  du 
j)lan  ,  ré(|uation  représente  une  ellipse. 

J)ans  le  cas  particulier  où  (  >  <'st  \\\\  j)oinl  de  11  ou  de 
AI),  la  conicpH'  (1)  e.sl  une  païahole. 


(  ^9^^  ) 
111.   Si  OAIKI  est  un  [)ai'all(j|ograinm(',  on  a 

p  —  (I         <:t         (j  —  b. 

Les   é(jualions  iiciicralcs    des    paraboles  clcvicmiciil, 
dans  celte  liypollièsc, 

y--\-  iV  h{:r  —  f()  =  o, 
x^'-h  7.V'a{y  —  0)=  o. 

La  tangente  en  M  a  pour  (''(juation 

r— j'o  =  —  -—(x  —  xo), 

avec  les  conditions 

(3)  JKô-^^-P  6(j-o-rO  =  o, 

(4)  xl-^iP'a(y,-b)  =  o, 

de  sorte  que  l'équation  de  la  tangente  s'écrit 

La  relation  qui  exprime  que  cette  droite  passe  par  le 
centre  de  gravité  K  de  ABC,  dont  les  coordonnées  sont 

•>  a     •?.  b 
^,-y,est 

.              ./ib           \            l'xa 
i{xq—  a)[—^ jKo  )  —  Jo  ( -o -270 

ou 

Or,  en  tenant  compte  de  (3)  et  (/(),  on  peut  mettre  (;")) 
sous  la  forme 

•2(.ro— <-/)  ^0 

(7  est  précisément  la  relation  demandée. 
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IV.   Pour  résoudre  la  quatrième  partie,  prenons  pour 
paramètre  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  com- 
mune en  M  {fîg'  3). 

Fig.  3. 


Comme  cette  droite  pivote  autour  du  point  K,   son 
équation  est  de  la  forme 

(MT)  'iy  —  ib  =  m{'^x  —  ia). 

Cherchons  les  conditions  pour  que  l'équation 

(6)  j^=|x.r-f-v 

représente  la  seconde  tangente  commune  aux  deux  pa- 
raboles correspondant  à  une  direction  donnée  m  de  MT. 
L'équation   aux    abscisses  des  points   communs   à   la 
droite  (6)  et  à  la  parabole  P  est 

(  ;ji  J7  -h  V  )2  -i-  2 1*  ^ ( .r  —  rt  )  =  o. 

d'où  la  condition  de  tangcncc 


(7) 


2  [Jiv  -I-  V  b  ~\-  2  a  \x-  =  o . 
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Nous  trouverons  de  même  la  eondilioii   suivante  de 
eontact  de  la  droite  (6)  et  de  la  parabole  (P') 

(8)  P'«[X2-  •j.iv  —  b)  =o. 

Eliminant  v  entre  les  relations  (y)  et  (8),  on  trouve 

P'a(j.3-+-  2 a  |i-2 -f-  9. 6  |JL  4-  P  6  =o, 

qui  est  l'équation  aux  coelïicients  angulaires  des  tan- 
gentes communes  aux  deux  paraboles.  Cette  équation 
doit  admettre  la  valeur  m  pour  racine  double,  d'où  les 
relations 

la/n  -h  m^  —.       -——  , 
P  a 

;x  m2  =  —  — -  . 
P  a 

Eliminant  P  et  P',  nous  obtenons  iacilemenl 

ni{ib  -\-  am) 


a  = 


•j.a/n 


La  valeur  correspondante  de  v  est  donnée  par  l'équa- 
tion (8),  par  exemple.  On  trouve 


(am  —  b)- 


3(9. am  -+-  b) 


de  sorte  qu'enfin,  m  étant  le  coeilicient  angulaire  de  la 
tangente  commune  en  M,  l'autre  tangente  commune  a 
pour  équation 

m(ib  -+-  am)  (am  —  b)- 


y  =  - 


X  — 


b  -T-  lam  3('iam  -\-  b) 

ou 

(D!î)     3('2am  -^-  b)y  -\-  'im(ib    r-  am)T  -h  ((tni  ~  b)- ~  o. 


(  :<9«  ) 

jNous  aurons  le  lieu  tlu  poinl  P  d'iiiterscclioii  de 
(MT)  et  de  (rJE)  en  éliiniiianl  nt  entre  les  équations  de 
ces  deux  droites. 

Tirant  m  de  la  })reinière,  et  transportant  la  valeur 
trouvée  dans  la  seconde,  nous  obtenons 

r  (  3  .r  —  ia){i  a  y  ^  bx  —  -lab) 

H-  .r(3K  —  ib){ay  -^  j.bx  —  -lab)  H-  {ay  —  bxY  =  o 


on 


on 


ç)xy{ay  -^  bx)  —  l3((^y^-^  ^b^x^-^  iHabxy) 

-f-  4  (ib  (  a  y  -{-  bx)  =  o, 

['i{ay  -i-  bx)  —  ^ab][3 xy  —  (  ay  -^  bx)]  =  o. 


Le.  lien  se  eoni[)ose  donc  d'une  droite  et  d'une  liyper- 
hole.   La  droite  est  la  parallèle   menée   par   K   à    AH. 


l/hy[)erl)ole  a  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coor- 
données; son  centi'e  est  le  centre  de  i^ravilé  de  OAH; 
elle  est  taui^ente  <mi  K  à  la  droite  précédente  et  en  O  à 
la  parallèle  à  AT)  menée  p.ir  ce  [>oint  ( //.i,''.  4)- 


{  ■''.9<)  ) 


CO]\SlI)l':ilVTIO]\S    r.KOMÉTItlQLES. 

1.  11  est  facile  do  rccoiinailic  géonu'lriquL'iiic'iil  f|iic 
\c  lieu  de  M  est  une  coiii(jue  {/i^^.  5).  Soit,  en  eflel, 
MTJa  tangente  commune  à  un  groupe  de  d(*ux  para- 
|jol<;s  de  l'énoncé  •   A,  et  lî,   les  points  de  reiiconti'<î  d«' 


ri; 


celte  droite  avec  0.r  et  Oy  ;  MD  et  MK  les  parallèles 
menées  par  M  à  CA.  (^t  CB.  Il  résulte  d'une  propriélé 
(connue  de  la  parabole  (jue  A  est  le  milieu  de  A,rj,  et 
B  le  mili(;u  de  B,  E. 

Par  O,  menons  une  parallèle  à  IMT,  rencontrant  A.M 
en  a,  et  BM  en  j3,  et  menons  par  a  et  |3  des  parallèltîs  à 
iMl)  et  ME  ^  soient  A'  et  B'  les  points  de  rencontre  de 
ces  droites  avec  O^r  et  O^  .  A  est  le  milieu  de  OA'^  B  le 
milieu  de  OB',  de   sorte   que   le  lieu  du  point  M  peut 


être  engendré  comme  il  suit 


Faisons  pivoter  autour  de  O  une  droite  l'cncontrant 
C'A'  en  a  et  C' IV  en  [3  ;  le  point  M  d'intersection  de  A  a 
et  B[i  est  un  point  du  lieu.  On  voit  (jue  le  côté  a^S  du 
triangle  variabli;  iMa^S  passe  par  un  [)oint  fixe  O  ^  et  les 
cotés   Ma  et  M  [j  passent  en  A  et  B,   points   également 


(  4oo  ) 
fixes.  Le  point  M  décrit  donc  une  conique  (théorème 
de  Maclaurin).  D'ailleurs  cela  résulte  de  ce  que  les 
points  a  et  j3  forment  sur  C'A'  et  C'\^'  deux  divisions 
homographiques  et,  par  suite,  A  a  et  B^  deux  faisceaux 
homographiques.  La  conique  lieu  de  M  passe  par  les 
sommets  A  et  B  des  faisceaux.  Elle  passe  aussi  par  (/  et 
par  les  points  de  rencontre  de  Oy  et  C'A'  d'une  pari, 
de  Ox  et  G'B'  d'autre  part. 

IL  On  reconnaît  aussi  simplement  que  la  tangente 
commune  en  M  pivote  quand  OACB  est  un  parallélo- 
gramme {/ig-  6).  Soit,  en  effet,  MA,B,  une  tangente 
commune  en  M  à  deux  paraboles.  A  étant  le  milieu  de 

Fig.  6. 


Al  D,  G  est  le  milieu  de  A,  M.  De  même,  H  est  le  milieu 
de  B,  M.  Il  en  résulte  que  A,  B,  est  double  dv.  HG,  et,  par 
suite,  à  cause  des  triangles  semblables  GGH  et  OA,  B,, 
que  OB,  est  double  de  GG.  Le  rappoit  de  similitude 
des  triangles  semblables  KOBi  et  KGG  est  donc  a  ;  donc 
enfin  OK  =  r>. KG,  ce  cjui  déiiionlrc  l.i  proposiiion. 


(  1'>'  ) 


mm  nii  co\ii»LE\i:  vwmm  \\\  coxroins  (iÉ\Fii\L 

M  188:; 

[Suilc  cL  (in  (')]; 

Par  m.  E.  MARCHAND. 


1.  Rectifications.  —  Avant  d'aller  plus  loin,  je  cor- 
rigerai deux  résultats  indiqués  trop  légèrement  dans  les 
considérations  géométriques  finales. 

J'avais  admis  comme  évident  que  toute  droite  du 
complexe,  pénétrant  entre  les  deux  nappes  de  la  surface 
des  ondes,  devait  rencontrer  la  surface  en  deux  points 
réels  et  en  deux  points  imaginaires.  Or  il  suffit  de  cou- 
per convenablement  par  un  plan  parallèle  au  plan 
double  touchant  suivant  un  cercle  pour  s'assurer  qu'une 
droite  peut  parfaitement  rencontrer  la  nappe  extérieure 
en  quatre  points  réels  et  avoir  deux  segments  compris 
entre  les  deux  nappes  de  la  surface.  Je  ne  suis  plus 
fondé  à  dire,  comme  je  l'ai  fait  à  tort,  que  la  droite  sin- 
gulière relative  à  un  point  M  de  la  nappe  extérieure 
donne  deux  foyers  imaginaires.  Malgré  tout  l'intérêl 
géométrique  que  pourrait  présenter  une  discussion  ap- 
profondie, je  laisserai  ce  point  couïplètement  de  côté. 

La  seconde  erreur  saute  immédiatement  aux  yeux. 
J'écrivais  :  ce  Les  courbes  E  et  I  se  confondent  pour  les 
plans  qui  touchent  la  surface  des  ondes  en  tous  les  points 
d'un  cercle.  Ce  cercle  de  contact  est  donc  une  conique 
du  complexe.  »  Tout  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes 
donnant  un  système  de  deux  points,  il  est  inadmissible 


(')   Voir  môme  Tome,  p.  122. 

Ann.  de  Malhémat  ,  3*  série,  t.  VTII.   (  Septembre  i(S89.)    -ifi 
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que  le  plan  double,  tangent  en  tous  les  points  d'un 
cercle,  donne  un  véritable  cercle.  Quand  les  courbes  E 
et  I  tendent  vers  le  cercle  de  contact,  la  conique  du 
complexe  reste  comprise  entre  ces  deux  courbes  de  ma- 
nière à  donner  à  la  limite  un  point  unique  comptant 
double  P.  D'après  les  propriétés  du  cône  asymptote 

^2  yi  ^2 

(il)  ---+--^  +  — =  o, 

^  l         m        n  m 

il  faut  que  la  section  de  ce  cône  par  le  plan  double  soit  ■ 

un  cercle  de  centre  P  et  non  pas  le  cercle  de  contact.  ■ 

Le  point  P  est  évidemment,  par  raison  de  symétrie, 
dans  le  plan  principal  perpendiculaire  au  plan  double. 
Ce  plan  des  zjc  coupe  la  surface  des  ondes  suivant  une 
ellipse  et  un  cercle  qui  contiennent  respectivement  un 
point  P  et  un  point  Q  du  cercle  de  contact.  Le  point  P, 
situé  sur  l'ellipse,  est,  comme  le  prouverait  un  calcul 
facile  que  je  ne  reproduis  pas,  précisément  le  point 
double  auquel  se  réduit  la  conique  du  complexe.  Le 
point  Q,  situé  sur  le  cercle,  appaitient,  comme  on  sait, 
à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  de  la  surface 
sur  le  plan  double.  Alors  OP  est  un  diamètre  delà  sphère 
déterminée  par  le  point  O  et  le  cercle  de  contact. 

Si  M  est  un  point  quelconque  du  cercle  de  contact,  la 
droite  MP  est  ])erpendi  cul  aire  à  OM.  Cette  droite  MF 
est  donc  la  droite  singulière  relative  au  point  M  de  la 
surface  singulière.  Ainsi  les  droites  singulières  relatives 
à  tous  les  points  du  cercle  double  passent  par  le  point 
P  de  l'ellipse  principale.  Or  ces  droites  singulières  ap[)ar- 
tiennent  toutes  au  complexe 

(lo)  /aa'-h  m  ,3^' -4- «YY' —  *^ 

relatif  aux  surfaces  liomolliéti(jues  et  liomofocales 

.r2  ^-2  c2 

(  X  ) h    -^- H —    =   î. 

/  -H  0         ///    4-  p  //  -H  p 


(  \<>-''  ) 

La  conique  du  coniplcx(î  (lo)  rclalive  au  plan  (1ou1)1l* 
doit  donc  se  décomposer  en  deux  points  dont  l'un  sera 
précisément  le  point  P. 

Je  supprime  le  calcul  de  vérification,  me  bornant  à 
bien  montrer  d'où  vient  ce  résultat.  On  sait  que  tout 
plan  passant  par  le  point  à  l'infini  sur  l'un  des  axes  est 
singulier  pour  le  complexe  (lo).  Gela  se  comprend  facile- 
ment si  l'on  remarque  que  le  complexe  (lo)  des  axes  des 
sections  planes  des  surfaces  (2)  doit  comprendre  tous 
les  diamètres  des  sections  circulaires.  Or  tout  plan  de 
section  circulaire  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans 
de  coordonnées,  au  plan  des  ^xpar  exemple.  Réciproque- 
ment tout  plan  perpendiculaire  au  plan  des  zx  est  plan 
de  section  circulaire  pour  des  surfaces  (2).  En  particulier, 
le  plan  double  de  la  surface  des  ondes  est  plan  de  section 
circulaire  pour  des  surfaces  (2)  et  le  centre  de  ces  cercles 
est  le  point  P. 

D'après  ce  qui  précède,  pour  un  plan  double  laconique 
du  complexe  se  réduit  à  un  point  double^  en  vertu  du 
principe  de  dualité,  pour  un  point  double  D  le  cône  du 
complexe  se  réduira  à  un  plan  double.  Le  point  double 
était  sur  le  cercle  de  contact;  le  point  double  sera  tan- 
gent au  cône  des  tangentes.  C'est  le  plan  perpendiculaire 
à  OD  mené  par  D.  Gomme  la  droite  OD  est  une  focale 
du  cône  (ii),  la  section  du  cône  par  le  plan  tangent 
comptant  double  admet  le  point  D  comme  foyer.  Pour 
le  point  D  le  cône  du  complexe  (lo)  se  décompose  en 
deux  plans  dont  l'un  coïncide  avec  le  plan  tangentdouble. 
De  même  que  la  droite  singulière  relative  à  un  point  M 
quelconque  pris  sur  le  cercle  de  contact  s'obtenait  en 
joignant  M  au  point  comptant  double  P,  la  droite  sin- 
gulière relative  à  un  plan  tangent  quelconque  du  cône 
des  tangentes  s'obtiendra  en  prenant  l'intersection  avec 
le  plan  comptant  double.  En  eilèt,  toutes  les  droites  ainsi 
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obtenues    sont    bien    perpendiculaires    au    rayon    vec- 
teur OD. 

2.  Pj'opriétés  des  droites  singulières.  —  Pour  termi- 
ner cette  seconde  partie  de  la  solution,  j'insisterai  sur 
deux  propriétés  très  simples  des  droites  singulières. 

11  a  été  reconnu  géométriquement  que  la  droite  sin- 
gulière unique  qui  passe  par  le  point  M  de  la  surface  est 
la  droite  du  plan  tangent  en  M  qui  est  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur  OM.  Cela  résulte  d'ailleurs  aussi  de  la 
formule 


('9) 


a.r  -f-  pj^  -h  Y-^  =  o- 


Si  l'on  désigne  par  a,  p,  y,  a',  ^',  y'  les  coordonnées 
d'une  droite  singulière,  de  sorte  que 

(9)  /a'2-l-m8'2-^;^Y'2— K(a2_^  ^^^-^ï)  =  o^ 

(10)  /aa'-i- m[3^'-i- /iyy'=  o, 

le  complexe  tangent  est  spécial,  et  représente  une  droite 

/a',     /n{b',     /iy',     — Ka,     — K^,     — Ky, 

qui,  d'après  l'équation  (10),  est  perpendiculaire  à  la 
droite  singulière. 

Ces  deux  droites  rectangulaires  peuvent  facilement  se 
définir  géométriquement.  Je  citerai  d'abord  textuelle- 
ment le  Traité d' Analyse  de  M.  Laurent  (t.  II,  p.  291)  : 

((  La  surface  des  ondes  étant  représentée  par 


(4) 

{x^ 

-7^ 

-4-^2)(a2^2^_^ 

'y'- 

-4-c2 

~2 

sir 

on 

fait 

(5) 

jr2_4- j2_|_ 

_0 

=  x. 

(6) 

a2a72H-^,2j2_ 

r-c2 

;^' 

rt2(^2_^c2).r2-h  62(c2^-a2)J2_^_c2(rt2_^_/^2)-2^  llX-r-a'^b^C-*-, 

l'équation   (4)  est  satisfaite F.n  résolvant  les  équa- 


(  /io5  ) 
lions  précédentes  et  en  posant 


A=   Vz>2c2(/;2—  6-2), 


on  trouve 


X  — 


/c2 A2  i  i 

^-^— (X-a2)2(^_62c2;^ 


'^  dx  dx 
on  peut  constater  que  XlT  t~  =  ^7  ^^'  ^J^i  prouve  que 

les  courbes  d'intersection  de  la  surface  des  ondes  avec  les 
surfaces  (5)  et  (6),  où  \  et  jji  sont  constants,  se  rencon- 
trent à  angle  droit.    )> 

Il  est  clair  que  la  tangente  MT  à  toute  courbe  splié- 
rique  tracée  sur  la  splière  (5)  est  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  OM.  Les  droites  singulières  ne  sont  donc 
pas  autre  chose  que  les  tangentes  aux  courbes  d'inter- 
section des  sphères  (5)  et  de  la  surface  des  ondes.  Ces 
courbes  d'intersection  sont  des  coniques  sphériques, 
comme  on  le  voit,  en  écrivant  l'équation  de  la  surface 
des  ondes  sous  la  forme 
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=  O. 


,       K  K  K 

X  X  A 

Considérant  À  comme  un  paramètre  variable,  on  a  les 
cônes  homofocaux  du  cône  (11),  c'est-à-dire  les  cônes 
ayant  pour  focales  les  droites  qui  joignent  le  centre  de  la 
surface  des  ondes  aux  points  doubles. 

Les  droites  perpendiculaires  aux  droites  singulières, 
dans  le  plan  tangent  à  la  surface  des  ondes,  qui  sont  dé- 
finies ici  par  le  complexe  tangent  spécial,  apparaîtront 
dans  la  lin  de  cette  étude  comme  droites  singulières  du 
complexe  des  droites  de  même  paramètre.  Je  pourrais 
me  borner  à  renvoyer  le  lecteur  à  la  Géométrie  analj- 
lique  de  IM.  Piuvost,   où  il   est  prouvé  que   ces  droites 
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sont  tangeiiU's  à  des  iignes  de  coiubiuc  de  (juadriques, 
iulersections  de  deux  surfaces  lioinofocales  appartenant 
à  une  même  famille.  Conservant  les  notations  de  M.  Lau- 
rent, voici  comment  je  vérifie  ces  résultats.  A  la  surface 
des  ondes 


X' 


(4) 


ri—a^        r'^—b-^        r^—c' 

X  —   1-2  ^  ^2  _4_  1.2 


1  =  o, 


r-  =  x^  -+-  y 
je  fais  correspondre  la  famille  de  surfaces  lioniofocales 

,X-  y^  Z^ 


il) 


a- 


62  0  — 


[  =  o. 


Pour  un  système  de  valeurs  iixes  de  .r,  y,  z^  l'équa- 
tion (7)  donne  trois  valeurs  p,,  po^  ps-  Si  l'on  donne  à  ps 
la  valeur /•- ^:x--|-j- -{-  s-,  le  point  {oi-tj-)  -)  est  sur  la 
surface  (4).  Développant  l'équation  (-), 


—  p  [(  62  ^  C2  )  ^2  ^  ,  _  _^  ^2  f.2  __  .  . 


on  a  d'abord 


Pi 


P3 


a^^fji^c-: 


ite  d< 


/•-,  donne 


qui,  par  suite  ue  ps 

pi  H-  ?i=  et 


b'-^cK 


La  somme  des  deux  racines  p,  et  0.,  reste  constante, 
On  a  ensuite 

p3(pl-H  po)  -i-plP2 

^  (<22-H62-l-6-2)(^2_r_^2_|_   -1)  —  a',  j.2  _  _  ^  ^  [,2  cl -^  ^  ^  ,  ^ 

c'est-à-dire 

X(a2_|_^,2_4_c2)_Hpip2 

=  (rt2_|_^2_|_c2)X  —  ;JH-62c2—  C-rt---  rt2/>2. 

d'où 

piP2~  f^'  f''  ■+■  c- ^'  -^  '^-  f>'  —  !■'•• 
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Si  donc  [Ji  reste  constant,  les  deux  parainètr'cs  p,  vl  p.j 
sont  déterminés;  on  a  l'intersection  des  deux  surfaces  de 
la  famille  (-j)  qui  coriespondent  aux  valeurs  Oi  et  p.^  du 
paramètre. 

A  cette  propriété,  pureuient  géométri([U(;,  des  droites 
singulières,  j'en  ajouterai  une  autr(î  ((ui  si;  rattache  aux 
propriétés  optiques  de  la  surface  des  ondes.  Je  m'ap- 
puierai sur  lesformu  les  démon Lrécs  par  ÎNI. Sarrau  (même 
Recueil,  3*^  série,  t.  VJI,  p.  55  i)  : 

«  Désignant  par  /,  //i,  7i  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  l'onde  plane,  par  o)  la  vitesse  de  propagation, 
par  pj  </,  /■  la  direction  de  la  vibration  rectilignc*,  on  a 
les  équations 

!(oj2  —  e) p  =  —  el   {Ip  -+~  niq  -{-  nr), 
{^-  —  f)q  =  —  .M ( ip  -)-  ^nq  -^nr), 
^  (w2  — ^^)/'  =  —  ff/i  {Ip -h  mq -+- nr).   » 

Il  me  suffira  de  rappeler  comment  je  suis  parv(Miu  à 
la  forme  (35)  d'équation  de  la  surface  des  ondes  pour 
obtenir  la  conclusion  désirée.  Mais,  préalablement,  je 
dois  changer  mes  notations  pour  éviter  toute  confusion. 
J'écrirai  l'équation  du  complexe 

(9)  Aa'2-i-  B[3'2+  G7'2—  K(a2-i-  (E^-f-  ^2)  =  „, 

et  le  plau  tangent  en  un  point  sera  désigné  par 
UT  -^  vy  -{-  IV  z  -^  to  =  (),  a-  -\-  i^--\-  (v-  =  i . 

On  éliuiine  d'abord  a,  [B,  y  entre  les  équations 

/  y'p  —  ^'(P  =  atu. 

(21)  l  ol'w  —  Y  a  =  p(o, 
(  ^' a  —  ce' V   =  ^(oj, 

i   —  K(y<-'  —  t^'ï')  "  Aa'(o. 

(22)  /  —  K(a(v  — Y^.)  =  Bfi'fu, 
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ce  qui  donne 

a  (  ,,j2  _       j  —  _        uiwx  -^  v'p  -^  w-(  ), 


Ces  équations,  si  l'on  pose 

K  _  K  K  _ 

A  ~^'  B  ~^''  G  ~^"'' 

ne  did'èrent  des  équations  (91)  que  par  les  notations.  La 
normale  à  l'onde  plane  est  la  normale  ii,  ^^  w  à  la  surface 
des  ondes  en  M;  la  vitesse  de  propagation  m  est  la  dis- 
tance de  l'origine  au  plan  tangent  en  M;  la  direction  de 
la  vibration  rectiligne  est  a',  |i',  y'.  Or  on  sait  que 

est  le  plan  qui  passe  par  la  droite  a,  ^3,  y,  a,  [ii',  ^^  et  l'ori- 
gine des  coordonnées.  La  direction  de  la  vibration  est 
donc  perpendiculaire  au  plan  mené  par  l'origine  et  parla 
droite  singulière.  «  Les  deux  racines  co-  sont  fournies  par 
l'équation 

qui  coïncide  avec  l'équation  aux  vitesses  des  ondes 
planes  trouvée  par  Fresnel. 

»  A  chacune  de  ses  racines  correspond  une  direction 
déterminée  de  la  vibration,  de  sorte  (jue,  dans  chaque 
direction  se  propagent,  avec  des  vitesses  différentes,  deux 
ondes  planes  polarisées.    » 

Le  résultat  est  très  net.  Si  D  et  D' sont  les  deux  points 
doubles  réels  de  la  surface,  par  chaque  ravon  vecteur  OM 
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passent  deux  cônes  ayant  pour  focales  communes  01)  cl 
OD'. 

D'après  les  propriétés  des  coniques  spliériques,  les 
plans  tangents  à  ces  cônes  le  long  de  OM,  lesquels  pas- 
sent, d'après  ce  qui  précède,  par  les  droit(\s  singu- 
lières, sont  les  plans  bissecteurs  des  plans  UOM,  D'OM. 
Des  normales  à  ces  plans  bissecteurs,  droites  de  direc- 
tion a',  [S',  y,  sont  les  perpendiculaires  menées  à  OM  dans 
ces  plans  bissecteurs.  Ce  sont  précisément  les  directions 
des  deux  rayons  lumineux  polarisés  qui  se  propagent 
dans  la  direction  OM. 


Troisième  Partie. 

J'arrive  maintenant  à  la  recherche  de  la  surface  sin- 
gulière en  coordonnées  de  droites,  et  je  n'aurai  le  plus 
souvent  qu'à  appliquer  au  complexe  spécial  traité  ici  les 
résultats  généraux  indiqués  par  M.  Klein  (^Matherna- 
tisclie  Annalen,  zweiter  Band,  i  870).  Je  renverrai  d'ail- 
leurs à  l'article  cité  pour  toutes  les  propriétés  géomé- 
triques qui  ne  trouveront  pas  place  ici. 

I.   Forme  canonique.  —  Je  considère  le  complexe 

(2)  aa'+p!3'-+-77'=o. 

Pour  le  ramener  à  la  forme  canonique  de  M.  Klein, 
je  remplace  les  six  coordonnées  a,  (3,  y,  a',  p',  v'  par  six 
autres  Xi,  x-^^  oc^,  .r.,,  ^5,  Xc  définies  par 

[   s/axi  =  a  -r-  ai(x\  i\J ax^  =  a  —  «ta', 

(3)  I  slbx^^^-^bi^\  ls/bx^^'^-bi'^\ 
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Les  équations  (i)  et  (2)  sont  rernplaeées  par 

(4)  a{x'l  —  xl)  -^  b(xl  —  ■2"!)-f-c(x|  —  xl)  =  o, 

(5) 


X] 


Xf 


X'.-\-Xâ  =  o. 


Je  rappellerai  que  l'équation  (4)  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier (le  la  forme  canonique  relative  au  complexe  du 
second  degré  le  plus  général, 

(4  bis)     kixl  -f-  /i2^|  H-  ^^3^3-1-  A"4^|  -T-  ^ôxl  -+-  AqxI  =  o. 

Pour  le  complexe  général  (4  Ins)^  la  surface  singu- 
lière est  une  surface  de  degré  4  et  de  classe  4,  à  16  plans 
doubles  et  16  points  doubles,  étudiée  sous  le  nom  de 
surface  de  Kunimer . 

Avec  les  coordonnées  tétraédriques  ordinaires  qui  cor- 
respondent à  l'identité  (2),  le  complexe  général  se  ra- 
mène à  la  forme 

Aa2+Bp2_i_GY2_|_A'a'2-i-B'|â'2-f-C'Y'2 

+  2JDaa'H-2E3,3'M-2F7Y'=o. 

Si    les    trois    rectangles    peuvent    disparaître,    c'esi- 

à-dire  si 

Dz=E  =  F, 

il  serait  facile  de  disposer  des  trois  constantes  ^>-,  //,  k  de 
manière  que  la  transformation  liomograpliique 

X  =■  g\^         y  =  h\\         z  —  k'L 
ramenât  à  la  forme  (i) 


/a'2 


ma 


ft'2 


;iY  --i —  a-  —  li- 


Y-  =  O. 


Lorsque  ce  cas  se  présente, 

D  =  E  :=  F, 

la  surface  singulière  est  ce  que   Idn  appelle  un   tclra- 
êdroïde. 

Je  laisserai,  d'ailleurs,  complètement  de  côté  ces  cjucs- 
lions  plus  générales  pour  me  borner  an  complexe  (1). 
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^.  Tdiigenies  de  la  surface  sinf^ulièia.  —  \a'.  point 
singulier  associé  N  est  déterminé  pai-  la  droite.'  singulière 
D(a,(3,y,  a/,  [^',y')  et  parla  droite  A(a,  ,;ii,  ,7, ,  a',,  [i',,*/,) 
que  définit  le  complexe  tangent  spécial 

a^  =  a-(x' ,         a'j  —  —  a. 

Une  tangente  T  à  la  surface  singulière  est  une  di(jite 
passant  par  le  point  N  d'intersection  de  D  et  A  dans  le 
plan  DA.  Je  dis  qu'elle  a  pour  coordonnées 

Xa  +  aj,      ,..,     Xa'-f-a'i,      .... 

Pour  le  prouver,  il  suffît  de  remarquer  qu'on  peut  dé- 
finir trois  droites  D,  A,  T  satisfaisant  aux  conditions  pré- 
cédentes respectivement  par 


X    y     z     t  )  \x'    y     z'     t' 

^  -ri  K  ^ 

.X  +  x'     "ky^y     Iz-i-z'     \t-^t' 

La  réciproque  se  démontre  sans  difficulté  en  supposant, 
bien  entendu,  que  les  droites  D  et  A  aient  un  point  com- 
mun; le  paramètre  \  a  une  signification  géométrique 
bien  connue  qui  sera  utilisée  par  la  suite. 

Si  l'on  etï'ectue  la  transformation  définie  par  les  for- 
mules (3),  les  droites  D  et  A  prendront  les  coordonnées 

^{■)    -^'2^    <^3î    «^-''n    '^o')    "^0      ^t     ^' {•>    «^-^î    ^^ii    ^ ':')   "^57    "^(l*    ^-^'^ 

aura 

\]ax'^  =  a'-oi' —  aia  = —  iaxi, 

et,  au  lieu  de;  A  a  -}-  a, ,  on  trouverait 

X Xi  -+-  x\  =  xi  (À  —  la ). 
Pour  éviter  les  imaginaires,  on  posera  A  =  — 13-,  et  la 
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tangente  T  deviendra,  en  divisant  les  six  coordonnées 
homogènes  par  —  z, 

(<7  -h  a)Xi,     .... 

3.  Surface  singulière.  —  Je  suivrai  ici,  pas  à  pas,  le 
calcul  de  M.  Klein,  Le  complexe  général  est  représenté 
par 

(4)  k]^x\-\-  k^xl^  k^xl-^  ki^xl^  k~^xl-\-  k^xl  =  o, 

(5)  x\-\- x\-i- xl-\- xl-^  x\-\- xl  =  o. 

Les  formules  de  transformation  (3  )  permettent  de  vé- 
rifier que  le  complexe  du  premier  ordre 

S  «2/37/  =  O 

sera  spécial  quand  on  aura 

S  af  =  o. 
Appliquant  cette  condition  au  complexe  langent 

ÂTi  iTi  37  j  -T- .  .  .  =  O, 

on  voit  que  les  droites  singulières  seront  définies  par  (4), 

(5)  et 

(6)  k\x\  +  klxl-^  klxl-^  klxl^  klxl^  klxl^  o. 

En  vertu  de  (5),  ou  peut  altérer  tous  les  coefficients 
du  complexe  (4)  d'une  même  constante,  et  l'on  obtient 
facilement 

{\  bis)  {ki-\-Q)  x\-^{kç,-+-a)  x\-^. .  .=  o, 

(5  bis)  x'\-\- -f-rl -T". . .  =  o, 

(6  bis)  (A-iH-a)2:rf +  (A-2-ha)2j'2_^   _^  o. 

Dans  le  complexe  du  concours,  on  doit  prendre 
kl  =  rt,        /i2  =  —  <^,         • . .  • 

Si  l'on  prend  AiX,,  ^2^27  •  •  •  pour  coordonnées  de  la 
tlroilc   délinie    [)ar  le  coni[)le\e  s[)écial  et  (pic  Ton  dé- 
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signe  par  j)'^,,  jKo?  J^' J '"To  J'«   ^^'^  coordonnées  d'une 
tangente  T,  on  pourra  poser 

et,  d'après  la  remarque  faite  au  n^  2,  on  aura 

a  =  tX, 

).  ayant  la  signification  géométrique  indicjuée. 
Ayant j^i=  Xi{ki-\-  a-),  on  obtient 

_    y^ 

ki  -+-  a 
et,  portant  dans  les  équations  (6  his^^  (4  his^  et  (5), 
(7)  7ï+7i+rl+7l  +  rl+7i  =  ", 


(8) 


(9) 


A'i -+- a        k^-^  Q        A"3-t-a- 


r!     ,     n     ,     .>'«_=o. 


7i        ,       ri        ,       7l 


(A-i4-a)2        (/<:2_Ha)2        (y^g-^a)"^ 


7l       ,       .ri       ,       yl      ^^ 


(A-4+(7)2        (/vsH-^)^        (A-6  +  a)2 


L'équation  (7)  apprend  seulement  que  7<,j)'o,  ... 
sont  les  coordonnées  d'une  droite. 

«  L'équation  (8)  est  du  quatrième  degré  en  t.  L'é- 
quation (9)  apprend  que  la  dérivée  de  (8)  relativement 
à  !7  est  nulle.  L'équation  en  coordonnées  de  droite  de  la 
surface  singulière  est  le  discriminant  de  l'équation  (8) 
pris  par  rapport  à  <7.  Comme  cela  doit  être,  cette  équa- 
tion est  de  degié  12.   » 

4.  Faisceau  de  complexes.  —  Cela  fait,  M.  Klein 
énonce  ce  résultat  très  remarquable,  que  je  me  propose 
de  démontrer  directement. 


M'4) 

((  Si  1  prend  une  valeur  numérique  déterminée,  l'é- 
quation (8)  représente  un  complexe  du  second  degré.  Ce 
complexe  a  même  surface  singulière  que  le  complexe  (4), 
carie  système  des  équations  (7),  (8).  (9)  ne  change  pas 

si  Zq,  est  remplacé  par  -, 

»  L'équation  (8)  donne  le  système  de  complexes  du 
second  degré  liés  à  la  surface  singulière.  Cette  équation 
est  analogue  à  celle  des  surfaces  liomofocales  du  second 
degré.    » 

Laissant  au  lecteur  le  soin  de  vérifier  que  les  équa- 
tions (7),  (8),  (9)  ne  changent  pas  si  l'on  remplace  A"a 

par  T '  j<^  remarquerai  que,  éliminer  o-  entre  (8)  et 

(9),  c'est  clierclier  une  équation  qui  soit  vérifiée  par  les 
coordonnées  des  droites  singulières  de  tous  les  com- 
plexes (8),  car  le  complexe  tangent  de  (8) 


.ri  ri 
/il  -h  j 


-h .  .  .  =  o 


n'est  spécial  que  si  l'équation  (9)  est  vérifiée.  Or,  d'après 
le  raisonnement  primitif,  toutes  les  droites  vérifiant  l'é- 
quation obtenue  en  éliminant  1  entre  (8)  et  (9)  doivent 
être  tangentes  à  la  surface  singulière  de  (4)-  H  faut  donc 
que  les  droites  singulières  de  tous  les  complexes  (8) 
soient  tangentes  à  la  suiface  singulière  de  (4),  ce  qui 
exige  que  tous  les  complexes  (8)  aient  même  surface  sin- 
gulière. 

11  reste  à  établir  que  tous  les  complexes  du  second 
ordre  admettant  la  surface  donnée  comme  surface  singu- 
lière sont  compris  dans  la  formule  (8).  Pour  cela,  on 
remarque  d'abord  que,  «  si  (7  )  est  une  droite  donnée, 
l'équation  (8)  définit  quatre  conq)lexes  passant  par  la 
droite  et  admettant  la  surface  donnée  comme  surface  sin- 
gulière ».  Il  suflitde  prouver  directement  que  Ton  jH*ut 
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construire  quatre  complexes  du  second  ordre  qui  admet- 
tent une  surface  de  Kuinmer  donnée  comme  surface 
singulière,  et  qui  passent  en  outre  par  une  droite 
donnée.    » 

N'ayant  pas  à  ma  disposition  les  théorèmes  généraux 
sur  lesquels  M.  Klein  s'appuie,  je  proposerai  la  démon- 
stration suivante  : 

Soient  A  la  droite  donnée  que  je  ne  suppose  pas  tan- 
gente à  la  surface,  et  «,,  a,^  a^,  a,  ses  points  d'inter- 
section avec  la  surface.  Si  l'on  imagine  un  complexe  du 
second  degré  passant  par  A,  il  admettra  en  a,  une  droite 
singulière  unique  que  j'appellerai  D. 

Je  dis  que  le  plan  AD  est  tangent  à  la  surface.  En 
effet,  d'après  les  propriétés  des  droitcîs  singulières,  la 
section  par  le  plan  AD,  si  elle  était  indécomposable, 
serait  tangente  à  D  en  a^  ^  comme  la  droite  A  doit  être 
aussi  tangente  à  la  conique  comme  droite  du  comphîxe, 
cette  conique  se  réduit  évidemment  à  deux  points,  dont 
l'un  est  le  point  a^ .  Le  plan  AD  est  tangent  et  non  en  «, . 
Si  l'on  joint  «,  à  son  point  de  contact  /?/<,  on  aura  la 
droite  singulière  relative  à  ce  plan,  qui  rencontrera  la 
surface  en  un  point  nouveau  Z>,  qui  est  le  second  point 
clierclié.  Le  cône  relatif  au  point  Z><  comprenant  déjà  le 
plan  AD  doit  passer  par  la  droite  singulière  relative  à 
^4,  qui  se  trouve  alors  déterminée. 

La  droite  singulière  étant  déterminée  en  «,  se  trou- 
vera, par  cela  môme,  déterminée  en  <7o,  a^  et  a^.  En 
effet,  j'ai  remarqué  que  le  plan  tangent  tourne  réguliè- 
rement de  180"  quand  le  sommet  du  cône  décrit  une 
droite  A  du  complexe.  Cela  fixe  les  plans  tangents  à 
choisir  en  <7o,  a^^  a,,  dès  que  le  plan  langent  en  a^  a  été 
choisi.  J'aurais  d'ailleurs  pu  dire  aussi  que  le  rapport 
anharmonique  des  plans  tangents  en  quatre  points  d'une 
génératrice  du   complexe   était  le   même  que  celui  des 
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quatre  points  correspondants,  ce  qui  donne  ce  théorème 
connu  : 

Le  rapport  anharmoiiique  des  quatre  plans  tangents 
<]ue  L'on  peut  mener  par  une  droite  à  une  surface  de 
Kumnier  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  d' intersection  de  la  droite  avec  la  surface. 

Les  droites  singulières  en  a,,  «o,  «3,  «4  étant  déter- 
minées, on  obtiendra  un  point  b^  donnant  des  généra- 
trices b^a^-^  b^a^,  b^ar^  du  complexe,  et  de  même  des 
points  Z>2,  ^3,  ^. 4,  en  remplaçant  successivement  a,  parao» 

Je  dis  que  le  cône  du  complexe  relatif  à  tout  point  a 
de  la  droite  A  est  déterminé.  On  lui  connaît,  en  effet, 
cinq  génératrices  distinctes  A,  a^,,  aZ>2,  «^3,  ab.,. 

La  même  chose  a  lieu  pour  les  droites  Z><«2i  I^k^z-, 
b^  «4,  .  .  . ,  c'est-à-dire  pour  douze  nouvelles  droiles. 

Cela  posé,  si  l'on  veuC  déterminer  la  conique  du  com- 
plexe située  dans  un  plan  quelconque,  on  déterminera 
l'intersection  à  distance  finie  ou  infinie  du  plan  donné 
avec  la  droite  A  et  les  douze  droites  auxquelles  on  pour- 
rait adjoindre  les  droites  joignant  a,,  «3,  «4  aux  deux 
nouveaux  points  de  rencontre  de  ^,  «o  avec  la  sur- 
face, etc.  Si  a  est  l'intersection  avec  A,  le  cône  de 
sommet  a  étant  déterminé,  les  deux  génératrices  suivant 
lesquelles  il  est  coupé  par  le  plan  sont  deux  tangentes  à 
la  conique  cherchée.  J'obtiens  donc  au  moins  vingt-six 
tangentes  pour  déterminer  la  conique,  ce  qui  est  plus 
que  suliisant. 

La  conique  relative  à  un  plan  quelconque  étant  déter- 
minée, pour  obtenir  un  cône  de  sommet  S,  il  suffit  de 
faire  passer  trois  plans  par  ce  point  et  de  mener  les  six 
tangentes  aux  conicpies  déterminées  par  les  trois  plans. 

En  résumé,  la  droite  D  étant  choisie,  le  complexe  est 
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parfaitenioiit  déterminé.  Or,  J,i  dioilc  I)  élaiif.  rint.cr- 
scclion  du  jdaii  langent  en  a^  avec  J'un  des  quatre  plans 
menés  par  A,  on  aura  <;n  général  quatre  solutions  dis- 
tinctes. 

On  peut  facilement  ajouter  ce  tliéorème  : 

Quand  une  surface  de  Kunnner  est  donnée  ainsi 
(juune  di'oite  tan^ente^  on  peut  constiuiie,  et  d'une 
seule  manière j  un  complexe  du  second  degi'é  (fui  ad- 
mette la  surface  comme  surf  ace  singulière,  et  la  droite 
comme  ligne  droite  singulière. 

En  effet,  soit  1)  la  tangente  donnée.  Je  mène  par  la 
droite  D  un  quelconque  des  deux  plans  tangents  dont  le 
point  de  contact  ne  soit  pas  le  point  de  contact  de  D  avec 
la  surface.  Toute  droite  A  située  dans  ce  plan  et  passant 
par  le  point  de  contact  de  D  avec  la  surface  doit  appar- 
tenir au  complexe,  qui  est  parfaitement  déterminé,  puis- 
qu'on connaît  une  droite  A  et  la  droite  singulière  D  en 
un  des  points  «,  où  A  rencontre  la  surface. 

L'équation  générale  (8)  nous  montre  en  outre  ce  ré- 
sultat curieux,  que  si  l'on  part  du  complexe  (4)  et  qu'on 
prenne  en  un  point  M  de  la  surface  la  tangente  T  qui 
divise  l'angle  DA  dans  un  rapport  déterminé  par  le  pa- 
ramètre )^,  ce  rapport  se  maintiendra  constant  en  tout 
point  de  la  surface.  En  général,  étant  donnés  quatre 
complexes  du  faisceau  dont  les  droites  singulières  for- 
ment un  rapport  anharmonique  R  en  un  point  jiarti- 
cujier  M  de  la  surface  singulière,  on  peut  alîirmer  que 
ce  rapport  anliarmoni([ue  se  trouvera  invariable  en  tout 
autre  point  de  la  surface. 

5.    Cas  particulier .  —  Pour  le  complexe  étudié  ici 

a{x\  -xl^-^-b{xl  —  .rf  )-^c{xl~Tl)=  o, 
Ann.  de  Mathdmat.,  .']•■  série,  t.  VIII   (Scptcmhro  iSS()).       '^7 
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le  faisceau  se  réduit  à 

x]  .ri 


a  -\-  (5        —  a  H-  a 

et,  en  revenant  aux  a,  ^,  y,  a',  [^',  y'  par  les  formules  (3), 

(et  -+-  aia'y        —  (3t  —  aia'f  _ 

a(a-f-a)       '      a( — « -f- a-) 

Les  deux  premiers  termes  donnent,  en  les  ajoutant, 

I   ^ai(JOi(x' — Q.a{oc^ — a'^a.'^) 
a  a2— «2  ' 

et,  en  remplaçant  o-i  par  a,  comme  on  devait  s'y  attendre, 
on  trouve 


(10) 


2Xaa'+a2a'2_a2        2X^8'+ è2p'2— p2 
X2+a2  '  X^^b^       '^ 

^Xyy'h-cSy'^— 72  _ 


X2  +  c2  ' 

(II)  «a'-f-pp'+YY'^o. 

Pour  que  l'on  puisse  faire  disparaître  les  rectangles, 
il  faut  el  il  suffit  que 

X X  _  _        X 

ce  qui,  en  supposante,  l?  el  c  durèrent^,  ne  donne  que 
deux  solutions  ).  =  o  et  \  =  00.  Or,  comme  on  va  le  voir 
en  développant  l'équation  (10),  les  deux  complexes  par- 
ticuliers que  l'on  trouve  ainsi  sont,  d'une  part  le  com- 
plexe étudié  ici,  d'autre  part  le  complexe  des  droites  de 
même  paramètre.  D'après  la  signification  de  À,  on  voit 
que  les  droites  singulières  de  ces  deux  complexes,  corres- 
pondant au  même  point  de  la  surface  des  ondes,  sont  rec- 
tangulaires. D'une  manière  plus  complète,  en  un  point  M 


(  1',9  ) 
do  la  surface  des  ondes,  il  existe  nue  droile  singulière  I) 
pour  uolrtî  e()nn)l(îxe:  le  complexe  spécial  langent  dé- 
finit une  perpendiculaire  A  à  D.  Si  l'on  passe  au  com- 
plexe des  droites  de  même  païamètic,  I)  et  A  s'interver- 
tissent. 

Développant,  on  trouve 

X''(a2a'^  +  ...— a2...)  +  2>^M(<^^-+-c2)aa'...] 


2X[62c2aa'  +  ...] 


On  a  d'ailleurs 


^>2c2(a2a'2_a2)  +  ... 

F  /  «2  32  72  \ 

a^b-c-  \  '  '  a-        o~        c-  J 

T.,  .    '  ï     l^-'^'     W     r('\ 

aib'-c-^\a^         //2    ^  c-i  I 

On  voit  que,  si  la  droite  donnée  est  sur  le  complexe 
étudié  ici,  l'équation  en  \  a  une  racine  inlinie;  si  la 
droite  donnée  est  droite  singulière  sur  le  complexe,  on 
a  deux  racines  infinies. 

D'ailleurs,  il  ne  faut  pas  oublier  que  les  coefficients  rt-, 
Z>-,  c^  des  complexes  ne  sont  nullement  les  carrés  des 
demi-axes  des  surfaces  du  second  degré  qui  ont  servi  rà 
définir  les  deux  complexes  remarquables  dont  il  s'agit. 

6.   Théorème  final.  —  Soit  le  faisceau  général 

(8)  ^L_ +  _!!-+...  ^_o. 

^    ^  A"! -ha       k^-\-  <y 

Les  droites  singulières  relatives  à  un  complexe  du  fais- 
ceau ne  dépendent  que  de  deux  paraniètres.  L'équa- 
tion (8)  va  permeltre  de  les  exprimer  eUectivement  en 
fonction  de  deux  paramètres. 
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Je  puis  loiijoiirs  faiie  correspondre  le  complexe  con- 
sidéré à  la  valeur  o  du  paramètre  i.  Pour  toute  droite 
siugulière  de  ce  complexe,  l'équation  (8)  aura,  outi-e 
deux  lacines  nulles,  deux  racines  que  je  désigne  par  p 
et  0,.  On  a  identiquement,  en  désignant  par  c  un  para- 
mètre qu'il  est  inutile  de  déterminer. 


2 


xj 


(p_cr)(p,— a)cr2 


d'où,  en  faisant  successivement  t  =  /, , ,  t  =:  Z^,?  • 

^î=  Al  (p  —  A-i)(  pi  — /.-,), 


Or,  de  là  résulte  (Darboux,  Leçons  sur  les  surfaces,  t.  1. 
p.  i/xi)  que  les  six  coordonnées  homogènes  de  la  droite 
satisfont  à  l'équation 


(?-?i) 


dp  '}pi 


1  ^ 


Celte  écjuation  dilïérentielle  est  préciséuient  celle  que 
M.  Darboux  désigne  par  la  notation  (t.  II,  p.  ^o) 


v.(-L, 


11  me  sufiit  maintenant  de  cit(;r  le  résultat  suivant,  dé- 
montré par  M.  Darboux  (t.  II,  p.  345)  : 

((  Soient  (G)  une  congiuence  de  droites,  (S)  et  (Sj) 
les  deux  nappes  de  sa  surface  focale  : 

»  La  condition  nécessaire  et  sulîisantiî  pour  que  les 
lignes  asymptotiqucs  se  correspond(;nt  sur  les  deux 
nappes  (S),  (Sj)  est  que  les  six  coordonnées  de  chaque 
droite  de  la  congruence,  qui  sont  fonctions  de  deux  pa- 
ramètres variables,  vérifient  une  même  ('quatinn  liiK'airr 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordie.    <> 


(  4'-'  ) 

D'une  manière  pluvS  générale,  on  peut  considérci-  la 
congruenee  formée  par  les  droites  communes  à  dcmx 
complexes  du  faisceau.  Si  l'on  substitue  dans  (8)  les 
coordonnées  d'une  pareille  droite,  deux  racines  de  l'é- 
quation en  (7  sont  connues,  et,  en  désignant  les  deux 
autres  par  p  et  p,,  le  calcul  précédent  subsiste  sans  mo- 
dification. Les  lignes  asymptotiques  se  correspondent 
sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale. 


THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  FRACTIONS  DÉGAGÉE  DE  TOLTE 
CONSIDÉRATION  IMPLIQUANT  SOIT  LA  SLRDIMSION  DE 
LTNITÉ  ABSTRAITE,  SOIT  L'INTERVENTION  DES  GRANDEURS 
CONCRÈTES.  -  SON  APPLICATION  A  LA  SPÉCIFICATION  MA- 
THÉMATIQUE DE  CES  DERNIÈRES. 

Extrait  de  Leçons  nouvelles  sur  l'Analyse  infinitésimale 
et  ses  applications  géométriques  ('); 

Par  m.  Ch.  MÉRAY, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon, 

Avec   l\  collaboration  de  M.   Gh.   RIQUIER, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 


Dans  les  Traités  d'Arithmétique,  les  fractions  sont  pré- 
sentées tantôt  comme  des  sommes  de  parties  aliquotes  de  l'u- 
nité abstraite,  ce  qui  est  inintelligible,  tantôt  comme  des  me- 
sures numériques  de  grandeurs  qui  ne  sont  pas  des  multiples 
exacts  de  leurs  unités. 

De  cette  dernière  manière,  il  est  vrai,  les  élèves  aperçoivent 
immédiatement  ce  qu'il  faut  entendre  par  |  de  mètre,  f  de  mi- 
nute, etc.,  mais  ils  ne  conçoivent  qu'à  la  longue  et  empirique- 


(•  )  En  préparation. 
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ment,  c'est-à-dire  sans  pouvoir  jamais  expliquer  le  fond  des 
choses  aussi  clairement  qu'ils  le  voudraient,  à  eux-mêmes  ou  à 
autrui,  ce  que  sont  ^, -1,  abstraction  faite  de  toute  mensu- 
ration physique,  ce  qu'il  y  a  sous  les  signes 


3  _4_  5  3    v^    o 


3  .  1 

4  •  7  ' 


Là  d'ailleurs,  comme  dans  d'autres  parties  de  l'Analyse  pure, 
il  y  aurait  à  critiquer  l'intervention  des  grandeurs  concrètes; 
car  la  science  des  nombres  abstraits  ne  peut  acquérir  une  clarté 
et  une  unité  complètes  sans  l'exclusion  rigoureuse  de  toute 
considération  étrangère. 

La  théorie  suivante  semble  ne  rien  laisser  à  désirer  sous  le 
rapport  de  la  simplicité  et  de  son  aptitude  à  succéder  d'une 
manière  tout  à  fait  naturelle  à  celle  des  nombres  entiers. 


3.  Les  nombres  entiers  de  l'Aiitliinétique  élémen- 
taire, sur  lesquels  roulent  exclusivement  en  définitive 
toutes  les  opérations  exigées  par  les  applications  numé- 
riques, sont  les  seuls  aussi  qui  interviennent  au  fond 
des  spéculations  théoriques^  mais  l'impossibilité  fré- 
quente de  certaines  opérations  troublerait  gravement 
l'uniformité  désirable  dans  le  mécanisme  des  transfor- 
mations analytiques  et  compliquerait  les  énoncés  de  res- 
trictions continuelles,  si  l'on  ne  tournait  l'obstacle  en 
substituant  aux  nombres  et  aux  opérations  véritables 
des  fictions  pour  lesquelles  l'impossibilité  correspon- 
dante ne  se  présente  jamais  et  d'où,  quand  il  le  faut,  on 
revient  à  la  réalité  sans  aucun  ellort. 

Telle  est,  en  particulier,  l'origine  des  fractions,  dont 
la  conception  supprimt;  les  dillicultés  de  forme  qui, 
autrement,  naîtraient  de  l'impossibilité  d'exécuter  toutes 
les  divisions  (de  nombres  entiers). 

\.  L(^  rcsultdi  de  l'o/ni/ ation  composée  cunsislant  à 
multiplie/'  un  entier  donne  \\  pai  un  second  nombre  //, 


(  4^3  ) 
pais  à  diviser  le  produit  par  un  troisième  d  {non  ^:=  o) 
{celte  dis^ision  étant  supposée  possible) y  peut  aussi  bien 
être  obtenu,  suivant  les  circonstances  : 

i"  Si  E  est  divisible  par  d,  en  faisant  cette  division 
et  multipliant  le  quotient  obtenu  par  n-^ 

2°  Si  n  est  divisible  par  r/,  en  faisant  la  division  et 
en  multipliant  Y,  par  le  quotient  obtenu. 

On  conçoit  que  ce  dernier  jnécanisme  de  l'opération 
considérée  puisse  être  quelquefois  préférable  aux  deux 
autres,  soit  en  rendant  plus  nette  la  conception  du  ré- 
sultat, soit  en  facilitant  ses  combinaisons  ultérieures 
avec  d'autres  nombres,  etc. 

Pour  en  conserver  les  avantages  quand  n  n^ est  pas 
divisible  par  d,  on  convient  de  représenter  même  alors 
le  résultat  de  l'opération  ci-dessus  par  le  signe 

(,)  Ex^         (ou     »xe), 


propre  au  cas  où  n  est  divisible  par  6?,  en  lui  laissant  le 

n 
d' 


nom  de  produit  du  nombre  E  par  le  ÎAClewv  fictif 


Ces  facteurs  fictifs,  dont  les  combinaisons  sont  sou- 
mises à  un  ensemble  de  règles  que  nous  allons  exposer 
rapidement,  sont  précisément  les  nombres  fraction- 
naires ou  fractions . 

Comme  le  mode  (i")  d'exécuter  l'opération  composée 
dont  nous  parlons  conduit  à  en  appeler  le  résultat  les 

^^^iènics  ^g  j^^  •]  ggj.  iiaturel  d'appeler  la  fraction  —.  aussi 

bien  n  ^/^^'"^^  que  n  sur  d;  d'où  les  noms  de  numérateur 
et  dénondnateur  donnés  à  ses  deux  termes  /z,  d  respec- 
tivement, dont  le  second  doit  être  essentiellement  sup- 
posé différent  de  o . 
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5.  Si  la  comparaison  des  produits  des  deux  frac- 
tions -pi  -pi  par  un  seul  entier  E  Jion  ==  o  donne  lieu  à 

V une  des  relations 

P  n'  >      n" 

la  même  relation  aura  lieu  entre  les  produits  des 
mêmes  fractions  par  tout  autre  entier  {non  =  o,  pour  la 
prendère  et  la  dernière^,  pourvu,  bien  entendu,  que  ces 
multiplications  ficti^^es  soient  toutes  exécutables  (4)- 

Ou  exprime,  en  conséquence,  la  corrélation  constante 
existant  à  ce  point  de  vue  entre  les  deux  fractions  dont 
il  s'agit  en  disant,  selon  le  cas,  que  la  valeur  de  la  pre- 
mière est  supérieure^  égale  ou  inférieure  à  celle  de  la 
seconde,  et  en  écrivant  comme  d'habitude 

(    \  !^-^ 

^^^  d''^d"' 

Pour  qu'il  existe  entre  ces  fractions  Vune  de  ces 
relations  fictives,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  entre 
leurs  ternies  celle  semblable  dans  le  tableau 

n'd"  =  ii"d'. 
< 

En  particulier,  quand  deux  fractions  ont  même  dé- 
nondnateur ,  leur  relation  d^ égalité  ou  d'inégalité  est 
celle  même  existant  entre  leurs  numérateurs. 

Quand  elles  ont  même  numérateur  Tion=^o.,  leur 
égalité  entraine  celle  de  leurs  dénominateurs,  et  leur 
inégdlité  celle  de  sens  contraire  entre  ces  derniers 
nombres. 

6.  En  multipliant  les  deux  termes  d'une  f Faction 
par  un  même  nond)re,  ou  en  les  divisant  par  quelque 
dii^iseur  commun,  on  obtient  une  fraction  égale. 


(  \'-'>  ) 

Car  les  lermcs  des  fraclioiis  -.,  -J— ,?  par  exemple,  doii- 

a     Kci     *  ■■ 

lient  évideininent 

nj<.d  =  kn.d. 

On  exprime  encore  la  même  chose  en  disant  i\\x  une 
fraction  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  niultiplie  ou 
dwise  par  un  même  nombre  ses  deux  termes  à  la  fois. 
D'où  la  distinction  évidente  et  essentielle  à  faire  entre 
la  valeur  et  \3l  forme  à' une  fraction  donnée. 

Quand  les  deux  te l' mes  d'une  fraction  sont  premiers 
entre  eux,  aucune  autre  ne  peut  lui  être  égale,  à  moins 
que  les  siens  ne  soient  respectivement  des  équimultiples 
de  ceux  de  la  proposée,  et,  par  suite,  qu'ils  ne  leur 
soient  au  moins  égaux. 

On  réduit  donc  une  fraction  donnée  à  sa  forme  ou 
expression  la  plus  simple,  en  divisant  ses  deux  termes 
par  leur  plus  grand  commun  diviseur:  on  su[)posc  habi- 
tuellement cette  réduction  elïectuée  quand  on  ne  fait 
pas  mention  du  contraire. 

7.    Des  fractions  quelconques 

n^       n^       nT 
d'     d"'     d'"' 

étant  données,  on  les  réduit  au  même  dénominateur , 
c  est-à-dire  on  leur  donne,  sans  changer  leurs  valeurr, 
les  formes  nouvelles 

..,,  N'       N"       N'" 

dont  les  dénominateurs  sont  égaux,  en  multipliant  les 
deux  termes  de  chacune  des  fractions  proposées  res- 
pectivement par  les  quotients  obtenus  en  divisant  par 
d\  d" j  d^'\  •  •  •  5  successivement j  quelque  multiple  com- 
mun M  de  ces  dénominateurs  primitifs. 
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On  obtiendrait  les  valeurs  mini  ma  des  termes  des 
nouvelles  fractions  (3)  en  réduisant  préalablement  les 
proposées  à  leurs  plus  simples  expressions  et  prenant 
ensuite  pour  M  le  plus  petit  commun  multiple  de  leur 
dénominateur. 

8.   Les  opérations  indif/uées  par 

^d''    ^^'     ^--TF"     '" 

étant.  SLijyposées  possibles,  la  coiiihinaisou  de  leurs  ré- 
sultats par  voie  d'addition  et  de  soustraction 

n'            n"           n'" 
U)  ^  ^,  -^  d'  -~     cl'" 

donne  un  nombre  (jui,  quel  que  soit  E,  peut  aussi  être 
obtenu  en  multipliant  cet  entier  par  une  seule  fraction. 
Si  les  fractions  données 


n'        n         n'" 

sont  les  fractions  (3)  à  même  dénominateur,  il  vient  im- 
médiatement (4) 

N'          N"          N'" 
•  E  —  -*-  E  —  -!-  E    -  -^ .    . 
D'  ~     D"  ~     D'" 

EN'iiz  EN"iiz  EN'"±. . .         E(  .\'=z  \"zb  N"'±.. .) 


=  E 


D  D 

N'dr  N"±  N"'±.  . 


D 


Sinon,  on  les  réduira  au  même  dénominateur  (7)  avant 
de  raisonner  de  cette  manière. 

Toute  autre  fraction  dont  le  produit  par  E  est  égal 
au  /lonibre  composé  (4)  est  égale  à  celle  que  nous  ve- 
nons  d'i)J)lruir.   Cai-,    jinr    di'liuilinn    (»*)).    TégaliU'   de 


(  'v>--j  ) 

deux  fiaclions  est  précisément  hmr  pic^pricUé  r(.'laliv(;  de 
doiinor  des  j^rodiiits  égaux  quand  ou  les  niulLi])lie  par 
un  même  nombre. 

La  fraction  constante  en  valeur,  sinon  en  forme,  dont 
la  multiplication  par  E  reproduit  ainsi  le  nondjre  (4),  se 
nomme  le  résultat  de  la  coinhina'ison  des  fractions 
données  (5)  par  les  mêmes  additions  et  soustractions, 
et  se  représente  par  le  signe  habituel 

^'  ^  ^  _i_  ^'  _i_ 
d'  ~  d"  ~W'  ~' 

Pour  en  trouver  une  forme,  il  suffit,  comme  on  l'a  vu 
implicitement  ci-dessus,  de  réduire  les  fractions  pro- 
posées au  même  dénominateur,  puis  de  construire  la 
iraction  ayant  ce  dénominateur  commun  avec  la  somme 
ou  dilïérence  analogue  des  numérateurs  des  fractions 
transformées  pour  numérateur. 

9.   Si  les  opérations 

^d"    rd'J'^Tr' 

sont  possibles^  le  résultat  de  la  dernière,  é^^al  éi^idem- 
ment  à 

d'd"' 
peut  ainsi  s'obtenir  en  multipliant  E  par  la  fraction 
unique  -f~w-  Cette  dernière,  dont  la  loi  d(^  formation  est 

évidente,  s'appelle,  par  convention,  le  produit  des  frac- 

n'     n" 
tions  -r,->  -r,' 
d     d 


Cette  définition  conduit  immédiatement  à  celle,  plus 

,     ,     ,         ,  ;    .     Il' 11!' Il'" .  .  .     1         r        .  Il'      n" 

générale,    du  produit  ~~Tri'^r~~~  tractions    —.,■>    -j„i 

n!" 

-^, )  •  •  •   données  en  nombre  quelconque. 
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10.  Etant  données  deux  fractions  quelconques 

N       n 

W    TV 

dont  cependant  la  seconde  n  a  pas  o  pour  numérateur, 
il  en  existe  certainement  quelque  autre  dont  le  produit 
par  la  seconde  (9)  régénère  la  première. 

En  appelant  x^y  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 
la  fraction  cherchée,  on  veut  avoir 

iix  _  N 
^  -  D* 

La  multiplication  simultanée  des  deux  membres  par 

dp...  .  ,  , 

-  ,  traction  qui  existe  certainement  a  cause  de  n  non  =  o, 

?i  ^  ^ 

donne,  après  réduction  du  premier  (9),  (6), 

fraction  qui,  d'ailleurs,  satisfait  évidemment  à  la  con- 
dition voulue  et  qu'on  nomme  le  quotient  de  la  division 

de- par -^. 

11.  Une  même  combinaison  quelconque  des  opéra- 
tions élémentaires  ci -dessus  définies^  exécutée  d'abord 
sur  des  fractions  données,  puis  sur  d  \iutres  quelconques 
qui  leur  sont  respectivement  égales,  donne  deux  ré- 
sultats qui  sont  toujours  égaux  entre  eux. 

En  d'autres  termes,  la  valeur  du  résultat,  sinon  sa 
forme,  dépend  exclusivement  des  valeurs  des  données 
et  nullement  de  Leurs  formes. 

L'exactitude  de  cette  observation  générale  se  vérilie 
sans  peine;  jointe  à  quelques  remarques  particulières 
faites  antérieurement,  elle  attribue  à  chaque  fraction,  au 
point  (le  vue  de  vv  i^wv  nous  en  avons  appch'  sa  valeur. 


(   i'^9  ) 
une  individualité  constante  indépendante  de  \ ai  forme 
qu'elle  peut  revêtir. 

Iî2.  Si  V entier  R  est  le  résultat  d'un  e/isemble  donné 
quelconcjue  d  opérations  arithniétKjues  exécutées  sur 
les  entiers  e' ,  e" ,  .  .  .  (^additions,  multiplications,  sous- 
tractions et  divisions,  ces  dernières  essentiellement  sup- 
posées possibles),  le  résultat  des  opérations  ficti\^es  de 
noms  identiques  dans  la  théorie  des  fractions,  exé- 
cutées parallèlement  sur  les  fractions  correspondantes 

e'     e"  ,   .    ,  /      ^         •         Fi    / 

—  ■>  —-)  •••   sera  précisément  ta   fraction  —  (sous  cette 

forme  ou  sous  une  autre). 

Pour  effectuer  un  calcul  arithmétique  quelconque  sur 
des  entiers,  on  pourra  donc  tout  aussi  bien  :  V^  prendre 
ceux-ci  pour  numérateurs  de  fractions  ajant  toutes  i 
pour  dénominateur  commun;  2"  substituer  au  calcul 
proprement  dit  donné  le  calcul  fictif  de  même  déno- 
mination exécuté  sur  ces  fractions  ;  3°  chercher  le  numé- 
rateur du  résultat  réduit  à  sa  plus  simple  expression. 

C'est  cette  double  substitution  de  nombres  fraction- 
naires aux  nombres  entiers,  d'opérations  fractionnaires 
à  celles  de  l'Aritlimétique,  que  l'on  opère  à  chaque  in- 
stant dans  les  calculs,  et  cela  d'une  manière  qui  devient 
bientôt  inconsciente.  Comme  une  division  de  fractions 
est  toujours  praticable  [quand  le  numérateur  du  divi- 
seur n'est  pas  nul  (10)],  cette  assimilation  procure  en 
théorie  l'immense  avantage  {^'aucune  division  impos- 
sible ne  peut  désormais  entraver  la  transformation 
d'un  groupe  d'opérations  dojinées  en  tel  autre  équi^a- 
lent  qui  faciliterait  la  conception  et  la  généralisation 
des  résultats  auxquels  conduit  l'étude  de  la  question 
traitée. 

Un  autre  avantage,  également  très  appréciable,  con- 
siste  en  ce   qu'o/?  peut  à   volonté  substituer   l'une  à 
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Vautre  la  multiplication  et  la  divisioji,  à  cause  de 


n'    n"        n'   d"     ^,^ 


13.   D'après  tout  cela,  les  combinaisons  opératoires 

n       n!' 
des  fractions  -j,-,    -j.->  •  -  -   avec  des  entiers  e',  e" ,    ... 

seront  les  combinaisons  fractionnaires  homonymes  de 
toutes  les  fractions 


n 

n 

e 

e 

rr 

71'' 

'  •  '  j 

—  7 

I 

I 

De  très  légères  inodilîca lions  dans  les  énonces  per- 
mettent alors  d'éviter  toute  allusion  au  dénominateur  i 
à  apposer  sous  les  entiers  e',  e'',  .  .  .  pour  les  transformer 
en  fractions,  et  de  créer  le  langage  propre  aux  combi- 
naisons de  cette  espèce.  Dire,  par  exemple,  quon  mul- 
tiplie ou  r/u'on  diy^ise  —.par  e  en  multipliant  le  numé- 
rateur ou  le  dénominateur  par  e,  c'est  énoncer  dans  ce 
langage  spécial  ces  faits  résultant  de  nos  définitions,  que 

le  produit  et  le  cjuotient  de  -.  par  -  sont 

n.e        ne  /i.  i         n 

d.  i  d  d .  e         de 

La  fraction  —.  est  dite  nulle  parce  que  sa  forme  réduite 
est  -)  que  l'on  convient  d'identiiier  à  son  numérateur  o. 

14.  r^es  nond^res  fractionnaires  cl  les  entiers,  ceux-ci 
assimilés  aux  premiers,  comme  nous  venons  de  l'expli- 
quer, sont  confondus  sous  1<;  nom  de  (juauiilès  ou  nom- 
bres absolus,  quand  on  les  oppose  aux  (|uanlilés  fictives 
dont  nous  parl(M<ms  dans  le  paragraphe  suivant .  de  (pian- 
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tiiés  ou  nombres  coininejisurables,  par  opposition  à  celles 
qui  seront  étudiées  (Inus  le  proelinin  Chapitn*. 

A  la  théoiie  sommaire  que  nous  venons  d'en  présenter 
nous  ajouterons  seulement  les  observations  générales 
qui  suivent  : 

1.  Pour  qu'un  produil  de  pareilles  quantités  soit 
nul,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  V un  au  moins  des 
facteurs  le  soit  lui-même. 

Il  faut  edéctivement  et  il  suffit  que  l'entier  servant 
de  numérateur  au  [)roduit  soit  nul  et,  par  suite,  que 
quelques-uns  des  numérateurs  des  facteurs  dont  il  est  le 
produit  (9)  le  soit  lui-même. 

IL  Quand  le  diviseur  est  7iul,  mais  non  le  dividende, 
la  division  est  impossible.  Quand  ils  s' évanouissent  tous 
deux,  le  quotient  est  absolument  indétejininé . 

Ilf .  Lfjie  quantité  non  nulle  quelconque  étant  don- 
née y  on  peut  toujours  en  assigner  d'autres  qui  lui  soient 
inférieures.  Pour  en  obtenir  de  telles,  il  suffit  effective- 
ment d'augmenter  arbitrairement  le  dénominateur  de 
la  proposée  ou  bien  de  diminuer  son  numérateur  quand 
il  est  >>  I . 

IV.  Entre  deux  quantités  inégales  on  peut  en  in- 
sérer d'autres  dont  deux  consécutives  quelconques 
aient  une  différence  inférieure  à  telle  quantité  qu'il 
aura  plu  de  choisir.  Plus  brièvement  :  le  passage  de 
l'une  à  l'autre  peut  s'effectuer  par  des  variations  suc- 
cessives aussi  faibles  qa  on  le  veut. 


(A).  Notre  conception  des  fractions  abstraites  n'a  d'ailleurs 
rien  de  gênant  dans  la  théorie  générale  des  mesures  des  gran- 
deurs concrètes. 

Pour  que  des  grandeurs  d'inic  même  espèce  donnée  (ou  lon- 
gueurs, ou  aires,  ou  volumes,  ou  temps,  etc.)  soient   suscepli- 
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blés  d'être  coinjjarées  numériquement,  il  faut  que,  pour  elles, 
on  ait  pu  définir  : 

\J égalité  de  deux  d'entre  elles  (possibilité  de  leur  coïnci- 
dence); 

La  somme  de  plusieurs  (résultat  de  leur  juxtaposition  exté- 
rieure); 

\Jinégalité  de  l'une  à  l'autre; 

V excès  d'une  quelconque  sur  une  plus  petite  (reste  d'une 
ablation),  tous  ces  mots  étant  ainsi  pris  dans  un  sens  essentiel- 
lement physique  et  non  arithmétique). 

Jl  faut  en  outre  être  autorisé  à  affiimer  : 

Que  toute  relation  d'égalité  ou  d'inégalité  existant 
entrée  une  première  et  une  seconde  d'une  part,  entre  celle- 
ci  et  une  troisième  d'autre  part,  subsiste  entre  la  première 
et  la  troisième  ; 

Qu'en  en  combinant  plusieurs  par  voie  d'additions  et 
soustractions  consécutives,  le  résultat  est  indépendant  tant 
de  l'ordre  suivi,  que  des  groupements  cju'on  a  pu  opérer 
préalablement  entre  elles  en  exécutant  partiellement  ces 
additions  et  soustractions  ; 

Qu'une  quelcojique  est  sécable  en  tout  nombre  n  de  par- 
ties égales  entre  elles,  c'est-à-dire  qu'on  peut,  au  moins 
théoriquement,  en  coTistruire  la  n^^"^^^ partie; 

Que  le  résultat  de  toute  combinaison  de  plusieurs  par  les 
procédés  ci-dessus  mentionnés  reste  égal  à  ce  qu'il  était 
auparavant,  c/uand  on  remplace  ces  grandeurs  par  d'au- 
tres qui  leur  sont  respectivement  égales,  par  exemple  que 
les  niâmes  parties  de  deux  grandeurs  égales  le  sont  aussi 
l'une  à  l'autre;  etc. 

Les  théorèmes  fondamentaux  qui  suivent  sont  des  consé- 
quences immédiates  de  ces  définitions  et  axiomes  : 

(B).  Quand  deux  grandeurs  sont  sécables  respectivement 
en  m,  n  fragments  tous  égaux  entre  eux,  elles  le  sont 
aussi  en  k\i^  /.  v,  si  l'on  a  représenté  par  |jl,  v  les  quotients 
des  entiers  m,  n  divisés  par  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur et  par  k  un  entier  tout  à  fait  arbitraire.  Inversement, 
si  elles  le  sont  en  M,  N,  ofi  aura  nécessairement 

/  désignant  main  tenant  (fuch/ur  entier  assignable. 
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Quand  deux  grandeurs  similaires  sont  commeiisu?fihles , 
c'est-à-dire  susceptibles  de  quelque  pareil  mode  do  section  si- 
multanée, on  peut  donc  cfTectuer  cette  section  d'une  infinité 
d'autres  manières.  Mais  les  fractions  abstraites  qui,  dans 
chaque  mode,  ont  pour  numérateur  et  pour  dénominateur 
les  nombres  de  fragments  de  la  première  grandeur  et  de 
la  seconde  respectivement,  sont  toutes  égales  entre  elles 
(6);  de  plus,  les  termes  d^ une  fraction  quelconque  égale  à 
celles-ci  fournissent  les  nombres  caractéristiques  d'un 
mode  de  section  simultanée  semblable  qui  est  essentielle- 
ment réalisable. 

La  valeur  commune  de  toutes  ces  fractions  est  par  défini- 
tion le  rapport  de  la  première  grandeur  à  la  seconde  ;  pour  la 
forme  du  rapport,  on  prendra  de  préférence  celle  qui  est  irré- 
ductible (6). 

(G).  Si 


m         m         m 

T'  li  '  m 

n  n  n 


sont  les  rapports  de  plusieurs  grandeurs  à  une  même 
autre,  la,  fraction  abstraite,  résultat  des  additions  et 
soustractions  arithmétiques 


m         m         m 

n'         n"         n" 


est  précisément  le  rapport  à  la  dernière  grandeur,  du  ré- 
sultat des  opérations  physiques  de  mêmes  noms,  exécutées 
parallèlement  sur  les  premières. 

Supposons  d'abord  égaux,  entre  eux  tous  les  dénominateurs 
n',  /i",  n'\  ...  et  soit  n  leur  valeur  commune.  Les  première, 
deuxième,  troisième,  ...  grandeurs  sont  des  sommes  physi- 
ques de  /i"™"  parties  de  la  dernière,  prises  en  nombres  égaux 
à  m\  nx\  m",  .  .  .  respectivement.  Le  résultat  des  additions  et 
soustractions  physiques  à  exécuter  sur  les  premières  grandeurs 
considérées  est  donc  égal  à  une  somme  de  /i"""^*  parties  de  la 
dernière  prises  en  nombre  égal  à  m'±  m"zh  m'" ±... ,  puisque, 
pour  l'exécution  de  pareilles  opérations,  on  admet  l'indifTérence 
tant  de  l'ordre  de  succession  des  grandeurs  que  des  groupe- 
ments  partiels   qu'on    peut   en    faire    préalablement    (A).    En 
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d'autres  termes,  la  fraction  abstraite 

?n'±m''±m"'±:... 


n 

est  bien  le  rapport  à  la  dernière  grandeur,  du  résultat  des 
opérations  physiques  exécutées  sur  les  premières. 

Le  cas  où  les  dénominateurs  sont  inégaux  se  ramène  immé- 
diatement à  celui-ci  par  la  substitution  aux  formes  données 
des  rapports  (6),  de  celles  où  ils  offrent  même  dénominateur 
(7),(B),  (8). 

(D).  Si  les  rapports  de  deux  grandeurs  à  une  même  troi- 
sième sont 

rn!_        m" 

respectivement,  celui  de  la  première  à  la  seconde  est  le 
quotient  obtenu  en  divisant  la  première  de  ces  fractions 
abstraites  par  la  seconde. 

A  ces  deux  rapports  on  peut  (B)  donner  aussi  les  formes 

m  n         m  n 
y 


n  n  n  n 


Ainsi  donc  la  section  physique  de  la  première  grandeur  en 
m' n"  parties  égales,  de  la  seconde  en  m" n'  (et  aussi  de  la  troi- 
sième en  n' n"  )  donnera  des  fragments  tous  égaux  les  uns  aux 
autres.  Le  rapport  do  la  première  à  la  seconde  est  donc 


m  n 


c'est-à-dire  précisément  le  quotient  dont  il  s'agit  (10). 

A  cause  de  cela,  le  même  mot  rapport  est  appliqué  aussi,  en 
Arithmétique  pure,  à  la  désignation  du  qu(»ti»'nt  de  la  division 
de  deux  fractions  abstraites. 

(E).  Cette  individualité  constante  des  rapj><>rts  dt*  |)lusicurs 
grandeurs  similaires  ù  une  niènio  autre  commensurablc  avec 
elles  toutes,  ce  parallélisme  parfait  entre  l'addition,  la  sous- 
traction arithmétiques  <lc  re»^  rapports  rt  l('<  op('r:ti  ion-.  Iioino- 


(  .-i:«  ) 

nyincs  excculées  [)liysi(jueiuciit  sur  les  grandeurs  C(jrresp(ju- 
(lantes,  conduisent  à  adopter  un  même  étalon  et  à  s|)écifier 
mathématiquement  toutes  les  grandeurs  commensurables  avec 
lui,  parles  fractions  arithmétiques  constituant  leurs  divers  rap- 
ports à  l'étalon  choisi. 

Gomme  toute  grandeur  égale  à  l'étalon  a  avec  lui  le  rapport 

-,  il  sera  spécifié  lui-même  par  cette  fraction,  ou  bien  par 
l'entier  i  en  vertu  de  l'identification  conventionnelle  de  la  frac- 
tion —  avec  l'entier  n  (13).    D'oii   le   nom    iï unité  (concrète) 

donné  à  l'étalon,  celui  de  mesure  d'une  grandeur,  à  son  rap- 
port avec  l'étalon. 

(F).  Si  à  l'étalon  primitivement  choisi  on  en  substitue 
un  autre  ayant  \x  pour  mesure  {relativement  à  lui),  les 
grandeurs  qui  étaient  mesurées  par  les  fractions  \x  ,  |ji.", 
\i!" ,  . .  .  le  seront  par  les  quotients 

L'extension  de  la  notion  de  rapport,  à  deux  grandeurs  qui 
théoriquement  ne  sont  pas  commensurables,  par  suite  la  gé- 
néralisation complète  de  celle  de  mesure,  exigerait  sur  les 
nombres  abstraits  commensurables  quelques  développements 
qui  sortiraient  du  cadre  naturel  de  cette  Note.  Pratiquement 
d'ailleurs,  deux  grandeurs  similaires  sont  toujours  commensu- 
rables; car,  pour  nos  sens,  toute  grandeur  est  une  somme  de 
quelques  autres  égales  entre  elles,  pourvu  que  la  petitesse  de 
celles-ci  rende  imperceptible  toute  grandeur  moindre. 


SllR  DEIX  THEOREMES  CllRIElX  SIGNALES  PAR  M.  POmCARE; 

Par  m.  ANDRADEZ. 


Dans  deux  Notes  des  Comptes  rendus  (années  1887 
et  1888),  M.  Poincaré  a  entrepris  de  démontrer  l'exis- 
tence des  fonctions  fondamentales  sur  lesquelles  repose 
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la  solution  du  problème  du  refroidissement  d'un  corps 
isotrope  plongé  dans  un  milieu  indéfini  ayant  une  tem- 
pérature donnée,  o'^  si  l'on  veut. 

A  chacune  de  ces  fonctions  U  se  rattache  un  coefficient 
positif  K,  qu'on  peut  définir  de  la  manière  suivante  : 

F  désignant  une  fonction  de  point  définie  à  l'intérieur 
du  corps,  si  l'on  se  donne  l'intégrale  de  volume /F* <i?t  ; 
par  exemple,  si  l'on  fait  fF^  ^t  =  i ,  puis  si  l'on  cherche 
le  minimum  de  l'intégrale  composée 

dont  la  première  est  étendue  à  la  surface  du  corps  et  la 
seconde  à  son  volume  et  dans  laquelle  h  est  la  constante 
positive  qui  dépend  du  pouvoir  émissif  du  corps  et  qui 
détermine  le  flux  de  chaleur  à  la  surface  de  ce  corps, 
on  trouve  immédiatement,  par  la  règle  d'Euler,  que  la 
fonction  \J^  qui  réalise  ce  minimum  satisfait  aux  équa- 
tions suivantes  (notations  ordinaires  du  potentiel) 

AUi-f- Kl  Ui  =  o,  en  chaque  point  dn  volume, 

-T h    //Ui=:o,         en  chaque  point  de  la  surface, 

et  la  constante  K,  est  le  minimum  de  l'intégrale  com- 
posée étudiée. 

Voici  maintenant  la  loi  de  récurrence  qui  donne  les 
fonctions  des  divers  ordres  U, ,  Uj,  . .  .  ,Uj. 

Les  fonctions  précédentes  étant  supposées  formées,  on 
envisage  une  fonction  F  assujettie  aux  conditions  sui- 
vantes 

/FU2</t  =  o,         fVV,.ifh  =  o; 

\a  fonction   F,  pour   iaqucNe   l'intégiah'    composée  (i) 
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sera  mini  ma,  est  la  nouvelle  fonction  U/ qui  vérifie  encore 

les  équations 

/  AU,-+K,-U,-  =  o, 

/  1 1-  àVi—  o, 

\    an 

clans  lesquelles  K^  désigne  encore  le  minimum  cherché. 

Il  résulte  de  là  que  les  K,  vont  en  diminuant,  quand 
leur  ordre  i  croît.  M.  Poincaré  a  de  plus  démontré  qu'ils 
décroissent  indéfiniment. 

Sa  démonstration,  fondée  d'abord  dans  le  cas  d'un 
solide  convexe  et  de  h  =  o,  sur  une  transformation  d'in- 
tégrale multiple  et  sur  une  nouvelle  définition  de  K2, 
s'étend  au  cas  d'un  corps  quelconque  par  une  décompo- 
sition de  ce  corps  en  solides  convexes,  et  le  théorème, 
étant  démontré  pour  h  =  o,  a  lieu  a  fortiori  dans  le  cas 
général. 

Enfin,  après  avoir  établi  ce  beau  résultat,  l'auteur 
énonce  deux  théorèmes  extrêmement  curieux  :  l'un  pour 
servir  au  calcul  d'une  limite  supérieure  de  R/^  dans  le 
cas  général  de  h  quelconque,  l'autre  pour  servir  au  cal- 
cul d'une  limite  supérieure  de  Ko,  dans  le  cas  de  h  =  o. 

Voici  des  démonstrations  fort  simples  de  ces  théo- 
rèmes ; 

Théouème  (sur  une  limite  de  K„).  —  Soient  n  indé- 
terminées ai,a2,.  .  .,a„,  et  n  fonctions  arbitraires  F,, 
Fo,  .  .  . ,  F„,  on  pose 

F  =  aiFi-4-...+  a„F,„ 
puis 

jrj}L/[(S)-.(;|)V{ï)>. 

puis  on  considère  la  forme  (/iiadrali(pte  des  a 
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donl  on  égale  le  discrinii liant  à  zéro;  si  X,,  À21  •  •  •  ^  ^'« 
sont  les  racines  de  ce  discriminant  rangées  par  ordre 
de  grandeurs  croissantes,  on  aura  généralement 

Démonslratio/i.  —  Considérons  la  forme  A —  /Bqui 
esl  définie  positive  pour  X  <<  X, ,  quia  un  carré  soustractif 
pour  ).,  <^  ?.  <<  ).2  7  4111  a  deux  carrés  soustraelifs  pour 
A2<C  ^^  <C  ^3?  •  •  •  ?  donnons  à  X  la  valeur  À^-|-  £,  la  forme 
\  — X]^  sera  décomposée  ainsi  en  carrés  indépendants 

P2   T)2  P2_i_p2       _l_  P2        ^_  -4-  P2 

Or,  d'après  une  remarque  bien  connue  sur  les  formes 
(juadratiques,  nous  pourrons  donner  à  la  forme  unevaleur 
négative,  tout  en  satisfaisant  aux  relations  linéaires  sui- 
vantes, au  nombre  de  /  —  i , 


(•'-) 


fFV^d'.  =  o, 
fFUid-z  =0. 


On  a  donc,  pour  A  =  A/ H-  £  et  pour  des  valeurs  convena- 
bles des  a. 

A  — (À/-r-£)B<o; 

d'autre  part,  à  cause  des  relations  (2),  on  a,  par  la  défi- 
nition même  de  K,, 

\  — K,B>o. 

On  déduit  de  ces  deux  inégalités 

et,  par  suite, 

X/>  K/.  c.  0    »•"•  I». 

TuÉGRiiME  (sur  uuc  limite  de  K^,  (piand  //  =  oV  — 
Si  Ton  considi-rc  Irais  fonctions  u^  wkw  assujetties  seu- 


(  i'h  ) 

lenient  à  la  surface  du  corps  à  vcrijlci'  la  raiaLion 

(3)  WJL  ^  V^  -^  W(  —  o 

(a,  p,  y,  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface), 


on  aura 


f(^£^'^^'^^Yd-. 


(4)  -  y    »    "''     >K 

/  (  w2 -+-  (;2  _i_  ç^,i)dx 

Démonstration»  —  Si  nous  nous  donnons 
et  si  nous  égalons  à  zéro  la  variation  de 


/( 


du        dv        dw\^  . 
dx        dy        dz 


en  tenant  compte  de  la  relation  (3),  nous  trouvons  sans 
difficulté  pour  les  fonctions  z/,  \^\  w'^  qui  donnent  le  mi- 
nimum de  l'intégrale  précédente,  la  condition 


/[( 


4?   ^\lA^u'-\-(^   -4-Xp')op' 

V  dx  )         \^y 


\d 

du'        âi>'        dw' 


-t-  f  ^  -\-lw']Zw'^dz 


après  avoir  pose  b  =  v-  +  -; — ^ — 7~'  c  est-a-dire 

^  ^  dx         ôy         az 

dS    '        , 

-—  -{-  Au  =  o, 

dx 

(5)  /^+X.'=o, 

-—   H-Aw  =0, 
dz 

X  étant  une  constante,  ce  qui  montre  que  S  satisfait  aux 
équations 

AS  H-  X  S  =  o,  à  l'intérieur  du  corps, 

(f^)  \dS  A  ç  A 

-j-  =  O,  a  la  surtace  nu  corps, 

du 


=  i: 
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et  alors,  dans  ce  cas  du  minimum,  le  numérateur  du  pre- 
mier membre  de  (4)  est  précisément  X. 

En  tenant  compte  des  relations  (5)  et  (6),  on  peut 
encore  dire  qu'on  aura 

pendant  que 

(8)  /S2^-=X, 

et  pendant  qu'en  même  temps  J'S  d-z  =z  o.  Cette  dernière 
se  déduit  du  théorème  de  Green  et  de 

/ASf/-=  o,  —  =  o. 

On  déduit  alors  de  (y)  et  (8)  et  de  la  définition  de  Ki 

X  étant  le  minimum  du  premier  membre  de  (4)-  L'iné- 
galité (4)  en  résulte  donc  a  fortiori.  c.   q.   F.    d. 
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REMARQUES  SUR  LES  SURFACES  GAUCHES; 

Par  m.  K.  GKSARO. 


M.  E.  Amigucs  s'est  tout  récemment  occupé  (')  de 
l'élude  des  surfaces  gauches,  dont  la  ligne  de  striction 
est  donnée.  Nous  nous  proposons  de  faire  voir  qu'on  peut 
aisément  établir  les  propriétés  signalées  par  M.  Amigues, 
et  une  foule  d'autres  propriétés  des  surfaces  gauches,  au 
moyen  des  méthodes  intrinsèques,  que  nous  avons  dé- 
veloppées à  plusieurs  reprises  dans  ce  Recueil.  Il  suffit 
d'employer,  dans  ce  but,  un  système  d'axes  mobiles  le 
long  de  la  ligne  de  striction,  et  coïncidant  à  cliaqu(^ 
instant  avec  la  tangente,  la  binormale  et  la  normale 
principale  à  cette  courbe.  Si  G  et  G'  sont  les  généra- 
trices de  la  surface,  issues  de  deux  points  consécutifs  M 
et  M'  de  la  ligne  de  striction,  il  est  clair  que  le  trièdre 
formé  par  la  tangente  en  M,  par  G  et  par  la  parallèle  h 
G',  menée  par  M,  est  rectangle  le  long  de  la  troisième 
arête,  et,  par  suite,  si  a,  b^  c  sont  les  cosinus  directeurs 
de  G,  et  a  H-  ^rz,  h  -+-  àh^  c  -\-^c  ceux  de  G'  par  rapport 
aux  axes  d'origine  M,  on  a  o<2  =  o.  On  sait  d'ailleurs 
que,  pour  une  direction  quelconque, 

,  ■      ùa  ,       c  ob        j ,       c  oc         ,       a        b 

(1)    -r  =  a ,  -r  =  ^ '  -F  —  ^  -^ ^-  -  ' 

as  p  as  r  as  p        r 

les  accents  servant  à  désigner  les  dérivées  par  rappoit  à 
l'arc  s.  Gonséquemment,  pour  que  G  soit  la  génératrice 


('  )  Même  Tome,  p. 
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d'une  surface  gauche,  dont  la  courbe  fondamentale  (M) 
serait  la  ligne  de  striction,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
ait 

(,)  «  =  -. 

On  voit  par  là  que  la  ligne  de  striction  a  la  propriété 
de  ne  pouvoir  être  géodésique  sans  rencontrer  les  géné- 
ratrices sous  un  angle  constant,  et  réciproquement;  car, 
en  vertu  de  (2),  c  ne  peut  être  nul  sans  que  a  soit  con- 
stant, et  réciproquement.  En  outre,  il  n'y  a  pas  sur  la 
surface  d'autres  lignes  jouissant  de  la  même  propriété  : 
les  hypothèses  a=  const.,  c  •=  o  entraînent,  en  elfet, 
ôa  =  o,  ce  qui  caractérise  la  ligne  de  striction.  Les  pro- 
positions qui  précèdent  sont  dues  à  M.  Ossian  Bonnet. 

Cela  étant,  si  l'on  observe  que  la  plus  courte  distance 
de  G  et  G'  est  \J b"^ -\- c^  ds,  et  si  l'on  appelle  d^  l'angle 
de  ces  droites,  on  voit  que  le  paramètre  de  dislribulion 
des  plans  tangents  est 

^  y/62  ^  C2 

D'autre  part,  les  relations 

6  o/j  -+-  c  oc  =  o,  Û?02   r=  0^2  _|_  qc^ 

donnent 

o/>        ôc  lU)  ds 

c  b         y/pT^T^         CT 

On  a  donc,  en  observant  (i)  et  (?. ), 

c  , ,       c        c  ,  a        b        b 

(î)      «'=-,  6'= ,  c'= \ 

p  /•        T7T  p         r        rrr 

Ce  sont  là  les  formules  fondamentales  pour  l'étude  in- 
trinsèque des  surfaces  gauches.  On  en  trouve  sans  peine 
une    iiilerprélation    géométrique   en   (»bservant  que,   si 
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l'on  diminue  de  -  la    torsion  de  (M),   elles   eoïncidenl 

avec  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la 
direction  considérée  soit  invariable  dans  l'espace. 

Pour  que  la  ligne  de  striction  soit  une  g(hflcsû/iie  de 
la  surface,  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite  G  soit  située 
dans  le  plan  rectifiant  de  la  courbe.  On  doit  donc  avoir 
c  =  o  ^  puis  les  formules  (4)  montrent  que  a  et  b  sont 
constants  et  que  l'on  a 

a        h        b 

(5)  _+_=_. 

En  particulier,  si  la  courbe  est  une  hélice  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution,  tj  est  constant.  On  arrive  aux 
mêmes  conclusions  en  partant  de  l'hypothèse  /7i=:const., 
et  l'on  retrouve  ainsi  un  théorème  énoncé  par  M.  Ami- 
gues  (*).  La  relation  (5)  fournit  aisément  le  moyen  de 
construire  les  surfaces  gauches,  qui  admettent  pour 
ligne  de  striction  une  géodésique.  Cette  construction  a 
été  indiquée  par  M.  Pirondini  dans  ses  Studii  geome- 
trici  relatwi  specialnwjite  aile  superficie  gobbe  (2). 

Pour  que  la  ligne  de  striction  soit  asymptotique,  il 
faut  et  il  suffit  que  G  soit  dans  le  plan  osculateur,  et, 
par  suite,  que  l'on  ait  /?  =  o  ;  puis,  d'après  (4),  ^  =  /", 
et 


c  ,  a 

a  =  -,  c  = 

P  P 


Ces  égalités  fournissent  la  construction,  signalée  par 
M.  Catalan  (*),  des  surfaces  gauches  admettant  pour 
ligne  de  striction  une  de  leurs  lignes  asymptotiques. 


C)  Loc.  cit.,  p.  79. 

(^)  Journal  de  Battaglini,  i885,  p.  3o^. 

(')  Bulletin  de  la  Société philomathique,  iS'iS, 


{  448  ) 

Pour  fjue  la  ligne  de  striction  soit  une  llgjie  cJe  cour- 
bure, il  faut  et  il  suffit  que  la  normale  à  la  surface,  au 
point  iM,  engendre  une  surface  développable.  Les  équa- 
tions de  la  normale  sont 

X  =  o,         by  -{-  c z  =  o, 
et  leur  dérivation  donne 

Z  =^  p,  bz —  CJ)'  =  «C7. 

En  éliminant  x,  j',  z,  on  obtient  la  condition  cherchée 


fO) 


p  ab 


De  plus,   le  rayon   de  courbure  de  la   section  normale, 

L'ingente  à  (^I),  est 


Hi  =  -J  \/b 


b 


c^ 


et  il  est  clair  que  les  courbures  principales  de  la  surface 
sont  liées  par  l'égal i lé 


«2  ^2^c2 

=  O 


R,  R 

d'où  l'on  tir(» 


TTT 


R2=—  -v/^2+c2, 


a 


puis  R,  Ro  =  —  TTj'-.  Lors  donc  que  la  ligne  de  striction 
est  ligne  de  courbure  de  la  surface,  la  courbure  de 
celle-ci,  le  long  de  la  ligne  en  question,  est  mesurée,  en 
valeur  absolue,  par  le  carré  du  paramètre  de  distribu- 
lion  des  plans  tangents. 

L'é(pjation  du  plan  langent  à  la  surface  est 


(■  )■ 


b  z  ^  o. 


(  419  ) 
et  sa  dérivation  don  ne 

hx  —  a  y        h  y  -,-  c  z 

Jl  en  résulte  que  les  cosinus  directeurs  de  la  généra- 
trice r  de  la  surface  développable,  circonscrite  à  la  sur- 
face donnée  suivant  la  ligne  de  striction,  sont  propor- 
tionnels à 

(7)  ah  -  {b^-+  r^)^,      /;2,      Oc. 

w 

Si  la  ligne  est  géodésique,  les  égalités  c  =  o  et  (5)  nous 
disent  que  ces  cosinus  sont  proportionnels  à  —  o,  /•,  o. 
La  développable  circonscrite  est  donc  la  surface  recti- 
fiante de  (M)  :  cela  devait  ètie.  Si  la  ligne  de  striction 
est  asymptotique,  on  a  Z>  =3  o,  et  les  cosinus  cliercliés 
sont  1,0,  o.  Dans  ce  cas,  (M),  ligne  asymptotique  de 
striction  sur  la  surface  gauche,  est  arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  développable  circonscrite.  Enfin,  si  (M)  est 
ligne  de  courbure,  l'égalité  (6)  est  vérifiée,  et  l'on  voit 
que  les  cosinus  de  F  sont  proportionnels  à  o,  /?,  c  :  les 
génératrices  de  la  développable  circonscrite  suivant  la 
ligne  de  striction  rencontrent  cette  ligne  à  angle  droit. 
Ces  résultats  sont  fort  connus,  et  l'on  sait  qu'ils  sub- 
sistent pour  une  surface  quelconque.  Il  en  est  de  même 
du  résultat  qu'on  obtient  en  observant  que,  si  (M)  est 
ligne    plane    de    courbure,    les    conditions    (4)    et   (6) 

exigent  que  -  soit  constant,  d'où  il  suit  que  le  plan  de 

(M)  coupe  la  surface  partout  sous  le  même  angle.  Remar- 
quons enfin  que  toute  ligne  de  striction  et  de  courbure 
ne  saurait  être  géodésique  sans  être  plane.  En  effet,  les 
conditions  (5)  et  (6)  ne  peuvent  coexister,  pour  c  =  o, 
si  /•  a  une  valeur  finie.  Dans  ce  cas  la  développable  cir- 
conscrite suivant  la  ligne  de  slrit  tion  est  un  cylindre, 
Ann.  de  Mathëinat.,  3*  série,  l.  VHl.  (Octobre  1S89.  )        '^9 


{  /\5o  ) 

admettant  pour  section  droite  la  ligne  considérée,  dont 
la  courbure  varie  proportionnellement  au  paramètre  de 
distribution. 

Puisque  les  cosinus  /,  m,  ji  de  F  sont  proportionnels 
aux  quantités  (7),  on  trouve  facilement  que  l'angle 
'j  =r  FG  est  donné  par  la  formule 


(8) 


tan^o 


(  lA  ^  r-2  y^ 


-b  —  ailr^-^-c"-) 
? 

Dès  lors,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 


cos'l;  =  a  00s  es  —  SI  h--^  c-  sino, 
sin  'L  =:  «7  sin  Ci  -!-  \/ h^  -+-  c-  co?c. 


on  peut  écrire 


/  =  cnsd»,  m  r=r 


On  trouve  ensuite 


6  sin 


c  sinO 


s/b'- 


n  = 


0/ 
ds 


o  sin  'i». 


oni 
Ifs 


-h  r-: 


Ci'  costl 


//7 


/?; 


7Z? 


cep  cosy 


(^t  l'on  voit  (|ue  C5  =  const.  est  la  condition  nécessaire 
(ît  suffisante  pour  que  la  direction  de  F  soit  invariable 
dans  l'espace.  On  en  déduit  sans  peine  que  les  surfaces 
à  cône  directeur  de  révolution  sont  caractérisées  par  la 
propriété  de  toucher  un  cylindre  suivant  leur  ligne  de 
striction.  Lorsque  (M)  est  ligne  de  courbure,  l'égalité 
(6)  est  vérifiée,  et  la  formule  (8)  fait  dépendre  cp  de  « 
seulement.  Pour  (jue  cp  soit  constant  il  laut  donc  et  il 
suffit  ([ue  a  le  soit,  et,  par  suite,  que  (M)  soit  une 
géodésitpie.  II  en  résulte  (jue  les  surfaces  gauches,  dont 
la  ligne  d(î  striction  est  géodésicjue  et  ligne  de  courbure, 
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sont  caractérisées  par  un  cône  directeur  de  révolution  (*'). 
Que  faut-il  pour  que  les  génératrices  do  la  surface 
donnée  soient  les  normales  principales  d'une  courbe? 
Soit  N  le  point  où  la  génératrice  issue  de  M  rencontre 
la  courbe  inconnue,  et  désignons  par  /,  /;?,  n  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  à  (N),  en  N,  et  par  k  le  rap- 
port des  vitesses  des  points  N  et  M.  Si  pa,  pb,  pc  sont 
les  coordonnées  de  N,  on  a,  en  appliquant  les  formules 
fondamentales  de  la  Géométrie  intrinsèque  des  courbes 
et  en  ayant  égard  aux  relations  (4), 

/d=p'a^i,         kîn=p'b—^y  /-n  =  p' c -^ —- 

Si  Ton  exprime  que  les  directions  (/?,  Z»,  c)  et  (/,  m,  n) 
sont  orthogonales,  on  trouve  7^  =  —  «,  de  sorte  que 


P^  /-.,  ^.   ,    P^ 

On  en  déduit 


kl  =  ^2  _i_  ^2,         km  =  —  ab  —  -^  ,  kn  =  —  ac  -h  — 

HT  T3 


k-2  =  {b^-^c^^){i-^^y 


Par  dérivation  des  avant-dernières  formules,  on  ob- 
tient 

,0/  pb  ,„         ^^  P    d  p 

k    ,     ——  i- (  ^,2  _|_  c2  )  £_        arc  tan  <r  ^- , 

as  TOp  m  as  m 

,  om                  c        /  b  b^-h  c- 

k  __-  =  —  -— I a 


cls  b'^-^-  c^  \p  m 


pb  [ ab        /;2 H-  c2 \         /  ,  p\    d  n 

'  '  — {  c  —  ab^  )  -—arc  fana: — 


w{b'^-h  c^)  \  p  m      /         \  m /  ds 


o 


TJS 


,hi                  b          (b  62+C2 

A  -T-     =  -TT r  1 a 


ds  62-4-  C2    \  p  Tx! 

pc            [ab        62-t-c5\  /,               p\    d                    n 

——TT r.      —■ -H     6  -t--  «c  ^-     -^  arc  lani?  ^ 

TO(62-^-c2)  \  p               m       /  \                vs /  ds               °  ttt 


(')    PiRONDINI.    loc.    cit.,    p,    009. 
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Eu  élevant  au  carré  ces  éiçalités,  et  eu  les  ajoutant,  on 
trouve  que  le  rayon  de  courbure  po  de  (N)  est  donné  par 
la  formule 


(9) 


k^ 

(   * 

I         a 

Po 

p        m 

/  b-^-\-  c2 

d  p\ 

—r  arc  tanir  — 
as  "^ } 


VI  ^ 


Soit  'il  l'angle  sous  lequel  la  normale  principale  de  (JN) 


rencontre  la  génératrice.  On  a 

0/        ,  ofti  on  k         . 

a  -, — '-  o  —j~  -h  c  —r  = ces •!/  ; 

as  as  as  po         ' 

puis,  par  l'emploi  des  formules  précédentes, 

(lO)  r^^^ip^  ^\  f.os6. 

Nous  avons  ainsi  l'expression  de  la  courbure  des  trajec- 
toires orthogonales  des  génératrices  des  surfaces  gau- 
ches, en  fonction  de  /?,  ttj  et  de  l'angle  -i/.  Lorsque  cet 
angle  est  donné,  on  obtient  la  condition  que  doivent 
vérifier  rt,  ^,  c,  en  portant  dans  (9)  le  résultat  (10).  Il 
vient 


b  r         a         d  p         n      /  b'^  -\-  c-  , 

-rr r 1 — ,-  arc  tanj;  —  =  -  t  /  — tanj?'^. 

b-^-hc'2    p        nr        ds  '^  ttt        ra  \^   />2       ~*^         ^' 


m- 


En  particulier,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  surface  donnée  soit  la  surface  des  normales  prin- 
cipales d'une  courbe  est 

a  b         \        d  p 

7- -  =  -,-arc  t;ni<:— • 

m        b-  -\-  c'^    p         ds  TTT 

On  voit,  en  avant  égaid  à  (8)  et  au  théorème  de  Chasles 
sur  la  distribution  des  plans  tangents,  que,  si  la  surface 
est  à  plan  direclenr,  les  plans  (pii   la  louchent  suivant 


(  4^-i3  ) 
(JN)  sont  égalojnent  inclinés  sur  les  plans  correspon- 
dants, qui  la  touclient  suivant  la  ligne  de  striction. 
On  a,  par  le  théorème  de  Lancret, 


d'où  l'on  déduit,  en  employant  (3)  et  (lo),  la  torsion 
de  (W)-  On  trouve  ainsi 

7Tt2  pi 

po  =  />  H 5  /'o  =  rrj  -h  -i—  . 

P  ^ 

Ces  formules  ont  été  remarquées  depuis  longtemps  [)rir 
M.  Dini  dans  une  étude  sur  tienne  proprielà  délie 
superficie  gobbe  délie  norinali  priiicipali  (  '  ). 

Les  calculs  qui  précèdent  sont,  il  est  vrai,  assez  pro- 
lixes -,  mais  ils  conduisent  méthodiquement  au  but,  et 
l'on  peut  du  reste  les  rendre  fort  simples  par  un  choix 
convenable  de  la  courbe  fondamentale.  Soit  (jN)  cette 
courbe,  et  continuons  à  désigner  par /^  la  longueur  jNM, 
par  a,  è,  c  les  cosinus  directeurs  de  JNM  et  par  dp  -\-  dif 
la  projection  de  MM'  sur  N'M'.  On  a 

[  ds  -T-  p  oa  —  a  dq  =     Ivs  <:/6, 

(il)  <  p  ob  —  b  dq  =^  fJivs  <:/0, 

(  p  oc  —  c  dq  =    nm  dOj 

où  /,  m,  71  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  commune 
perpendiculaire  à  NM  et  N'M'  : 

/  ;?i  n  _    I 

b  oc  —  c  ob        c  oa  —  a  oc        a  ob  —  b  oa        d^ 

INous  supposerons,  dorénavant,  que  la  droite  NM  soit 
invariablement  liée  au  trièdre  fondamental,  de  sorte 
que 


oa            c 
ds  ~       p  ' 

86  _       c 
ds             r 

oc        a 

ds        p 

b 

C)  Journal  de  Batlaglini,  i80(i. 
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et,  par  suite, 

(.2)  0'^=(? 


6^ 

\2            c2            6-2             32-4-72 

} 

,-     ?'-^ 

OU 


est  le  rayon  du  cylindre  osculateur  à  (iS),  et  l'on  a 
posé 

«  p  —  br  „        ar  -^-  bp 

Les  égalités  (11),  respeelivement  multi])liées  par  oa, 
0/?,  oc,  puis  par  /,  m,  tz,  donnent  par  addition 

p  <r/02  =  —  oa  ds,         m  dO  ~  l  ds, 
d'où 

(13)  pO'2=-t,         w(yz=:  i^  ^  '"  -  ^. 

p  /•  p 

Donc,  en  utilisant  (12),  on  voit  que  le  paramètre  de 
distribution  des  plans  tangents  à  la  surface  engendrée 
par  une  droite,  invariablement  liée  au  trièdre  fonda- 
mental, est  donné  par  la  formule 

.  =  ,£_    ="? 


A  chaque  direction  correspond  une  valeur  de  ttj,  et  Ton 
démontre  facilement  qu'il  y  a  une  seule  couple  de  di- 
rections, symétriques  par  rapport  à  la  normale  princi- 
pale, qui  correspondent  à  un  même  paramètre,  pourv^u 
que  la  courbe  ne  soit  pas  une  hélice.  C'est  pourquoi  il 
n'y  a  que  la  tangente,  en  général,  qui  engendre  une 
surface  développable,  comme  l'a  remarqué  depuis  long- 
temps M.  Appell  (').  11  n'y  a,  de  même,  que  la  binor- 

(')  \oiwclle  Correspondance  mathématique,  1S80;  p.  o'>. 


(   i^^  ) 
maie  cl  la  normale  principale  cjui  ciit,H;iidienl  des   sur- 
faces gauches  dont  les  paramètres  de  distribution  soient 
respectivement 


I        I 

—  ?     — 
r        f 


Si  la  courbe  est  une  hélice,  tracée  sur  un  cjlindrc  quel- 
conque, il  y  a  une  infinité  de  droites  correspondant  à  un 
même  paramètre  :  elles  forment  un  cône  du  second 
ordre.  Pour  m  =  o,  on  a  le  cône  signalé  par  M.  Appell, 
touchant  le  plan  osculateur  suivant  la  tangente  à  la 
courbe.  Il  y  a,  de  même,  un  cône  touchant  le  plan  nor- 
mal suivant  la  binormale,  et  dont  toutes  les  généra- 
trices engendrent  des  surfaces  gauches,  qui  ont  pour 
paramètre  commun  la  torsion  de  l'hélice.  Le  cône  cor- 
respondant à  la  normale  principale  se  résout  en  deux 
plans  perpendiculaires.  Tous  ces  cônes,  perpendicu- 
laires au  plan  tangent,  se  raccordent  suivant  la  géné- 
ratrice du  cylindie. 

Les  cônes  que  nous  venons  de  trouver  ne  cessent 
d'exister  lorsque  (N)  n'est  pas  une  hélice  ^  mais  ils  sont 
alors  variables  d'un  point  à  l'autre  de  la  courbe.  Par 
exemple,  le  cône  de  M.  Appell  est  le  lieu  inslantanc 
des  droites,  invariablementliées  au  trièdre  fondamental, 
génératrices  de  surfaces  gauches  pour  lesquelles  on  a, 
à  l'instant  considéré,  m  =  o.  En  général,  une  seuhî  de 
ces  droites  continue  à  correspondre  à  cette  valeur  de  w, 
et  engendre,  par  conséquent,  une  développable  :  les  au- 
tres passent  sur  d'autres  cônes,  définis  par  d'autres  va- 
leurs de  m,  toutes  dillérentes  entre  elles. 

Quant  aux  points  centraux,  leur  position  est  déler- 
minée  par  la  première  formule  (i3)i  (|ui  donne 
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Ces  points  se  trouvent  donc  sur  un  cylindre  de  diamètre 
/«,  touchant  la  surface  rectifiante  suivant  sa  génératrice, 
et  rencontrant  ortliogonalement,  sur  des  paraboloïdes  hy- 
perboliques, tous  les  cônes  dont  il  vient  d'être  question. 
Arrêtons-nous  aux  surfaces  des  normales  principales 
d'une  courbe  (jN),  et  demandons-nous  s'il  est  possible 
que  ces  normales  soient  les  binormales  d'une  autre 
courbe  (M).  Si  ,r  =  o,  j=  o,  z  •=  p  sont  les  coordon- 
nées de  (M),  on  a 


ds 


ds 


ds 


Pour  que  NM  soit  normale  à  (M),  il  faut  que  //  soit 
nul,  et,  par  suite,  que  p  soit  constant.  Si  l'on  veut,  en 
outre,  que  NM  soit  binormale  de  (M),  il  faut  que  Ton  ait 


I    ox 

p  Ts 


I    oy 
r  ds 


o. 


I 

PP 


I 

7^ 


c'est-à-dire 

Les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  (M)  sont  denc 

Vp? 


l 


m 


n  =  o, 


et  le  rapport  k  des  vitesses  des  points  INI  et  N  est 


(i5) 

Cela  étant,  on  a 

ds         2p- 


fin  _  \fpl> 

ds  r 


1.  ^'^^  _   /'  / 


,  un 


d'où  Ton  déduit  l'expression  du  rayon  de  courbure  de  (M) 

\^P? 


(  \h) 


Po  = 


7J- 
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Enfin,  si  Ton  observe  que  les  cosinus  de  la  hinoiniale  à 
(M)  sont  o,  o,  I,  on  a  immédiatemenl,  pour  exprimer 
la  torsion  de  (M), 


'•o        V    i 
d'où 


V?^y^' 


(»7)  r^=p^-. 

r 

Ainsi  nous  pouvons  nous  donner  la  courbe  (N)  par 
une  de  ses  équations  intrinsèques,  l'autre  équation 
étant  nécessairement  (i4)-  Eusuite  les  équations  (i5), 
(i6),  (17)  nous  feront  connaître  les  coordonnées  intrin- 
sèques de  (M).  Enfin  Télimination  de  p,  /',  s  entre  les 
trois  équations  dont  il  s'agit,  et  les  équations  intrinsèques 
de  (N),  nous  fournira  les  équations  intrinsèques  de  (M). 
Inversement,  si  la  courbe  (M)  est  connue,  les  rela- 
tions (i4)  ^^  (*7)  donnent  immédiatement 

(18)  Ç)=p-^-±,  r  =  ro-h—; 

P  ''0 

puis  l'égalité  (i5)  devient 


Enfin,  en  portant  dans  (16)  tous  ces  résultats,  on  ob- 
tient 

,     ,                          i         d  p 

(20)  1 — T— arc  tan«-f-  =  o, 

po        dso  *  Po 

ce  qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  binormales  de  (M)  soient  les  normales  principales 
d  une  autre  courbe  (^).  Celle-ci  est  parfaitement  déter- 
minée par  les  équations  (18)  et  (19). 

(')  PmoNDiM.  /oc^  cil.,  p.  oiij. 


(  4.>8  ) 

Nous  allons  appliqiuîr  ce  qui  précède  au  cas  où  ]a 
courbe  (M)  est  une  hélice.  Nous  exprimerons  cela  en 
introduisant  une  nouvelle  longueur  constante  a  et  en 
écrivant /^Oq  =  (u\.  L'équation  (20)  devient 

I  d  a 

—  -i — T-arctanii:—  =  o. 
Po         ds  "  po 

et  l'on  en  déduit  que  les  équations  intrinsèques  d(^  (M) 
sont 


Po 


=  a  V  e  "   —  I ,         rQ  =  pSJ  C   —\ 


La  couibe  (M)  est  donc  une  tractrice  tordue.  Ses  coor- 
données intrinsèques  peuvent  être  exprimées  en  fonc- 
tion d  une  variable  t  comme  il  suit  : 

5o  = — alogsiriT,         po=rtCOtT,         /'n=yîcol':. 

On  en  déduit,  au  mojcîn  de  (18)  et  (19), 

1  '  P  P 

s=  —  alogtang-5  p=     .    .,  _  7  /•  = 


2  sin--:  sin-cosT 


Les  équations  intrinsèques  de  (N)  sont  donc 


\e" -r- e    "),  ^  =  -\e"  —  e    "I. 


f-' 


D'une  manière  analogue  on  résoudrait  tonte  autre  ques- 
tion de  Géométrie  dilïérentielle,  concernant  les  surfaces 
réglées  ;  mais  nous  montrerons,  sous  peu,  comment  on 
doit  s'y  prendre  pour  appliquer  la  méthode  (jui  précède 
à  l'étude  d'un(*  surface  quelconque. 
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SIR  L'ANALOGIE  ENTRE  LES  1 0\CTIO\S  ELLIPTIOLES 
ET  TRIGONOiïïÉTRKilES; 

Par  m.  J.  DOLBNIA,  à  Nijni-Novgorod. 


1.  Nous  nous  proposons  de  recliercliei-  Jes  fonctions 
transcendantes  qui  satisfont  à  l'équation 

'z{u-\-a)i{u  —  a) 

Nous  distinguerons  deux  cas  :  i°  lorsque  cp(//)  a  deux 
périodes  (l'une  réelle  2to,  l'autre  imaginaire  '^to'),  et 
2°  lorsque  ^(«)  a  une  seule  période  réelle  2to. 

Premier  cas.  —  Soit 

cp(^^ -I- 20))  =  cp(M),         o(m  H- 2(1)')  =  o(m). 
En  transposant  les  lettres  a  et  u^  nous  aurons 


'z{u  -V-  a)z{a  —  u) 
x2  u  1^  a 


(2)  -^ ^-^ '  =o(it)—o(a). 


En  comparant  (i)  et  (2),  nous  obtenons 

T  (  a  —  u)  =  —  liu  —  «  ), 
c'est-à-dire 

x(— ^)  =  — t(^), 

d'où  il  suit  que  'z{ii)  est  une  fonction  impaire  de  l'aigu- 
ment  u. 

Supposons 

\[vn{it  —  a)  =  o, 

alors 

V liu-A-  a)i(u  —  «)1 
lim 1 =  o  ; 

donc 


(  46o  ) 


c'est-à-dire 
En  posant 


-:(o)  =  o. 
a  =  a  -h  'imuj. 
où  m  est  un  nombre  entier,  nous  avons 


(3) 


z'^ {a  -i-  1  miii ) -z'^ a 


Si  '^(u)  est  une  fonction  lioloinorplie  dans  toute  l'é- 
tendue du  plan,  de  l'équation  (3)  nous  aurons 

t(2//2(jl»)  =  O. 

D'une  manière  semblable,  nous  trouverons 

1  (-2. ni  oj' )  =  o; 

par  conséquent,  tous  les  zéros  de  la  fonction  'z(u)  sont 
compris  dans  la  formule  suivante 

(4)  u  =^  2 m lo -]- ini' uj\ 

où  ?n  et  m'  sont  des  entiers  arbitraires. 
De  l'équation  (i)  nous  aurons 

^{u  -^  a)  z{a  —  a)  _        ^(n-)  —  "?(«) 


l'^U'z^a       u  —  a 


Il  —  a 


En  posant  ici 


liin(M  —  a)  =  o, 


et  en  rappelant  que  les  deux  fonctions  'z{u)  et  ^{u)  doi- 
vent avoir  des  dérivées,  nous  obtiendrons 

La   constante   "'(o)    est   une  quantité  indéterminée. 

Nous  prenons  donc 

-'(o)  =  i; 
alors 


•^'(  u  )  — 


'Hff) 


(  4'i"  ) 

De  là  il  suit  que  le  développement  de  la  fonction  liolo- 
morphe  t(z«),  suivant  les  puissances  ascendantes  de  l'ar- 
gument, commence  par  la  quantité  u  et  aura  la  forme 
suivante 

T  (  Zi  )  =  i/  H-  ai  w3  _u  0^2  w^ -h  .  .  . . 

Il  est  facile  de  constater  que  les  infinis  de  la  fonc- 
tion f'{u)  sont  les  solutions  simultanées  des  deux  équa- 
tions 

zÇ-iu)  =  o,         z''(u)  =--  o; 

donc  o'(u)  devient  l'infini  pour  toutes  l(;s  valeurs   de 
l'argument  renfermées  dans  la  formule 


où  m  et  m'  sont  des  entiers  pairs. 

Les  zéros  de  la  fonction  ^'{u)  sont  les  solutions  de 

l'équation 

1(111)  =  o  ; 

si  l'on  y  ajoute  l'inégalité 

D'où  il  suit  que  les  racines  de  l'équation 

çp'(M)  =  o 

sont  définies  par  la  formule 

u  =  {1  m  ~h  i)  oj  -h  (1  m' -{-  i)to' , 

OÙ  jn  et  jn'  sont  des  entiers  arbitraires. 

Ainsi,  dans  l'intérieur  du  parallélogramme  élémen- 
taire (2C1),  2w'),  la  fonction  'f'(w)  a  trois  zéros 

(O,       Oj',       (O  +  w' 

et  un  seul  infini 

Il  =  o. 

11  est  facile  de  prouver  que  cet  infini  est  triple.  En 
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effet,  (le  la  formule 

'^    {    U  )    — 5 

il  ressort  que,  ii  étant  infiniment  petit,  la  partie  prin- 
cipale de  '/(")  est 

iu  _         1 

Ainsi  '^' {u)  est  la  fonction  inéromorphe  doublement 
jféjdodique  du  troisième  ordre. 

En  faisant  dans  l'équation  (i) 

lim  M  =  o. 
nous  trouverons  que  la  partie  principale  de  '^(")  sera 

I 

par  conséquent, 

lim[cp(M)]„:.o=  ^. 

D'où  il  suit  que  tous  les  infinis  de   '^{u)  sont  renfer- 
més dans  la  formule 

où  m  et  m!  sont  des  entiers  arbitraires. 

A  l'intérieur  du  parallélogramme  élémentaire 

(2  0),    '2  0)'), 

la  fonction  '^{u)  a  un  seul  infini 

u  =  o, 

et  cet  infini  est  double.  D'où  il  suit  (pu*  '^{a)  a  à  l'in- 
térieur du  même  parallélograniine  deux  zéros  ('). 


(')  lÎRioT  Cl  HoUQir.T.    lluorie  des  fonctions  cllijttiqiies.  p.  ^4' • 
18-75. 


(  1<i:',  ) 

II  est  évident  que  'f  («)   ('sL  la  joncLion  incronioiphe 
doiihlement  périoduiue  du  deuxième  ordre  ('). 

2.   Nommons 

et  considérons  les  propriétés  des  binômes 

(ou  — et),         {^'(  —  62),         (ou  — 63). 
Le  zéro  du  binôme  (ou  — ^e,)  est 


Ja  même  valeur  de  l'argument  annule  la  fonction 


donc  la  fonction 

{ou  —  ei) 

a  à  l'intérieur  du  parallélogramme  (2(0,  -im')  un  seul 

zéro 

u  =  œ, 

et  ce  zéro  est  double.  En  outre,  il  est  clair  que 

^  u  ~  ei 
a  un  infini  double 

u  =  o. 

Par  cette  raison,  le  produit 

(7)  (^H'  —  ei)(ou  —  e2)(ou.  —  e^i) 

a  trois  zéros  doubles 

M  =  CL),  U   =z  tO  -+■  w',  U  =  O)',  . 

(  ')  Ibicl.,  p.  197. 


(  m  ) 

et  un  seul  infini  sextuple 

/<  =  o  ; 

par  conséquent,  (j)  est  une  fonction  niéroniorplie,  dou- 
blement périodique  du  sixième  ordre. 

La  fonction 

{o'uY 

possède  ces  mêmes  zéros  et  ces  mêmes  infinis^  par  con- 
séquent, 

OÙ  A  est  la  quantité  constante.  En  clioisissant  e,,  e.j,  <?3 

de  manière  que 

^1  H-  e2-f-  ^3  =  o, 

nous  parvenons  à  la  fonction  p{u)  de  M.  Weierstrass, 
définie  par  l'équation  différentielle 

(  P'uy  =  4P=^  «  —  ^2  pif  —  ^3- 

3.  A  l'aide  de  cette  équation  et  du  théorème  d'Abel 
relativement  à  l'addition  des  arguments,  il  est  facile 
d'employer  les  deux  formules  suivantes, 

ï  / p' II-  —  p' f'i\^ 

^^  •>■    pu  — pif  i 

où 

r"  /  1 

fin. 


En  posant 


//,  =  OJ, 


(')  Briot  cl  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  o/^-y.: 

1875. 

(')   Halimikn.    Tnritc  des   fonctions   elliptif/ues.   t.  I.  p.   n^,   iî!>: 


(  4(y:y  ) 

nous  aurons 

(8)  ^(cu-i-zO'=C«-^^(fo)-^  -  -^^— — 

2   pu  —  «?i 

Occupons  nous  maintenant  do  la  détermination  de  la 
fonction  liolomorplio  >('«),  cjui  satisfasse  à  l'équation 
transcendante 

'z{u-ha)-(u~a) 

En  y  supposant 
nous  aurons 


■z{oi  -^  II) 'z[to  —  u 

^2  U  ■Z'^  W 


=  pz/  —  ex 


Les    fonctions   t((oH-/a),    t((.)  —  a)   ont  les   mêmes 
zéros  ;  posons  donc 

T(W-i-«)      =T('W  U)^ 

^{u-i-  9.W)=  —  Tf/, 

alors 

=  ,P  f  —^l, 

(        Z  II  ZiO       \ 

d*où 

IogT(to  +  m)  —  logia  —  log-o)  =  I  log(p?^  —  <?j). 

En  ditférentiant  cette  équation  relativement  à  u^  nous 
trouverons 

T'(a)  +  ?/.  )        z'  Il         T        p'?/. 


(9) 


X ( to  -f-  ?< )         zii         2  pu  —  e  1 
Les  équations  (8)  et  (p)  donnent 

—, =  ^((0  +  u)  —  X^u  —  Uiù)\ 

d'où  il  suit  que  les  deux  fonctions 

—     et     tiu) 

ZU 
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peuvent  diiïerer  seulement  par  une  fonction  linéaire  de 
l'argument,  et  par  conséquent  supposons 


—  1{U)  -+-2'XU  -h  '^j. 


T(W) 

Mais  ^  est  une  fonction  impaire  de  rargumenl,  donc 


u 

Q.   


p    =:  O, 

et  nous  aurons 


=  LU  -h  10CU. 

TU  ^ 


-:  (  w  -h  oj  ) 
par  conséquent 


=  (^{  u  -i-  10  )  -h  2  OL  u  -{-  7.  aoj, 


dom 


=  j::^ogT(w)  =  l{u) — - 


t{u)        du 


La  fonction  <^{u)  de  M.  Weierstrass  se  définit  par  l'é- 
quation 

d'où 

Tiu)  =  e     2">      zii^u). 

La  fonction  ":(«)  dillère  de  la  fonction  !^,(//)  de  Ja- 
cobi  seulement  par  le  facteur  constant  ('). 

4.   Deuxième  cas.  —  Supposons  que  dans  l'écjuation 


'zHu)'z'^{a) 


=   C2  (  /M  —  (5  (  /7  > 


(')  Hai.phkn,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  t.  I,  p.  aSi;  i88G. 
BiuoT  cl  noUQUiCT,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.   \C}S  ;   1875. 


(  Ki?  ; 

la  fonction  'f  (//)  ait  une  seule  et  unique  période  réelle  r. 
Par  cette  supposition,  nous  passons  dans  le  domaine  des 
fonctions  trigonométriques.  Jl  est  facile  de  constater  les 
propriétés  suivantes  : 

a.   La  fonction  ':{u)  est  impaire  et  o(/f)  paire. 

h.    I^es  zéros  de  t(m)  sont  renfermés  dans  la  formule 

//  =  niTi, 

où  m  est  un  nombrtî  entier  arbitrairt*. 

c.  En  posant 

nous  aurons 

o(i()  =  — rW; 

d'où  il  résulte  que  les  zéros  de  la  fonction'oY/^)  sont 

t/  =  (  2  ;/î  H-  I  )  -  » 

et  les  infinis  sont 

a  =  dit:. 

d.  Comme  t(o)  =  o,  7(71)  =  o,  t'(o)  =  i,  la  fonc- 
tion 'z{u)  a  un  maximum  poui*  la  valeur  de  l'argument 
renfermé  dans  les  limites 

O  <C  II  <^  71, 

d'où  il  suit  que 

•r'(>)<o. 

Donc,  d'après  la  continuité  de  ':(«),  nous  concluons 
qiie 

ont  des  signes  contraires.  D'autre  part,  ces  fonctions 
s'annulant  toujours  pour  une  même  valeur  de  l'argu- 
mont,  nous  pouvons  supposer 

~(-  —  Il  )  =  A  T ( 7:  -h  //  ) . 


(  468  ) 
OÙ  A  est  une  constante  négative.  Supposons  A  =  —  i , 

alors 

z{t.  —  Il)  =—z{--^u), 

Z{U  -\-  271)  =  Z{U). 

e.   Prenons  maintenant  l'équation 

Pour  la  valeur  infiniment  petite  de  ii,  la  partie  princi- 
pale de  o'(u)  est 

2 

par  conséquent,  si  u  ^  o,  nous  aurons 

lim(cp'M)u=o  =  — =0- 


Pourw=-)   la   fonction   cp'(zf)  devient  égale  à  zéro, 
d'où  il  suit  que,  dans  les  limites 


o  <  a  <  -  , 

2 

notre  fonction  reste  négative. 
Par  cette  raison, 

es u)=—  -—— r  <  o, 

et  comme  x{t:-\-  2n)  et  ^(t: —  211)  ont  des  signes  con- 
traires, nous  aurons 


9'  (  -  -I-  ?o  >  ^^■ 


Ainsi  la  fonction  '/(</),  dans  les  limites 


2 


(  Mb  ) 

reste  positive.  Par  eonséqueiit  ^(u),  pour  u=^j 
atteint  le  mmimiim.  Pour  la  valeur  u  infiniment  petite, 
la  partie  principale  de  '-^(u)  est  —z  :  donc 

lim(cpw)„^o  =  -+-=^- 

Supposons  le  minimum  de  o{u)  =  m,  alors 

<x»  (  M  )  —  m  -h  i 

ne  devient  jamais  nul  pour  les  valeurs  réelles  de  l'ar- 
gument. 

5.  Nous  considérons  les  deux  fonctions  trigonomé- 
triques 

F(>o  =  [?'(")!' 

et 

/(  M  )  =  (  C3  U  —  W  -+-  I  )2  (cp  M  —  m). 

Entre  les  limites 

O  <  W.  <  71, 

les  deux  fonctions  ont  un  seul  infini  // =  o  sextuple; 
F(«)  a  un  zéro  double  zi=  -;  cette  même  valeur  de 
l'argument  satisfait  à  Féquatiou 

o{u.)  —  m  =  o, 


et,  comme 


/^^(o«-«î)=cp'(») 


s'annule  pour  la  même  valeur  de  l'argument,  nous  con- 
cluons que/{u)  a  le  zéro  double 


entre  les  mêmes  limites.  Les  deux  fonctions  l'\f/\  /(/') 
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possèdent  une  même  période,  et,  par  conséquent, 

F(u)  =  Ao(u); 
la  constante  A  est  arbitraire.  Posons  A  =  4î  alors 

(o' uy  =  ^(oii  —  m  -h  i)^('-ou  —  ?n), 


m 


Posons  o(u)  =  x^  alors 


--—  =  —  'i{x  —  /n  -H  i)v/^  —  fn, 

dx 
du  =  — 


^  ty. 


i{x  —  m  -^  \) \J X  —  m 
dx 


.{x  —  m  -j-  i) \/x  —  m 
Mais,  pour  x  =  'f  (")  =  fn^  nous  aurons 


C. 


donc 


G  =  -, 

9. 


*^  in 


dx  7: 

u. 


•i.{x  —  m  ■+•  i)\Jx  —  m        ^ 


En  faisant  \/x  —  /7i  =  ;,  nous  aurons 

a;  =  m  -h  ^2  dx  =  i^dl,         x  —  m  -f- 1  =  i  -h  $', 

•^  .'0     ï-^^' 

y/a?  —  m  =  col  u , 


'  x  —  m. 


,r  =  m  -h  cot-u. 
'i(  it  )  =  m  —  col  -  a 


(  47'  ) 

Par  conséquent,  nous  aurons 

^(u  -h  a)x(  u  —  a) 

-— — — =  COt2(5r—  C0t2f/, 

x(u  -h  a)x(u  —  a)  _  sïn(u  -h  a)  sïn(  u  —  a) 
"Ju-Ja  ~  pin2?<sin2rt 

d'où  il  suit  que 

t(  u)  —  sin  u, 

d  , 
-7—  io^zu  =  cota. 

du     ° 

Ainsi  L'anal'ogae  de  p{u)  de  M.  TVeier strass  est 
(//i -H  cot^a),  l'analogue  de  ^{n)  est  cot«,  V analogue 
de  C(m)  est  sinz/. 

6.  De  tout  ce  qui  précède,  il  découle  naturellement 
(.[ueV  équation  à  trois  ternies  ne  peut  pas  être  considérée 
comme  caractéristique  pour  les  fonctions  elliptiques, 
car  elle  s'étend  facilement  aux  fonctions  trigonomé- 
triques.  En  effet,  en  posant 

cot^a  =  A,         coX^b  =  B, 
nous  aurons 

sïn(a  -h  b)  sin(a  —  b)       ^        . 

: — ;; : — TT =  t>  —  A. 

sin^a  sin2  0 
De  l'identité 

(B  — A)(D  — G)-f-(B  — G)(A  — D)  +  (B  — D)(C-A)  =  o, 

il  découle  l'équation 

sin  (a  -+-  b)  sin(a  —  b)  sîn(c  -\-d)  sm(c  — d) 
~+-  sin(c  +  ^)  sin(c  —  b)  sin(d  — a)  s\n(d  -{-a) 
-h  sin(<i-h  b)  sïn{d —  b)  sin(a  -+-  c)  sin(a  —  c)  =  o, 

qui  n'est  autre  chose  que  V équation  à  trois  termes , 
caractérisant  les  fonctions  trigonométriques  aussi  bien 
que  les  fonctions  elliptiques. 


(  472  ) 

SLR  l\  PASSAGE  DE  LA  TIIÉOUIE  AMLYTIOIJE 
DE  LA  CHALEUR; 

Par  m.  T.-J.  STIELTJES. 


La  mélhode  suivie  par  Fourier  pour  obtenir  le  déve- 
loppement 

(A)      i  =  a  cos.r  -+-  b  cos3^  -+-  c  cos5jc  -\-  d cosyx  -h. .  . 

est  très  belle,  mais  elle  manque  absolument  de  rigueur, 
et  l'on  peut  même  s'étonner,  au  premier  abord,  qu'un 
tel  procédé  puisse  conduire  à  un  résultat  exact. 

Fourier  pose  x  =  o  dans  l'équation  (A)  et  dans  celles 
qu'on  en  déduit  par  des  ditierentiations  successives.  Jl 
obtient  ainsi  les  relations 

i  =  a  -+-      b-{-      c-J-      fZ-H..., 
o  =  rt  -4-  32  ^  4-  52  f  +  72  f/  -h . . . , 

o  =  «  -i-  3^  6  -f-  5'5  c  -h  7<5  c/  -h . . . , 


H  de  ces  équations  lui  fournissent  les  n  premiers  coeffi- 
cients en  annulant  tous  ceux  qui  suivent,  et,  en  prenant 
ensuite  n  =  ce,  on  constate  que  les  valeurs  obtenues  pour 
rt,  h^  c^  d^  ...  tendent  vers  des  limites  déterminées. 
C'est  ainsi  qu'il  ol)tient  le  résultat  clierclié 

—  =  cos.r  —  -  cos  i.r  -h  -  cos5^ qosjx  -h.  . .. 

4  i  5  7 

Nous  nous  proposons  d'éludier  de  plus  près  cette  mé- 
tliode. 
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1.  Il  est  clair  que  la  détermiualion  des  rt,  h^  c,  d^  ... 
d'après  Fourier  revient  à  eeci  : 

Déterminer  les  coeïïicients  a,,  rto?  •••?««  ^^  manière 
que  le  développement  de 

soit  de  cette  forme 

Pour  obtenir  o,^  (.r)  et  en  même  temps  une  expression 
simple  de  i  —  cp,^(x),  nous  remarquons  que  l'identité 

(2tsina7)2«-i  =  (e''^ — g-/x)2«-i 
donne  facilement,  en  développant  le  second  membre, 


(sin^)2«-i  =  A»    sin^r sin3 


X 


(n  —  i)(n  —  2)    . 


1  (ai  — i)(/i  — 2)(/i  — 3) ] 

A    =  3. 5. 7... (2/1  — ï) 
''  4.6.8. ..(2/O 

On  en  conclut 

[     /      (s'mxy'^-^  dx 
(2)     <       =  B„ — A»     cos^r — -  cos3:r 

i  L  3    7l-hl 

f  I   (n  —  i)(n  —  2)         _  1 

\  5  (/i-hi)(/H-2)  J' 

J^  3.5.7. ..(2n— i) 

Or  il  est  clair  que  le  développement  de 
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commence  par  un  terme  en  .r^'*  :  donc  on  a  nécessaire- 
ment 

(        ,     \       ^«  r  i   n  —  \ 

[   o,,{x)=  •=—     cos X  —  -   cos  J X 

,o.        1     '  ^nl  J    /i  —  I 

i  I    (n  —  i)(/i  — 'O         .  1 

f  -f-   -    cos  JT  —  ...      . 

V  5  {n  -^  ]  )  {  n  -^■?.)  î 

(4)       i-"?/i(^)=    /     (sina7)2«-i  i/x:    /     (sinx)2«->f/jr. 

Fourier  n'a  pas  donné  explicitement  l'expression  de 
o,i(x),  mais  on  peut  la  déduire  facilement  de  ses  for- 
mules et  constater  l'identité  avec  la  formule  (3).  On  a 
notamment 

A„  32.52.72...(-^//  —  1)2 


H„        (^3-—  i)(52  — i)(72— ij  [(•.,. /i  —  i/2_,j 
et  il  est  facile  de  conclure,  d'après  la  formule  deWallis- 

(o)  hm  — -  =  -. 

2.  Supposons  que  x  soit  compris  entre  ±  -  (sans  at- 
teindre une  de  ces  limites),  la  formule  (4)  permettra 
facilement  de  conclure 

lim[i  —  o,i(x)]=:  Oj  /i  =  ce. 

En  ell'et,  soit 

il  est  clair  cpie 

C,i+i<  C,i  si  II  2. r 

et 

^n-hl  =  ■ —  K/Ji 

2AI-T-  l 

donc 
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X  étant  un   nombre   fixe  compris    entre  sin^x  et  i,  le 
rapport 

sera  donc  constamment  inférieur  à  X  à  partir  d'une  valeur 
suffisamment  grande  de  /z,  d'où  l'on  conclut 

(6)  Um[i  —  o,i(a;)\  =  o,         n  =  ix>. 
On  verra  de  la  même  façon  que 

(7)  ^^^T'    I     (sin^)2«-i  c/jp  =:  o. 
Or  on  a 

-r—    /     (sinx)'f^-^  dx  =  ~  —  (  cosx — -  cos3ar  +  ...) 

A«  Jo  A„       V  3  n  + 1  / 


'0 
et 


hm  -—  =  ~» 

A,i       4 

Donc,  pour  achever  la  démonstration  de  la  formule 

-    =  COSO: -   C0S3^  -h  -    COSD  X  —  .  .  .  , 

4  à  3 

il  suffira  de  faire  voir  qu'en  posant 

S  =  coso: —  -  cos3a; -I- ^  cos5a: — ..., 
3  5 

I   n  —  i  I  (/i  — i)(/i  — 2) 

S  =  cosar  —  -  cos3a7  -1-  -  , —. cos  5x  — . . ., 

3  n  H- I  5  (Ai -4- I)  (/i-t- -2) 

on  a 

lim(S  —  S')=o,         n  =  ce. 

3.   Remarquons  d'abord  qu'en  écrivant 

S'=  aicoso;  —  a^  cos3a7  -\-  «5  cos5x  — . . ., 

les  coefficients  «,,  «3,  «3,  .  .  .   sont  positifs  et  vont  en 
diminuant. 
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Soit,  VI  étant  un  entier  impair, 

K„i  =  —  cosmx cos(m  -^  2)x-t- . 

m  m  -^  1 

zTi r  cos(rn  -~-  2/1)57, 

m  -~-  ik 

R',,j  =  a,„cos7?ix  —  am+2  cos(m  -i-  2)37  -f-. . 
zh  «/,j-i-2/,-  cos(/?i  -f-  'ik)x. 

On  aura 

2R',,,  cos:r  =  rt„j  cos(/?i  —  \)x 

-h(«„î  —  «,«+2)  cos(m-f-  1)37 
—  {a, ,1^1  —  a,n-h!,)cos(m  -4-  3):r 


=h(«/«+2/.-2— «m4-2A-)C0S(m-f-  2^"  —  l)a7 

±  a„i+2ACos(m  -^  2  k  -\-ï)x; 


d'où  l'on  conclut  qu'en  valeur  absolue 
1 2  R'„i  cos 07 1  <  rt ,„  -^ (  a,„  —  a„i+2  ) 

(8)  iR',„|<_I!i^<-_L__ 

'       cosa;        m  cos^r 
et  de  la  même  façon 

(9)  \Kn\<  ' 


m  cosa7 


Cette  dernière  relation  montre  que  la  série  S  est  con- 
vergente. 

4.  Cela  étant,  soit  e  un  nombre  positif  donné  aussi 
petit  qu'on  voudra.  Il  faut  montrer  qu'il  est  possible  de 
trouver  un  entier  N  tel  que,  pour 

on  ait  toujours 

IS-S'1<£. 

11  est  bien  entendu  qu'on  suppose  que  x  a  une  valeur 
fixe  comprise  entre  ±  -• 
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Voici  comment  on  peut  trouver  ce  nombre  N.  Décom- 
posons d'abord  d'une    manière   quelconque   z  en  deux 
parties  également  positives  : 


£  =  £'  -h  z" 


et  prenons  un  nombre  entier  impair  m  tel  que 


t  cosrr 
En  écrivant  alors 

S  =  cos;r  —  -  cos3a7  -f-. .  .±:  cos(/?i  —  2)x  ±:  R,„,' 

S'=  ai  cosa;  —  a-^  cosSa?  +.  .  .±:  «,„_2  cos(/7i  —  2)37  zh  R,,,, 
on  aura,  d'après  les  limitations  (8)  et  (9), 

D'autre  part,  en  faisant  croître  indéQniuient  l'entier  /z, 
l'expression 

«1  cos^  —  «3  cos3a7  -+-.  .  .zb  a„i-2  cos(m  —  2)x 

tend  vers 

coscc  —  -    cosSx  -+- .  .  .± COS(/?i  —  2)X. 

6  m  —  2 

On  peut  donc  déterminer  un  entier  N  tel  que,  pour 

la  différence  de  ces  deux  expressions  soit  inférieure  à  t\ 
et  il  est  visible  que,  pour  ces  valeurs  de  7Z,  on  aura 

|S-S'|<£'-4-£"=£. 

La  formule 

TT  I  I 

—  =  cos.r  —  -  cos3^  -+-  -  cos5:r  — ... 
4  j  ^ 
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est  ainsi  démontrée  rigoureusement;  il  faut  supposer  x 
compris  entre  dz  -  • 

5.   On  peut  obtenir  d'une  façon  analogue  le  dévelop- 
pement 

-  a?  =  -  sinar  —  -  sin  jx  h-  -  sin6 a?  — .  .  . . 
9.  1  4  6 

On  déterminera  d'abord  une  expression 

par  la  condition  que  le  développement  de  W,i{oc)  soit  de 
cette  forme 

On  obtient  immédiatement  la  valeur  de  Wn{oc)  en 

remarquant  que 

^\{x)-x 

ne  peut  différer  que  par  un  facteur  constant  de 

/     (sin.r)2«  rfo-, 
•   0 

et  la  suite  du  raisonnement  est  tout  à  fait  semblable  à 
ce  que  nous  venons  d'exposer  en  détail. 


SIR  LE  PROBLÈUE  DE  CLEBSCH 
(THÉORIE  DE  L'ÉLASTICITÉ  DES  CORPS  SOLIDES,  §  ,>9  A  42); 

Par  m.  E.  FONTANEAU. 


1.   i/équilibre  d'élasticité   des   corps    cylindriques   a 
fait  l'olTiet  d'une  étude  spéciale,  à  raison  de  Irnr  emploi 
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fréquent  dans  les  construclions  et  dans  les  machines. 
Parmi  les  auteurs  qui  s'en  sont  occupés,  il  y  a  lieu  de 
distinguer  de  Saint-Venant  et  Clebscli.  Le  premier,  dans 
deux  Mémoires  célèbres,  a  considéré  le  cas  simple  où 
l'équilibre  d'un  cylindre  résulte  de  pressions  ou  trac- 
tions appliquées  à  l'une  de  ses  bases,  tandis  que  l'autre 
est  fixée  d'une  manière  quelconque,  et  il  a  obtenu  par 
le  calcul,  relativement  à  deux  modes  particuliers  de  sa 
déformation,  la  flexion  et  la  traction,  des  résultats  im- 
portants qu'il  a  ensuite  vérifiés  par  l'expérience. 

Clebscli,  auquel  on  doit,  dans  son  ouvrage  classique 
Sur  IcL  théorie  de  l'élasticifé  des  corps  solides,  une  ex- 
position remarquable  de  la  question  traitée  par  de  Saint- 
Venant,  s'est  ensuite  placé  sur  un  autre  terrain.  L'ingé- 
nieur français  n'avait  étudié  que  des  états  d'équilibre 
caractérisés  par  l'absence  de  pressions  latérales;  le  géo- 
mètre allemand  s'occupa  précisément  du  cas  où  elles 
existent  seules.  Dans  l'équilibre  d'une  plaque  plane, 
c'est-à-dire  d'un  cylindre  de  longueur  très  restreinte,  il 
parait  avoir  voulu  reclierclier  l'elïet  propre  produit  dans 
ses  sections  transversales  par  les  pressions  ou  tractions 
appliquées  à  sa  surface  courbe  et  compléter  ainsi  dans 
un  cliamp  d'études  contigu,  mais  distinct,  les  travaux  de 
de  Saint-Venant.  C'est  sans  doute  à  raison  de  ce  but,  et 
peut-être  aussi  des  difficultés  du  sujet,  qu'il  a  supposé 
nulle  la  composante  normale  d'élasticité  parallèle  à  l'axe 
du  cylindre;  mais  on  peut,  sans  compliquer  les  calculs, 
s'affrancliir  de  cette  restriction. 

D'ailleurs  Clebscb  a  cru  devoir  s'occuper  des  condi- 
tions spéciales  à  la  surface  du  corps,  sans  avoir  efléctué 
complètement  l'intégration  indéfinie  des  équations  aux 
dérivées  partielles  de  l'élasticité.  Si  ce  procédé,  quelque 
peu  anormal,  ne  pouvait  avoir  de  la  part  d'un  si  habile 
géomètre  que  des  inconvénients  médiocres,  on  comprend 
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néanmoins  qu'il  en  résulte  une  lacune  qu'il  est  néces- 
saire de  combler,  dans  l'intérêt  de  la  question  qu'il  a 
traitée,  sans  l'épuiser. 

Je  crois  donc  uiile  de  revenir  sur  ce  sujet  pour  en 
rendre  élémentaire,  s'il  est  possible,  l'exposition,  en  le 
rattachant  à  la  méthode  générale  de  solution  inaugurée 
par  Lamé  et,  après  lui,  appliquée  avec  succès  par  plu- 
sieurs géomètres  français,  qu'il  est  inutile  de  citer  parce 
que  leurs  travaux  ont  été  publiés  dans  des  recueils  uni- 
versellement répandus.  Pour  ne  pas  embrasser  un  cadre 
trop  étendu,  je  me  bornerai  au  problème  le  plus  facile 
parmi  ceux  dont  Clebsch  a  donné  la  solution,  en  sup- 
posant nulle  avec  lui,  pour  tous  les  points  du  corps,  la 
composante  normale  d'élasticité  N^  (notation  de  Lamé 
et  de  Franz  Neumann)  et  admettant,  en  outre,  qu'il  n'j 
ait  pas  de  forces  extérieures  appliquées  à  la  masse  du 
corps, 

2.  Si  l'on  désigne  par  Aj  l'une  des  dilatations  princi- 
pales en  un  point  (j:,  y  y  z)  d'un  corps  élastique,  et  par 
ttj,  P<,  Yi  ses  trois  cosinus  directeurs  par  rapport  au 
système  d'axes  rectangulaires  OX,  0\,  OZ,  on  a,  en 
général, 


/du       ,    \        ,,    dv  div 

=  — ail  —.  —  A,  ) 


l^~'^'/        '^'^""^^'^ 


(0 


du        „    /  dv        ^    \  d\v 


=  —  ai 


du        ,,    dv  /  dii'        ,    \ 
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où  8a<,  0^1,  ôy^  désignent  les  variations  des  cosinus 
directeurs  de  la  dilatation  principale  due  à  la  défor- 
mation du  corps. 

Je  suppose  que  cette  déformation  ait  lieu  de  manière 
que  l'on  ait  pour  tous  les  points  du  corps  les  égalités 

,    .      du       div  dw        dv  ^«  dw 

OU,  ce  qui  revient  au  même  pour  un  corps  isotrope, 

Ty=o,         Tc=o,         N2  =  o. 

Par  suite  des  formules  (i)  et  des  deux  premières  éga- 
illés (2),  on  a  les  équations 

(du       .    \        n    ( d^        dv\ 

auxquelles  on  peut  satisfaire  de  trois  manières  : 
i"  Par  le  système  de  conditions 

'  ,  \         dw       .  - 

(4)         'dz~^~^'        «1  =  0»         Pi  =  o,         Ti  =  o; 

2^  par  le  suivant 

,  f  du       ^  \  f  dv        .   \        / dv        du\^ 

3°  enfin,  en  supposant  qu'on  ait,  abstraction  faite  de  toute 
valeur  particulière  des  cosinus. 

,  /  du       ^   \  f  dv       .   \       f  dv        du\^ 
dw       , 
Ann.  de  Mathëmat.,  3"  série,  t.  VIII.  (Octobre  1889.)         3l 
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Je  m'occuperai  exclusivement  de  la  première  lijpo- 
tlièse  définie  par  les  relations  (4),  parce  que  le  calcul 
montrera  qu'elle  comprend  les  deux  autres. 

Si,  pour  la  commodité  des  expressions,  on  pose 

on  aura,  par  les  formules  (i), 

.  ^         .  du  dw  _,         dv  dw  _ 

et,  d'après  la  troisième  égalité  (2), 

(6)  ^=X,  =  -Ao. 

dz  2;jt 

11  faut,  dans  ces  conditions  particulières,  satisfaire  aux 
équations  aux  dérivées  partielles  de  la  déformation  des 
corps  isotropes,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  qui  sont, 
comme  on  le  sait, 

r/0 


(7) 


,    ,     ,  ,  .  ,,       ,       .  ^2  f/2  d-  f,  I       ,.| 

OU  A  désigne  1  opération  -j—^  -f-  -^  -+-  -7^  et  U  la  dila- 
tation cubique  définie  par  l'égalité 


a 

-h 

-+- 

tJL  Aw 

= 

0, 

(À 

-+- 

f/8 

-f- 

[JL  \V 

= 

», 

(À 

+ 

dO 

-i- 

[X  Atv 

= 

0, 

De  là  il  résulte 


n  _  ^"       ^^       ^"' 
~  d.r        dv        dz 


(8)  A(P  =  - 


rfA,        rfBi  X 


<^/a7  6^  X  -+-  2  {X 

2(X 

X- 


[  rf;r    "^    dy  I 


li.  I  dx       'fy  \ 
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et  ces  expressions,  substituées  dans  la  troisième  équa- 
tion (7),  la  réduisent  à  une  identité^  on  n'a  donc  à  satis- 
faire qu'aux  deux  autres,  qui  deviennent. 


^[d^  "^  d^\ 


(9) 


^    ^ixjl -h  iJ.)  Vd^u         of^P    1  dXi 

X  -h  2  [Ji     L  ^^^        dx  dy  \       '    dz 

Id^^  'd^iy^ 


=  (), 


=  o. 


Or,  en  vertu  des  relations  (5),  (6)  et  (8),  il  vient 
Q?Ai  _        X       \d'^u  d^v    1 

</2  X  +  2  [Jt  L  ^-^^  '''^•^  ^J^  J  ' 

<iBi  X       f   c?2j^  f/2(; 


V   d^u  f/^p] 

\_dxdy  ^  ^72  J 


et,  par  suite, 
^2Aî X 

^^Bi  _       X      r 

dz'^         X  -f-  2  [X  L  dx  dy    '     dy^  J       X 

On  a  d'ailleurs,  par  les  équations  (9), 

J2Ai        d'-ky         X  +  ur^2A,  fi^Bi  1        r/2Ai 


u   r^2A,  ^2Bi  -| 

dx'^  dy~         X  H-  2  |Ji  L  <^'372  dx  dy  J  «?^2 

[: 


=  O, 


f/2  B 1        f/2 Bj         X  +  [ji    r  f/2  Al  ^2 Bi  "]        r/2 Bi 


dx'^  dy^         X  -I-  2  [x  L  <^^  ^'  dy"^  J         â?;:^ 

et,  de  toutes  ces  égalités,  il  est  aisé  de  conclure,  pour  la 
détermination  de  Ai  et  de  Bi,  les  relations 

^•2  A,  6/2  Al        f/2Ai        6^2  A,  ^2B, 

=  0,  '  —  '  


dz"^  '  «?a72  dyi'  dx^  dx  dy 

^°^''    r/2B,  _  r/2Bi        d^B^  _  _^!Ai        ^^^' 

~dz^  "  ^'  ^/x2    "^  ~dy^  "  ^TrTÇ"'  "^  "75^ 
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auxquelles  on  satisfait  d'une  manière  générale  en  po- 
sant 


Al 

—  (a^-hj)    z- 

dK 

dx 

Ni. 

Bi 

'  doi 

ry)    z^ 

dK 
dy 

2 

-y), 

(II) 


où  n^  et  Ni  désignent  des  constantes,  tandis  que  w  et  K 
sont  des  fonctions  de  a:  et  jk  assujetties  à  vérifier  les 
équations  aux  dérivées  partielles 


C?2  o)  d-  OJ 


dx^- 
d^K 
dx^ 


dy^ 
d^K 


=  o, 


=  o. 


3.  Des  relations  (5)  et  (i  i),  on  déduit,  pour  les  com- 
posantes de  déformation  «,  v^  w^ 

\d^        ni,  1^2        r^K        N,,  ,1  ,. 


<iw        /11,  1^2        r^K       Ni,  -\ 

:  +  -(^+7)J-  +  [^+-(^^7)J- 


V, 


(12) 


dw 
dx 
dw 


rfK        Ni,     _     , 
-, (^+j)j 

f/j7  2 


"L^7 

<^(v  _  >    _  )^        r  du        dv  1 

^s         ^  À  -T-  2  [i.  L  <^^^        dy  J 

A  H-  2[JL  L       '^-  dx         dy  \ 


expressions  où  U  et  V  désignent  des  fonctions  de  x  et  j 
à  déterminer. 

Pour  cela,  il  faut  substituer  dans  les   équations  (9) 
les  expressions  (19.)  de  u  et  d(*  v;  les  lernu'S  du  résultat 
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où  entrent  z^  et  s  se  détruisent,  et  il  vient 

D'ailleurs,  par  les  conditions  d'intégrabilité,  on  déduit 
des  égalités  (12) 

d'où  il  résulte,  d'une  part, 


(i4) 


d\]        dV        X  +  2  [j. 


[^co+^(^H-7)2J, 


dx        dy  \ 

et,  d'autre  part, 

De  ces  deux  relations,  on  déduit  encore  celles-ci  : 

qui  ne  peuvent  subsister  ensemble,  à  moins  que  l'on  n'ait 

Aii  =  o; 
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supprimant  donc  cette  constante,  on  aura 


dV       dVl       ,, 


J'observe    ensuite   qu'on  peut    remplacer   les    équa- 
tions (i3)  par  les  suivantes  : 


(19) 


,o^  r^'U       d^y  1 


[d'-y     d'-Yi 


(3X 


4 


^•2U 


d^Yl 


dont  la  solution  générale  est  donnée  par  les  formules 

dQi  dQ^'}       5X 


(20) 


[    U  rA^-,i.r    dQ,  dÇl,-\        5X+6.a 


\ 


3 

8( 
3X-h2 


8(A 


1  fjL  r   d  _ 

^  ^  —, — ^y 


] 


5X 


liio. 


8(x-+-iar-' 


où  Q|,  122  désignent  des  fonctions  assujetties  à  vérifier 
les  équations 


(21) 


^212,  f/2Q, 


rfili, 


(^a;2  dyi  '  ^j"^ 

De  ces  formules,  il  résulte 
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d-^ili 
~d^ 


=  o. 


^U        r/V 
dx        dy 

X  H-  2  a 

Î(^-+-!^)L 

d\        dV 

dili        r/i>, 

dx         dy 

dr         dy 

diU 
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et  par  suite  des  égalités  (18),  ou  a 


(-23) 


l^) 


eu 


dilt        dil2  _  4(X 
dx         dy 

d^  _(m^  _  4(À  +  jj.)  r\d^,  __  '^  /  I 

dx         dy   ~  >         J    ydx   "^        dy       J 


relations  compatibles  avec  les  équations  (ii). 
D'après  cela,  il  vient 


(24) 


Vd^il^  dHl^    1 

L  dx'^  dx  dy  J 

r  d^ili  dHl^l 

L  f/^P  dy  dy^  J 


dx        4  (  X  +  [jt.  )  L  <^^^     '    <i^  dy 
dto  _  X  [  f/U2i    ^  «^2^2^ 


et,  en  portant  ces  expressions  dans  les  formules  (12),  on 
peut  leur  substituer  les  suivantes  : 


(25) 


X  r  r/2  iii  d-^  ila  "I  x;2 

4  (  X  -f-  jji  )  L  dx~         dx  dy  J  -i 

] 


r  dH} 


d2  iU 


'A  ^  ix)\^dx  dy         dy'^  J  2 
[dK        Ni,  1  ^, 


4(A 


;..)L^^-^' 


dLUl 


Ni    ,       Ni  ,         , 


\  X  H-  2  [JL     2 

Ces  expressions,  complétées  par  les  valeurs  (20)  de  U 
et  V,  donnent  les  formules  générales  d'intégration  des 
équations  (7)  dans  le  cas  considéré.  En  effet,  la  méthode 
qui  y  a  conduit  est  absolument  indépendante  de  la 
signification  donnée,  conformément  aux  formules  (1), 
aux  quantités  Ai,  B,  et  );,,  et  par  suite  n'est  sujette  à 
aucune  restriction.  Néanmoins  rien  n'empeclie  d'y 
joindre,  avec  la  signification  donnée  aux  (juantités  ).|? 
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Al,  B,,  leurs  expressions 


j        _  dw A         VdQ^  _^  dil{\ 

\      '~~  ~dl  "^  ^{\^^)ld^  ~^  dy\ 

l         rdQi         d^Qz 


Al-  p2  = 


]= 


4  (  X  +  [jt  )  L  dx^        dx  dy 
c?K        Ni.       ,       , 

.         ^-dx^-^^^'^y^^ 

^^^       _R   -      --_  X         r  ^2Qi     ,    d^Q£\  ^ 


rfK        Ni  , 


1^3 


_   I  r  dO^i  _  dQ.{\ 
nydx         dy  \ 


en  désignant  par  p<,  po,  p3  les  trois  composantes  de  ro- 
tation définies  par  les  égalités 

I  /  dw        dv\ 

^'^-\-ry-Wz)=-^'' 

I  (du       dw\ 

^'^2\dl-d^)=^'' 


I  /  dv         du\ 
1  \  dx        dy  I 


La  dilatation  cubique  8  est  d'ailleurs  donnée  par  l'é- 
galité 


(27) 


du        dv        dw 
~  dx       dy        dz 

A  +  2[JL  %{K-\-  ]x)\^dx         dy  \ 


4.  Problème.  —  Une  plaque  plane  est  sollicitée  par 
des  forces  de  traction  appliquées  à  son  contour,  de 
manière  que  la  contraction  perpendiculaire  à  ses  faces 
planes  soit  partout  la  même,  tandis  que  chaque  point 
du  périmètre  de  la  section  médiane  éprouve  un  dé- 
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placement  arbitraire  assigné  d 'avance  suivant  La  nor- 
male à  la  surface  latérale  de  la  plaque  :  trouver  pour 
tous  les  points  de  la  plaque  les  composantes  de  dé  for- 
mation  et  d' élasticité  (Clebsch,  Théorie  de  V élasticité 
des  corps  solides,  §  XLI). 

Je  prendrai  pour  plan  des  coordonnées  x^j  la  section 
médiane  de  la  plaque  et,  en  la  supposant  douée  d'un 
centre,  ce  centre  pour  origine  des  coordonnées.  Pour 
que  la  contraction  1,  donnée  par  la  première  des  expres- 
sions (26)  soit  constante,  il  faut  qu'on  ait 

(^*>  ^  +  iç?="'     "'  =  "• 

et,  par  suite  des  égalités  (22)  et  (23), 

dQ^        <^^i        dv        du 
^'^^'  ~dx  ~  ~dy  "  ~dx~  'd^~    ' 

en  désignant  par  a  et  b  deux  constantes.  Si,  de  plus,  on 
suppose  avec  Clebsch  que  les  composantes  d'élasticité  et 
de  déformation  doivent  être  symétriques  par  rapport  à 
la  section  médiane,  on  aura  de  plus 

K  =  const. 

On  satisfait  généralement  aux  relations  (28)  et  (29) 
en  posant 

/o    \      ^        d£i        a  h  do.        a  b 

OÙ  Q  désigne  une  fonction  de  x  et  de  j^  qui  vérifie  l'é- 
quation 

d'^Q.       d-^Q  _ 
d^  '^  dj^  ~^' 

et,  par  suite,  on  peut  substituer  aux  formules  (25)  les 
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suivantes  : 


/  3 

u  = 


5  ).  -r-  6  UL  <f  Q  )-  -^  2  -JL                       è 

— ; ^ —  —  — !—  — ;^ '■ —  (x  X  —  —  y. 

8  (  /  —  JL  i  dx  Si).  —  ;JL  )               1"  ' 

5  À  -f-  6  a  û^Û  >.  -h  2  JL                 6 

8  (  A  —  a  )  rfy  8  (  /.  —  u  )    ^^         a 

/ 

— ; a. 

4(^.  —  :-tj 


consl. 


Ces  formules  se  simplifient  encore  si  Ton  prend 
pour  Q  une  fonction  Qv  homogèue  de  degré  v,  et  si  l'on 
observe  qu'à  l'origine  des  coordonnées  on  doit  avoir  les 
égalités  suivantes  (Clebsch,  Tliêorie  de  l' élasticité  des 
corps  solides,  §  XXII), 

il  ^  o.         V  z=  o.         w  =  o, 

diy  div  dw 

dx  '  dx  '  dy 

il  vient  défini tiveineul 

2  (  ).  -^  2  u  ")  —  (  3  A  -i-  2  -Jt.  )  V    dM^ 

8  (  ).  —  JL  )  dx 


u  = 


/.  —  2  'JL  b 

a  X r. 


(32)        {    r  = 


8  y  /.  —  ;JL  )  2 

2(X^2:jl)  — (3X-^2;a)v    rfûy 

)>  -!-  2  'JL  è 


a  V  H X. 


8(X  —  ÎJL)      -        •      2 

y  =  —  -r-^ az,         o  =  ; (  -= — -J-  )  . 

4(  /  —  ;jL  )  A  —  ;jL  ydxdy)^ 

5.  Dans  le  cas  particulier  d'une  plaque  circulaire,  le 
moyen  le  plus  simple  de  dét»  rminer  les  composantes  de 
déformation  u^  i*,  iv  conformément  aux  données  du  pro- 
blème est  d'employer  les  coordonnées  semi-polaires.  Si 
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\  on  pose 

(  33)         d'  =  p  ces/?,        y  =  p  sïnp,         p  =  \^x--^  y- . 

il  en  résulte 

^i>v  f/iiv       si  no  rfi>v 

_ -  =  cosp— ^  ~j-, 

clx  az            p      cf/> 

dH.j  dil-,        cosp  dlly 

djr  ^   dp             p        dp 
et 

^          <^j:-          dv-  p-    rtf/>-           c?p-         p    dp    ~ 
d*où,  en  faisant 

(35)  t>v=pvcp,, 

où  cpv  désigne  une  fonction  de  )[?,  il  résulte 


(36) 


>•-[$—.]="■ 


équation  diti'érentielle  du  second  ordre  dont  la  solution 
générale  est 

(37)  ?v  =  A-v  sinv^  -r-  Bv  cosv/> 

et 

-^=p-i^vcos^o,_sm/>-^J, 

D'après  cela  il  vient,  pour  tous  les  points  du  corps, 

:a>  — (3À  — 2'JiV/  r  .        rfcsvl 

-f-^- ■ —  c''-»    V  cospov  —  sinp  — p- 


,'    «  =  r 

8( 


X  -h  2  a  ^       . 

- —  ap  cosp p  smp. 


80. 
^0,1  2(X^2a>  — (3X^2uV;  r      .  ^Ovl 

M  8(A-f-|ji)  L      ^  ■  ^/'J 


X  -f-  2  a 


ap  smp  -^  -  p  cosp. 


'     8(X  —  ;jL>      '    ^      '      '     2 
X 

~^  î(X-^:ji> 
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Cl  sur  le  contour  de  la  plaque,  en  désignant  par  /•  le 
rayon  de  sa  section  médiane,  et  par  N  l'expression  en 
fonction  de  p  du  déplacement  normal  à  la  surface  laté- 
rale de  la  plaque, 


u  cosp 


(39) 


V  sin/? 

_  ^  _  '^  2(X  -4-2[x)  — (3X  -4-2;jt.)v 
~       ^^  8(X-H[Ji) 


vr 


v-i 


X  [Av  sinv/)  -+-  Bv  cosv/?]  -}-  — ^ * — 

8(A  -h  ,a) 


ar. 


Comme  on  suppose  la  plaque  pleine  et  non  pas  annu- 
laire, les  valeurs  négatives  de  v  doivent  être  exclues,  et 
l'on  déterminera  les  coefficients  A  et  B  suivant  la  mé- 
thode habituelle,  en  posant 


8(X^-[ji) 


<4o) 


2(X 


B.= 


2;ji)-(3X 

8(X-i-  ix) 


N  sinv/?  dp, 


2(X  -t-2[Jl)  —  (3X   H-2|Jl) 


'—  f 

- /       Ncosvpû?p, 


formules  à  employer  depuis  v  =  i  jusqu'à  v  =  oc.  Quant 
à  la  détermination  de  a,  on  ne  peut  l'obtenir  ainsi,  mais 
elle  est  immédiate,  car,  si  dans  l'égalité  (Sq)  on  fait 
y;  =  o,  d'où  il  suit  V  =  o,  il  vient 


(40      No  = 


2  a 


ar. 


d'où 


a  = 


8(X-f-pi)  Ne 


8(X  +  [jl)  a  -h  2[jl      r 

en  désignant  par  Nq  le  terme  constant  de  l'expression 
de  N  en  fonction  de  p. 

La  connaissance  des  coefficients  A  et  B  donnera  Oy,  et, 
à  l'aide  de  cette  fonction,  on  aura  les  valeurs  de  ii^  v^,  w 
pour  tous  les  points  du  corps  par  les  formules  (38). 

G.  Pour  arriver  à  la  détermination  des  forces  aptes 
à  produire  ces  déplacements,  il  faut  satisfaire  pour  tous 
les  points  de  la  surface  latérale  de  la  pla(jue  aux  équa- 
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rions 

(  X  =  N^c  cos/>  -h  Tz  sin/?, 
f  Y=  T- cos/? -f-Ny  sin/?. 
Or,  on  a 

^    _  2  ,a( X  +  2  (Ji)  —  ( 3 X  +  2  ;jl) {JLV   d-^a.j         (3X  -|-9.;jl);jl 
•''""  4(X  +  {Ji)  'd^  ^      2(X+[jl)     ''' 

p^     _    2[Jt(X  +  2[Jl)  —  (3X   -f-2[JL)v    û?2  ih,  (  3  X  +  2  [JL  )  [Jl 

^~  4(X  +  Hl)  ~dj^    ^        2(X4-|X)      ""' 

_    2(Jl(X  +  2[Jl)  —  (3X  4-  2[Jl)[JLV      C?2Q^ 
4  (X  +  [J.)  «3^37  C^K 

et  par  suite  il  vient,  en  ayant  égard  aux  égalités  (33), 

Y       _2[JL(XH-2fJl)  —  (3X  +  2(Jl)jJLV  Û?Qv 

^'^~  4(X  +  f.) ^^'-^^^ 

(3X  +2[jl)[jl 


(43) 


2(X  +  [X) 


air, 


_^  2ut.(X  +  2iJL)  —  (3X4-2a)uv,  ,  «f^v 

^^=  4(Xh-,.)  (--^)^ 

(3X  +  2^ 

2(X4-{Jl)  '^' 

et,  en  passant  aux  coordonnées  semi-polaires, 

4(X  +  [x) 


fl?cûv~|         (3X  H-2a)u. 
X  I  V  cosjDcpv—  sin/)-^     +  - — pr ^-Y"  a  cos/?, 


2[i.(X-f-2;a)  — (3X  +  2[x),av  ^_^ 

4(X  +  îx)  ^'       '^"^ 


X 


[<iovl        (  3  X  -h  2  [JL  )  a 
V  sinocDv-h  coso  — p-     +  — -T '-^  a  sinp. 
^  '^            ^  <://o  J           2(X  +  ix)  ^ 


On  peut  ici  observer  avec  Clebscli  que,  si  l'on  fait  abs- 
traction, dans  les  seconds  membres  des  égalités  (38)  et 
(43),  des  termes  où  figure  «,  on  a 

(45)  ^^''Tr'  ^  =  '^rf7-' 

ce  qui  permet  de  déduire  les  composantes  de  traction  X 


(47) 
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et  Y  des  composantes  de  déformation  u  et  u.  On  a 
d'ailleurs 

D  =  X  cosp  -h  Y  sin/? 
^  y  2f^(X  -+-  2|^)- (3X  V2{i)p;    .  ^         ^^_^ 
(46)   l  ^  4(X  +  I-t) 

/  ri-  r>  1  (3X  -^  2a)u. 

\  2(Â-1-|Jl)' 

en  désignant  par  D  la  composante  de  traction  normale  à 
la  surface  latérale  de  la  plaque,  et  si  on  la  suppose 
connue  pour  les  points  du  contour,  on  pourra  déter- 
miner les  coefficients  A.,  et  Bv  par  les  formules 

Av  =  T^ ^ 7^5rT : —  —, ;;^ z"^   I       AJ  sinvo  dp, 

2[jl(X  +  2|Jt)  — (3\-+-2jJi){jLv  v(v  — i)7rrv-2  J^  ^     ^' 

p        4(X  +  iJL) 1  f-''  . 

^\=  2H.(X+2jx)-(3X-h2H.)f.v  v(v-,):rrv-2J^       Dcosv/>rf/,. 

Il  faut  observer,  relativement  à  ces  formules,  qu*on 
ne  peut  les  employer  que  depuis  7  =  2  jusqu'à  v  =  oc. 
On  voit  en  etïét,  par  les  formules  (43),  que,  pour  v  =  i , 
on  a 

_  (3X-+-2[a)ta  _  (3X-4-2t^)ti       ■ 

^^^^  ^^-    2(X  +  ,a)   ^^^'^'       ^'-"mTTJT      ^' 
et  pour  V  =  o,  il  vient,  par  l'égalité  {4^i)-) 

en  désignant  par  Dq  la  partie  constante  de  la  compo- 
sante normale  de  traction. 
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GÉNÉRALISATION  DE  LA  OUESTION  PROPOSÉE 
POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIOUE  EN  1874; 

Par  m.  Émilb  BOREL, 
Elève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Niewenglowski). 


On  donne  un  triangle  ABC.  On  sait  que,  par  un 
point  M  de  son  plan,  passent,  en  général,  deux  coniques 
d' excentricité  donnée  e  circonscrites  au  triangle. 

Cela  posé,  trouver  le  lieu  du  point  M  tel  que  les  axes 
homologues  des  deux  coniques  correspondantes  fassent 
entre  eux  un  angle  donné  V. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  ferons  usage  de  la 
transformation  du  second  ordre  qui,  en  prenant  pour 
triangle  de  référence  le  triangle  ABC  et  supposant  les 
coordonnées  trilinéaires  normales,  est  définie  par  les 
formules 

Rappelons-en  sommairement  les  principales  pro- 
priétés. 

A  un  point  correspond  un  point ^  les  droites  qui  joi- 
gnent deux  points  correspondants  au  sommet  d'un  même 
angle  du  triangle  sont  antiparallèles  par  rapport  aux 
côtés  de  cet  angle.  Exception  unique  :  aux  sommets  du 
triangle  correspondent  tous  les  points  des  côtés  opposés. 

Aux  droites  menées  par  le  sommet  d'un  angle  du 
triangle  de  référence  correspondent  les  droites  antipa- 
rallèles par  rapport  à  cet  angle  ^  aux  autres  droites,  des 
coniques  circonscrites  au  triangle  de  référence;  à  la 
droite  de  l'infini  correspond  le  cercle  circonscrit. 

A  une  conique  correspond,  en  général,  une  courbe  du 
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quatrième   ordre   ayant   pour   points  doubles  les   trois 
sommets.  Si  la   conique  passe  par  un,   deux  ou  trois 
sommets  du  triangle,   la  transformée  est  une  cubique, 
une  conique  ou  une  droite. 

Aux  coniques  considérées  dans  l'énoncé  correspondent 
donc  des  droites  qui  rencontrent  le  cercle  circonscrit  en 
des  points  qui  correspondent  aux  points  à  l'infini  de  la 
conique.  Les  droites  qui  joignent  ces  points  d'intersection 
à  l'un  des  sommets  du  triangle  de  référence  font  donc  un 
angle  égal  à  celui  des  asymptotes  de  la  conique.  Si  Ton 
désigne  cet  angle  par  28,  ces  droites  envelopperont  un 
cercle  concentrique  au  cercle  circonscrit  et  de   rayon 

RCOS28.   On  a  d'ailleurs  cosQ=  -;  ce  rayon  est  donc 

,     ,  ,  R(2  — e2)        .         ,  .... 

égal  a  — ^ — ?  même  lorsque  1  est  imagniaire. 

Aux  deux  coniques  d'excentricité  e  qui  passent  par 
un  point  du  plan  correspondent  les  deux  tangentes  à 
ce  cercle  menées  par  le  point  correspondant.  L'angle  de 
ces  deux  tangentes  est  d'ailleurs  égal  à  2  V.  En  effet,  les 
parallèles  à  ces  tangentes  menées  par  le  point  A  corres- 
pondent aux  droites  qui  joignent  le  point  A  aux  qua- 
trièmes points  d'intersection  des  coniques  avec  le  cercle 
circonscrit  et,  en  vertu  du  théorème  de  Joachimstahl, 
l'angle  de  ces  deux  droites  est  double  de  celui  des  axes 
des  deux  coniques.  De  plus,  dans  le  cas  où  les  coniques 
sont  des  hyperboles,  on  voit,  par  de  simples  considé- 
rations de  mesures  d'angle,  en  regardant  les  points  d  in- 
tersection des  droites  avec  le  cercle  circonscrit  comme 
transformés  des  points  à  l'infini  des  deux  coniques,  que, 
si  V  est  l'angle  des  axes  homologues  des  coniques,  c'est 
l'angle  des  deux  tangentes,  dans  lequel  n'est  pas  compris 
le  cercle,  qui  est  égal  à  2  V.  Le  lieu  du  point  de  con- 
cours des  tangentes  est  donc  un  cercle  concentrique  au 
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cercle  circonscrit  et  de  rayon  — —  ou  rr-  oaiis 

le  cas  où  l'aiii^le  des  asymptotes  est  imaginaire.  Le  lieu 
demandé  est  donc  une  courbe  du  cjuatrième  ordre  ayant 
pour  points  doubles  les  trois  sommets  du  triangle  «ît 
tangente  à  la  droite  de  l'inlini  aux  points  cycliques. 
C'est  donc  une  courbe  unicursale  et  fermée.  Sa  foiMiie 
dépend  de  la  grandeur  du  rayon  du  cercle  dont  elle  est 
la  transformée. 

Si  les  coniques  sont  des  ellipses  ou  d(îs  paraboles,  ou 


si  l'on  a  2B<^V,  les  coniques  étant  des  hvpeiboles,  le 
cercle  est  extérieur  au  cercle  circonscrit.  La  courbe  est 
alors  complètement  extérieure  au  triangle.  On  la  construit 
très  aisément  en  déterminant  dans  quelle  région  par 
rapport  au  triangle  et  au  cercle  circonscrit  se  tiouvent 
les  points  correspondant  à  un  aie  déterminé  du  ceicle. 
On  a  marqué  d'un  même  numéro  les  arcs  correspon- 
dants de  la  courbe  et  du  cercle.  On  peut  obtenir  les 
tangentes  au  point  A,  par  exemple,  en  prenant  les  droites 
antiparallèles  par  rapport  à  l'angle  A  de  celles  qui  joi- 
gnent le  point  A  aux  points  d'intersection  du  cercle 
avec  BC. 
Ann.  de  MatJiéniat.,  3*  série,  t.  VIII  (Novembre  i88()).      3l> 


(  498  ) 
Si  l'on  avait  cos^  -.^  o,  c'est-à-dire  \  =  ->  le  cercle 

deviendrait  la  droite  de  l'infini,  et  la  courbe  se  réduirait 
au  cercle  circonscrit,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident. 

Supposons  maintenant  que  les  coniques  soient  des 
liyperboles,  et  soit  d'abord  VmuB.  Ce  cercle  se  confond 
alors  avec  le  cercle  circonscrit,  et  le  lieu  se  réduit  aux 
trois  côtés  du  triangle  et  à  la  droite  de  l'intîni,  ce  qu'on 
pouvait  prévoir  géométriquement. 

Soit  maintenant  V  ^  28,  mais 

COS26  .  _  ^ 

;fr  >  cosA  >  cosB  >  cosL. 

cos  V 

On  suppose,  pour  fixer  les  idées,  A  <^  B  <^  C.  Le  cercle 
est  alors  intérieur  au  cercle  circonscrit,  mais  coupe  les 
trois  côtés  du  triangle.  Les  points  doubles  sont  encore 
réels,  et,  en  étudiant  point  par  point  la  correspondance 
des  deux  courbes,  on  a  la  forme  ci-contre. 

Si ^  =  cosA,  un  des  points  doubles  devient  un 

cosV  '  ' 

1  1  •    COS26  .  A         •!        1  • 

point  de  rebroussement,  et,  si rr  <^^'OsA,  il  devient 

un  point  double  isolé.  On  peut  avoir  ainsi  successive- 

T  r  .  /  T     •  c    COS2O     ^  ^ 

ment  diverses  formes  intermédiaires.  01  rr<'cosC, 

cosV    ^ 

on  a  un  anneau  fermé  avec  trois  points  doubles  isolés. 
Dans  le  cas  où  le  triangle  est  équilatéral  et  où 

COS2O       I 
cosV        2 

le  lieu  est  une  bypocjcloïde  à  trois  rebroussements. 
Enfin,  si  cos20=  o,  le  lieu  se  réduit  au  point  de  con- 
cours des  liauteurs,  quel  que  soit  cos  V.  Les  coniques  sont, 
en  effet,  alors  des  byperboles  équilatères,  et  il  n'en  passe 
qu'une  par  cliaque  point  du  plan,  sauf  par  le  point  de 
concours  des  bauteurs. 


(  49.9  ) 
Pour  avoir  l'équation  du  Jicu,  formons  l'équalion  du 
cercle  concentrique  au  cercle  circonscrit  et  de  rayon  p. 


Fi  {T. 


Les  équations  de  ces  deux  cer(;les  rapportés  à  deux  dia- 
mètres rectangulaires  sont  de  la  forme 


T' 


■7-  =  o, 


o. 


R2 

En  coordonnées  trilinéaires,  ces  équations  deviennent 

aYZ-}-^>ZX  +  cXY  =  o, 
aYZ-^èZX^-cXY+K(aX  +  6Y  +  cZ)2=o, 

Uj  h^  c  étant  les  longueurs  des  côtés  du  triangle  de  réfé- 
rence; il  s'agit  de  déterminer  la  constante  K. 

Pour  cela,  remarquons  que  les  formules  par  lesquelles 
on  passe  des  secondes  équations  aux  premières  sont  de 

la  forme 

(  X  =/> — xcosoc — j'sina, 

(i)  l   Y  =  r/  —  :rcosp — j^'sin^, 

(   Z  =  r  —  .rcosY — y9'iny. 

On  a  identiquement 

«YZ  +  ^>ZX+cXY=  X(R2_.r-2_  7^2). 

Pour  déterminer  )^,  il  suffit  de  remanjuer  ((ue,  le  carré 


,  s^ 


(  500  ) 

du  module  de  la  substitution  (1)  étant  égal  à  ^j  on  a, 

le  discriminant  d'une  forme  (|uadrati(|ue  étant  un  inva- 
riant, 


4      R2        R 


d'où 


K  — 


R 


On  a  donc  idcMiticjuement 


et 


H2_^2_^2==  5(^fYZ-^^ZX  — c\Y) 


p2_^2_^2=:  :5(aYZ^/^ZX-f-cXY) 


(p2-R2) 


L'équation  du  cercle  est  donc 

rt6c(«YZH-/>ZX  +  cXY)  +  (p2-  R-2)(rtX-^^>Y  h-  cZ)2=o, 

et  l'équation  du  lieu 

rt^»cXYZ(aX-h/^Y  +  cZ) 

-^(p2—  R2)(aYZ-4-^ZX  -^cXY)2=:(), 

car  il  suClit  de  remplacer  X,  Y,  Z  par  y'  y'  7  * 

On  peut  remarquer  qu'il  résulte  de  la  solution  précé- 
dente que  l'enveloppe  de  la  famille  de  conicpies  consi- 
dérée dans  l'énoncé  est  une  courhe  de  mèm(*  forme. 


(    aoi     ) 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLVTECIIMOIE  EX  1881). 


Composition  française. 

De  tout  temps  les  progrès  de  la  Science  ont  exercé  sur  la 
civilisation  une  influence  considérable.  Dans  notre  siècle  sur- 
tout, d'importantes  transformations  sociales  ont  été  amenées 
par  des  découvertes  qui,  à  l'origine,  semblaient  être  de  l'ordre 
le  plus  abstrait. 


Composition  de  Physique  et  Chimie. 

I.  Détermination  de  l'indice  de  réfraction  d'un  liquide  à 
l'aide  du  goniomètre.  (On  ne  décrira  ni  l'instrument  ni  son 
réglage.) 

II.  Densité  des  gaz;  méthode  de  Regnault  pour  la  détermi- 
ner. 

III.  L'acide  phosphorique  et  ses  divers  hydrates. 

Composition  de  Mathématiques. 

Étant  donnés,  dans  un  plan,  deux  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires OX  et  OY,  et  deux  séries  de  paraboles  :  les  unes 
(P),  de  paramètre  />,  tangentes  à  OY  du  côté  des  X  positifs 
et  ayant  leur  axe  parallèle  à  OX;  les  autres  (Q),  de  paramètre 
^,  tangentes  à  OX  du  côté  des  Y  positifs  et  ayant  leur  axe 
parallèle  à  OY;  on  demande  : 

1°  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  d'une  conique  qui 
se  déplace,  sans  changer  de  grandeur,  en  passant  constam- 
ment par  les  points  communs  à  l'une  des  paraboles  (P)  et  à 
l'une  des  paraboles  (Q); 

2°  De  démontrer  que,  quand  on  associe  une  parabole  P  et 
une  parabole  Q,  de  manière  que  la  droite  qui  joint  leurs  fo- 
yers respectifs  reste  constamment  parallèle  à  une  direction 
donnée,  la  somme  des  angles  que  font  les  tangentes  communes 


(   5o2  ) 

à  ces  deux  paraboles  a\ec  un  ave  fixe,  OX  par  exemple,  de- 
meure constante;  et  de  trouver,  dans  ces  conditions,  le  lieu  du 
point  de  rencontre  des  axes  des  deux  paraboles; 

3°  De  placer  une  parabole  P  et  une  parabole  Q  de  façon 
qu'elles  aient  trois  points  communs  confondus  en  un  seul,  et 
de  calculer,  pour  cette  position  des  deux  courbes,  les  coordon- 
nées de  leur  point  commun  et  le  coefficient  angulaire  de  leur 
tangente  commune  en  ce  point; 

4°  De  démontrer  que  tout  triangle  circonscrit  à  la  fois  à 
l'une  qiielconque  des  paraboles  P  et  à  l'une  quelconque  des  pa- 
raboles Q  est  inscrit  dans  une  conique  fixe,  et  de  trouver 
l'équation  de  cette  conique. 

Calcul  trigonométrique . 
On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  : 

a  =  2'26'24'",86,         6  =z  32923'", 54,         c  =  28935"', gS. 
Calculer  les  trois  angles  et  la  surface. 

Lavis. 

Faire  à  l'encre  de  Chine  et  à  teintes  plates  le  lavis  d'un  cy- 
lindre terminé  par  deux  demi-sphères. 

La  surface  du  solide  sera  supposée  dépolie. 

On  ne  passera  pas  de  teinte  sur  le  fond. 

Les  traits  du  cadre  et  les  contours  apparents  du  solide 
seront  passés  à  l'encre  avant  de  laver. 

Le  rayon  lumineux  est  le  rayon  ordinaire  à  45°. 

Epure. 

L'axe  vertical  d'un  cône  de  révoIuli<jn  se  j)rojette  horizon- 
talement en  un  point  situé  à  92"*™  du  grand  côté  inférieur  de 
la  feuille  placée  horizontalement  (l'en-tète  à  gauche),  et  à  96"*"" 
à  droite  du  trait  noir  qui  la  liniite:  sa  hauteur  est  de  109™"', 
et  le  rayon  de  son  cercle  de  base  est  de  55"""  :  une  distance 
de  85'""',  comptée  parallèlement  aux  petits  côtés  de  la  feuille, 
sépare  la  projection  horizontale  du  centre  de  ce  cercle  de  sa 
projection  verticale. 

L'axe   iiorizonlal   dnn   <\jin(lir   dr   r('\olii(i<>n  de   front  csl   à 


(  50.-5  ) 

jjmm  ^j^  l'axe  <lu  conc  :  il  se  projctlc  liorizonlMlcmciil.  (intre  le 
pied  de  cet  axe  et  le  grand  cùLé  inférieur  de  la  feuille,  et  verti- 
calement à  49"""  de  la  base  du  cône  du  côte  du  sommet;  son 
rayon  est  tel  qu'il  passe  par  le  point  situé  à  la  même  cote  (49""") 
sur  celle  des  génératrices  de  profil  du  cône  dont  la  trace  est 
la  plus  éloignée  du  grand  côté  inférieur  de  la  feuille. 

On  demande  : 

De  représenter,  par  sa  projection  horizontale,  par  sa  projec- 
tion sur  un  plan  vertical  parallèle  aux  génératrices  du  cylin- 
dre et  par  ses  contours  apparents,  ce  qui  reste,  entre  le  som- 
met et  la  base,  du  cône  solide  entaillé  par  le  cylindre; 

De  développer,  à  droite  et  à  la  partie  supérieure  de  la  feuille, 
la  portion  de  surface  conique  qui  limite  le  corps,  cette  surface 
étant  fendue  suivant  la  génératrice  de  profil  dont  la  trace  est 
la  plus  éloignée  du  grand  côté  inférieur  de  la  feuille; 

D'indiquer  les  constructions  nécessaires  pour  déterminer  : 
1°  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce 
point;  '1°  les  points  situés  sur  les  contours  apparents  du  cône 
et  du  cylindre;  3°  un  point  quelconque  du  développement  et 
la  tangente  en  ce  point. 

Les  constructions,  les  tangentes  et  les  parties  enlevées  seront 
tracées  en  rouge  continu;  la  représentation  du  corps  sera  seule 
en  noir,  trait  plein  pour  les  parties  vues,  points  ronds  pour 
les  parties  cachées. 


CONCOURS  D'ADIIISSIO^  A  L'ÉCOLE  POLYTECIl^lOllE  EN  1889; 

Par  m.  J.  LEMAJRE, 

Professeur    au    lycée    de    Lorient. 


I.  Si  nous  désignons  par  ih  l'ordonnée  de  l'axe  d'une 
parabole  P,  par  a  l'abscisse  de  l'axe  d'une  parabole  Q, 
les  paraboles  P  auront  pour  équation  générale 

(  P  )  (y  —  h  )2  —  •>./>  X  —  o 

et  les  paraboles  Q 

(Q)  {x  —  af—>.rjy  =  o.     , 


(  5o4  ) 

Les  paraboltîs  P  et  Q  ayant  leurs  axes  perpendicu- 
laires, toute  conique  (C)  passant  par  les  points  de  ren- 
contre d'une  des  paraboles  P  et  d'une  des  paraboles  Q 
aura  ses  axes  parallèles  aux  axes  de  ces  paraboles,  c'est- 
à-dire  à  O^  et  Or. 

Si  donc  (jca^jo)  estle  centre  de  C,  réc|uation  de  celte 
conicjue  sera  delà  ibrnie 

A(^  — ^o)-H-B(jK-ro)--i=o. 

Il  s'agit  de  trouver  le  lieu  du  centre  de  celte  conicjue 
à  la  condition  qu'elle  passe  ('onstainnient  par  les  points 
communs  à  l'une  des  paraboles  P  et  à  l'une  des  para- 
boles Q. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les 
points  d'intersection  des  dt;ux  paraboles  P  et  Q  corres- 
pondant à  deux  valeurs  déterminées  de  a  al  b  est 

(0  [(7  —  by'—ipx'\^\[{x  -  a)''—iqy]  =  o, 

qui  représentera  la  conique  C  si  l'on  a 

B  kxQ  Bj^o 


A 


1. 


Ig 


62+Xa2 


Éliminant  X,  a^  b   entre  ces   relations,  nous  aurons 
le  lieu  du  centre.  On  tire  sans  difficulté 


X  = 


a 


A 

B' 

A^To —  B/? 


B./0 


d'où  le  lieu  cherché 


A  (  A./-0 
B 


B/>  )2 


\2 


]  =  A^H 


Bja-' 


(   oof)    ) 


ou 


iV^C/-^  IV2y/2 


iBpx -+-  ihqy  =  — ~ h  — / !-  I. 

l>  A 

Cette  équation  icprésente  une  droite. 
Si  l'on  fait  tourner  la  conique  C  de  90"  autour  de  son 
centre,  son  équation  devient 

A  cette  position  delà  conique  correspondra  une  autre 
droite  dont  nous  aurons  l'équation  v.n  permutant  A 
et  B  dans  la  précédente.  Le  lieu  des  centres  demandé  se 
compose  donc  de  deux  dioites. 

II.  L'équation  aux  x  des  points  communs  à  une  para- 
bole P  et  à  une  droite 

(D)  y  =  mx  -\-  n 

est 

{mx  -\-  n  —  6)2  —  ipx  =  o ; 

d'où,  pour  la  condition  de  contact  de  cette  courbe  et  do 
cette  droite, 

\^in{n  —  b) —  yt>]'2 —  m-{Ti  —  b)-  =  o. 

On  tire  de  là 

n  =  b  -h  -^—  ' 
•2  m 

La  tangente  à  P  de  coefficient  angulaire  m  est  donc 

y  =z  mx  -\-  b  -\ — - — • 
•^  im 

On  trouve  de  même  pour  la  tangente  à  Q  de  coeffi- 
cient angulaire  m  l'équation 

m.  ^  .       . 

y  —  mx (ia-v- qm  ). 

2 


(  5o6  ) 
m  sera  le  coefficient  angulaire  d'une  tangente  commune 
si  l'on  a 


P    _ 


m 


im 


{ia  -r-  qni) 


OU 


qm^-\-  larn' 


bm 


Telle  est  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des 
tangentes  communes  à  P  et  Q  :  il  y  a  trois  pareilles  tan- 
gentes. Soient  a,,  a^,  ag  leurs  angles  avec  Ox-^  tanga,, 
tanga2,  tangag  sont  les  racines  de  l'équation  ci-dessus, 
et  Ton  a 


tang(ai-ha2-^  aa)  = 


E  tangai  —  tangai  tanp^a2  laiifra-, 
I  —  E  tangai  tanga2 

ia       p 

h — 


_ib 


q  —  ih 


Soit,  d'autre  part,  a  l'angle  que  fait  avec  Ojc  la  droite 
joignant  les  foyers  de  P  et  Q;  on  a 


tanîra 


h-  ï 


/?-« 


•>  6  —  q 
p  —  ia 


Par  conséquent, 

lang(ai  -H  i^-^-  «3)  =  —  cola, 


d'où 


ai  -h  a.2  +  a3  =  H-  a  -4-  /? 


—  5 

'2 


n  étant  un  nombre  entier,  ce  qui  démontre  la  seconde 
partie  delà  question. 

Les  axes  de  P  et  Q  ont  pour  équations 


y  =  ^. 

.r  =  a. 


(  5o7  ) 
Le  lieu  de  leur  point  eonitnun  est  donc  la  droite 

iy  —  q  =[p  —  2x)  tanga. 

III.  Proposons-nous  de  déterminer  a  et  Z>  de  manière 
que  les  paraboles  P  et  Q  aient  trois  de  leurs  points  eom- 
niuns  confondus  en  un  seul. 

L'équation  en  \  du  système  des  coniques 

{y  —  bY  —  'xpx  =  o, 

{x  —  af  —  -2  qy  =  o 
est 

q^l^-ho-bq!--]-  ipal  -{- p'^  =  o, 

qu'on  obtient  sans  difficulté  en  annulant  le  discii mi- 
nant du  premier  membre  de  l'équation  (i). 

Les  paraboles  P  et  O  auront  trois  points  confondus 
en  un  seul  si  cette  équation  a  une  racine  triple.  \  dési- 
gnant cette  racine,  on  a 

3X2=     —^7 


d'où  l'on  tire 


q^ 


1 


b  =  -  \/p^q, 


1=     '^ 


Pour  cette  valeur  de  \  (i)  représente  un  système  de 
deux  droites  dont  le  centre  est  précisément  le  point  de 
contact  de  P  et  Q.  Les  coordonnées  de  ce  point  sont 

[  P 


y^  —  l)  -^^  q\ 


(  5o8  ) 
ou,  en  remplaçant  a,  Z>,  A  par  leurs  valeurs  et  simpli- 
fiant, 


1 
yi=  -  Vp^q. 


Quant   au  coefficient   angulaire  de  la  tangente  com- 
mune en  ce  point,  il  a  pour  valeur 


ip  p 


IV.  Soit  {jc,y)  un  ombilic  des  paraboles  P  et  Q.  L'é- 
quation aux  coeHicients  angulaires  des  tangentes  à  P 
issues  de  ce  point  est 

/        P 

y  =  fnx  -h  O  -i — 

2/n 
ou 

ix.m^-\-  i{b — y)m  -\- p  =  o. 

De  même,  l'écpiation  aux  coefficients  angulaires  des 
tangentes  issues  du  même  point  à  Q  est 

q m--\-  ^.{a  —  x) m  -\- ly  =^  o \ 

les  équations  devant  avoir  les  mêmes  racines,  on  a 

IX      b  — y  _  P 

q  a  —  X        iy 

d'où 

pq 

Ce  qui  montre  que  les  points  de  rencontre  des  lan- 
g(;ntes  communes  à  une  parabole  P  et  une  parabole  Q 
se  trouvent  tous  sur  l'hyperbole  écpiilatère  représenlcc 
par  l'équation  ci- dessus. 


(  ^^9  ) 


SOLITIO^  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  DEliXIÈME  ET  DE  LA  Ql  A- 
TRIÈME  PARTIE  DE  LA  (JIESTIOX  PROPOSÉE  AIX  CANDIDATS 
A  L'ÉCOLE  POLYTECIIMOIJE  Ei\  1880; 

Par  m.  E.  BOREL, 

Elève  de  Sainte-Barbe  et  de  M.  Niewenglowski. 


On  considère  deux  paraboles  dont  les  tangentes  aux 
sommets  sont  deux  droites  recta?igulaires  fixes  Ox,  Oj 
et  dont  les  foyers  décrivent  des  parallèles  à  ces  droites.  Il 
s'agit  de  prouver  que  la  somme  des  angles  c/iie  font  les 
trois  tangentes  communes  à  ces  deux  paraboles  a^ec 
VaxeOx  ne  dépend  que  de  la  direction  de  la  tlroi/eFF'. 

Considérons  le  tiiangle  formé  par  les  trois  tangentes 
communes  et  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  On  sait 
que  ce  cercle  passe  par  F  et  F'  et  que  les  droites  de 
Simson,  relatives  aux  points  F,  F'  par  rapport  à  ce 
triangle,  sont  précisément  les  droites  Ox^  Oy  .  Comme 
ces  droites  sont  rectangulaires,  les  points  F  et  F'  sont 
diamétralemtmt  opposés.  On  peut  donc,  au  lieu  de  FF', 
considérer  la  droite  wF,  to  étant  le  centre  du  cercle,  et 
le  théorème  à  démontrer  devient  le  suivant  :  la  somme 
des  angles  {/ne  font  les  trois  côtés  d'un  tiiangle  ai^ec 
la  droite  de  Simson  relatii^e  à  un  point  F  ne  dépend 
que  de  l'angle  que  fait  avec  cette  même  droite  le 
rayon  toF. 

Pour  le  faire  voir,  examinons  ce  qui  se  passe  lorsque 
le  point  F  se  déplace  sur  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  ABC,  ce  dernier  restant  fixe  {/Ig'  i).  On 
sait  que,  si  le  point  F  décrit  un  arc  2 a,  la  droite  de  Sim- 
son relative  à  ce  point  subit  une   rotation  égale  à  —  a 


(  5io  ) 

(elle  est,  en  effet,  parallèle  à  la  droite  AG,  G  étant  le 
symétrique  de  F  par  rapport  à  BC,  et  deux  ares  symé- 
triques FFi  etGG,  50ut  égaux  et  de  signes  contraires). 
Il  en  résulte  que  Tangle  de  chacun  des  côtés  du  triangle 
avec  celte  droite  augmente  de  a;  leur  somme  augmente 


donc  de  3  a.  Or  l'angle  de  ojF  avec  cette  droite  aug- 
mente aussi  de  3a,  puisque  to F  subit  une  rotation  de  2  a 
et  la  droite  de  Simson  correspondante,  une  rotation  de 
—  a.  Il  résulte  delà  que,  si  le  tliéorème  est  vrai  pour  une 
position  particulière  du  point  F,  il  subsiste  quand  ce 
point  décrit  la  circonférence.  Or,  si  nous  supposons  que 
le  point  F  coïncide  avec  un  sommet  A  du  triangle,  la 
droite  de  Simson  est  la  hauteur  AH,  laquelle  fait  avec 

BC  un  angle  égal  à  -;  la  somme  algébrique  des  angles 


qu'elle   fait  avec  AB  et  AC  est  égale  à  HAC  —  HAB, 

c*est-à-dire  à  HAC  —  CAtoou  à  wAH.  On  voit  donc  que 
la  somme  des  trois  angles  de  la  droite  de  Simson  a\  ec  les 

trois  côtés  surpasse  de  ^  l'angle  de  wF  avec  cette  même 

droite  (ces  égalités  ayant  lieu  à  un  multiple  de  t:  près, 
puisque  les  directions  des  droites  ne  sont  pas  détermi- 
nées). 


(  ^»>  ) 

Donc,  la  somme  des  angles  (j ne  font  les  tangentes 

communes  a^ec  Ox  surpasse  de  -  i angle  de  FF'  as^ec 
Ox, 

II  s'agit  ensuite  de  trouver  le  lieu  des  points  de 
concours  des  tangentes  communes.  Une  droite  MN 
{fig,  2),  coupant  Oj  en  M  et  Ox  en  N,  est  tangente  aux 
deux  paraboles  si  FM  et  F'N  sont  perpendiculaires  sur 
MN,  et  nous  venons  de  voir  cjue  les  sommets  du  triangle 

Fi{T.  2. 


formé  par  les  tangentes  communes  sont  sur  le  cercle 
décrit  sur  FF'  comme  diamètre.  Soit  A  l'un  des  points 
de  rencontre  de  MJN  avec  ce  cercle.  Menons  AT,  F'Q 
perpendiculaires  sur-  Ox^  AS,  FP  perpendiculaires  sur 
Oy.  Les  couples  de  triangles  rectangles  ATN,  FPM; 
AMS,  FNQ;  AMF,  F'NA  évidemment  semblables, 
donnent 


AT        FP 

AS 

F'Q 

A  M 

AN  ~  FM  ' 

AM  ~ 

-  F'N' 

FM 

PN 
AN 


En    multipliant   membre  à  membre  et  supprimant  les 
facteurs  communs,  on  obtient 

AT.AS  =  FP.F'Q. 


(  5i'2  ) 

Le  lieu  du  ])oi)it  A  est  donc  riiypcrbole  équilalère  qui 
a  pour  asymptotes  Ox,  Oy  et  qui  passe  par  Je  point  de 
concours  C  des  droites  que  décrivent  les  foyers.  On  peut 
se  demander  pourquoi  il  y  a  un  lieu,  alors  qu'il  semble 
que  l'énoncé  contienne  inie  condition  de  trop.  Il  en  lé- 
sulte  évideiiunent  que  chaque  point  du  lieu  est  obtenu 
une  iniinité  de  fois.  On  voit  en  eOet  que,  étant  donné 
un  point  A  du  lieu  trouvé,  pour  que  ce  point  soit  un 
point  de  rencontre  des  tangentes  communes  aux  deux 
paraboles  de  foyers  F  et  F',  il  faut  et  il  suffit  que  l'angle 
FAF'  soit  droit.  On  obtient  ainsi  une  iniinité  de  sys- 
tèmes de  deux  paraboles  pour  lesquelles  le  point  A  est 
obtenu  comme  point  du  lieu.  Ci's  paraboles  sont  carac- 
térisées géométriquement  par  ce  fait  que  le  lieu  du  point 
de  rencontre  de  leurs  axes  est  une  droite.  Soit,  en  ell'et, 
n  le  point  de  rencontre  des  axes  :  CD  passant  [)ar  le  mi- 
lieu oj  de  FF',  centre  du  cercle,  l'angle  CAD  est 
dioil;  la  droite  AD  a  donc  une  direction  fixe. 


«ÉOMÉTUIE  DL  COMPAS;*^ 

V\i\  M.  J.  COLETTE, 

Ancien  répélileur  de  Malhéinaliqiios. 


j/attention  a  été  récemment  appelée,  dans  divers 
Cours  préparatoires,  sur  certains  j)roblèmes  ti-ès  inté- 
ressants de  la  Géométiie  du  compas  (').  Cette  Géomé- 
trie spéciale  est  particulièrement  nécessaire,  indispen- 


(')  En  1797,  le  mathématicien  italien  iMasclicroni  pnhiia,  sous  ce 
même  titre  :  Geo/nctria  dcl  compasso,  \\n  Livre  très  savant  et  très 
élémentaire  aussi,  dont  le  capitaine  Careltc  du  riénic.  puliiia,  l'an- 
née suivante,  une  excellente^  Iraduclioii. 


(  ■'••■'-  ) 

sable  même,  pour  la  construction  des  épures  géodésiques 
et  géograpliiques  (canevas  des  Cartes,  tracé  d(;s  méri- 
diens et  des  parallèles).  Nous  nous  bornerons,  ici,  à  en 
marquer  quelques  points  importants. 

De  cette  géométrie  du  compas,  qui,  «  par  le  secours 
du  compas  seulement,  détermine  la  position  des  points  », 
nous  citerons  d'abord  les  deux  problèmes  suivants  : 

1°  Trouver,  au  moyen  du  compas  seulement,  le 
point  milieu  d'un  arc  AB,  dont  le  centre  est  en  O. 

Solution.  —  iJes  deux  points  A  et  H  comme  centres 
{fig-   i),  avec  le  rayon  R  de  Tare  donné,  je  trace  deux 

Fier.  I. 


arcs  sur  lesquels  je  prends  DO  =  OE  =  AB;  puis,  des 
points  D  et  E  comme  centres,  avec  DB  et  EA  pour 
rayons,  je  trace  deux  arcs  qui  se  coupent  en  F 5  enfin, 
du  point  D  comme  centre,  avec  OF  pour  rayon,  je  trace 
un  arc  qui  coupe  l'arc  donné  AB  en  un  point  G  qui  est 
le  point  cherché. 
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(  5.4  ) 
Supposons  le  point  G  déterminé  d'avance  et  traçons 
toutes  les  lignes  pointillées  de  ia  figure,  on  a 

DB  =  DF, 
donc 

df^=dm'  +  bm^ 

en  prenant  OM  =  ME,  on  aura 

D0  =  20M; 
par  conséquent, 


DF  =  9  X  OM  +  R2—  OM" 
=  8  X  OmVr2. 


Mais,  d'autre  part,  ou  a  aussi 


2         2         2 

OF  =  DF  —  DO 


DB"— DO 


=  8  X  OmV  R2—  4  X  OM' 
=  4  X  Ô^l  -+■  R2  ; 

or,  dans  le  triangle  DOG,  on  a 

DG"=R2-hD(5' 

=  R2+4ârr; 

donc  DG  =  OF.  c.  Q.  F.  D. 

2"  hiscriro   lui  carre  dans  un   cercle,   avec  le  seul 
emploi  du  compas. 

La  solution  est  simple;  car,  en  prenant,  sur  la  demi- 
circonférence  ACimlfig.  •>V    \(:=:rD:r^DR=:R,  la 


(  5.5  ) 
question  revient  à  trouver  le  milieu  de  l'arc  CD,  commo 
ci-dessus,  et  AG  est  le  coté  du  carré  inscrit. 


La  place  ne  nous  permet  pas  de  mentionner  la  solu- 
tion générale  du  joli  problème  suivant  : 

Etant  donnés  deux  points^  trouver,  au  moyen  du 
compas  seul,  le  point  ou  les  points  qui  divisent  en  2,  3, 
4,  .  .  •  parties  la  ligne  qui  joindrait  ces  deux  points. 

Nous  n'insisterons  pas  non  plus  sur  les  différents 
problèmes  qui  ont  trait  aux  opérations  suivantes,  par 
le  compas  seul  : 

Addition  et  soustraction  de  droites  dont  on  ne  con- 
naît que  les  points  extrêmes  ; 

Tracé  des  droites  indéfinies  ; 

Tracé  des  droites  parallèles; 

Recherche  des  quatrièmes  proportionnelles,  des 
moyennes  proportionnelles,  des  points  qui  divisent  une 
droite  en  moyenne  et  extrême  raison,  etc. 

Nous  donnerons  seulement  deux  belles  solutions  du 
problème  suivant,  que  nous  ferons  suivre  de  quelques 
remarques  importantes  : 

Etant  donné  un  cercle  dont  on  ne  connaît  pas  le 
centre,  trouver  ce  centre  en  ji' employant  que  le  compas. 


(  i'6  ) 
Première soluUoJi.  —  D'un  point  C  {Jlg-  3),  pris  arbi- 
trairement sur  le  cercle,  comme  centre,  avec  un  ravon 
quelconque,  je  trace  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  cir- 
conférence donnée  en  deux  points  A  et  B.  De  chacun  de 


Fig.  3. 


ces  points,  avec  le  même  rayon,  je  trace  deux  arcs  qui 
se  coupent  en  C  et  en  H.  Je  trace  le  cercle  qui  a  H  pour 
centre  et  HG  pour  rayon.  Ce  cercle  coupe  le  premier 
arc  décrit  en  deux  points  E  et  F;  de  ces  deux  points  je 
décris  deux  arcs  avec  rayons  EC  et  FC;  ces  deux  nou- 
veaux arcs  se  coupent  en  un  point  O,  centre  cherché. 
En  effet,  traçons  les  lignes  pointillées^  nous  avons 
dans  le  cercle  donné 

ÂG"  =  CGx  CL. 

En  appelant  R  cl  /■  les  rayons  dos  cercles  entièrement 
tracés,  on  a 


cr,  =  -, 


CL  =  1  W 


(  3>7  ) 
donc 

ÂG'=  -  X'iWr^  \\r. 

•1 

Mais,  dans  le  petit  cercle,  on  a 

Eg''  =  CI  X  CM, 
et,  comme  AC  =  EC,  on  aura 

Rr  =  CI  X  CM. 
Mais  CM  =  2/-,  donc 

Rr  =  CI  X  2r; 
donc 

R  =  2GI  =  CO.  c.  Q.  F.  D 

Cette  élégante  solution,  il  faut  bien  le  dire,  a  pourtant 
un  inconvénient  considérable  :  les  deux  arcs  décrits  des 
points  A  et  B  comme  centres,  avec  AC  pour  rayon,  se 
coupent  sous  un  angle  aigu.  La  solution  de  Masclieroni 
n'a  pas  ce  défaut,  tout  en  offrant  aussi  une  élégante 
simplicité. 

Seconde  solution.  —  Prenons  un  cercle  et  une  corde 
auxiliaire  de  même  grandeur  que  ci-dessus.  Menons  du 
point  C  {fig-  4)  deux  cordes  égales  CA  et  CB  et,  en  dé- 
crivant le  cercle  G12B,  arrêtons-le  au  point  D,  extré- 
mité du  diamètre  ACD.  Soit  B  le  point  où  ce  cercle 
coupe  le  cercle  donné  5  du  point  D  comme  centre,  avec  DB 
pour  rayon,  je  trace  un  arc  qui  coupe  en  L  un  arc  de 
même  rayon  décrit  du  point  C;  puis,  du  point  L  comme 
centre,  avec  le  même  rayon  LC,  je  décris  un  arc  qui 
coupe  en  Q  le  cercle  AC  :  AQ  est  le  rayon  du  cercle 
donné  dont  le  centre  sera  déterminé  par  deux  arcs  dé- 
crits des  points  A  et  C  avec  ce  rayon. 

Démonstration.  —  On  voit  clairement  par  la  figure 


(5.8) 

que  les  deux  triangles  isoscèles  LCD,  LCQ  sont  égaux; 
que  le  triangle  isoscèle  CQA  a  son  angle  C  supplémen- 
taire du  double  de  l'angle  LCD,  c'est-à-dire  égal  à  l'angle 


Fig.  /,. 


CLD  ;  les  deux  triangles  CQA  et  LCD  sont  donc  sembla- 
bles, et  l'on  a 

QA:AG::CD:GL 

ou  bien,  d'après  la  construction, 

AO:AG::GD:DB. 

On  en  déduit  que  les  triangles  OAC  etCBD  sont  sem- 
blables, et,  comme  ils  sont  isoscèles,  on  voit  que  l'angle 
ACO  est  la  moitié  de  l'angle  ACB.  Les  deux  triangles 
ACO  et  OCB  sont  donc  égaux  ;  il  s'ensuit  que 

AO  =  0B  =0G: 

donc  O  est  le  centre  cherché.  c.  q.  f.  d. 

C'est  la  solution  de  Mascheroni.  La  première  solution 

a  été  communiquée  par  M.  de  Longchamps  au  Journal 

de   Mathématiques  élémentaires   (année   1878).  Nous 


(  ^'9  ) 

allons  voir  que  ces  deux  solutions,  eu  apparence  si  dis- 
semblables, ne  sont  qu'une  seule  et  même  solution. 

D'abord  il  suffit  d'un  peu  d'attention  pour  constater 
que  la  longueur  du  rayon  HC  de  la  première  solution 
n'est  autre  que  le  côté  BD  de  la  deuxième.  Quant  à 
la  similitude  des  deux  trianirles  OAC  et  GBD  de  la 
deuxième  solution,  elle  est  presque  une  évidence  que 
Masclieroni  démontre  un  peu  péniblement.  En  somme, 
le  rayon  cherché  du  cercle  donné  n'est  pas  autre  chose 
que  la  troisième  proportionnelle  de  deux  longueurs  con- 
nues :  CA  et  GH  de  la  première  solution,  et  les  mêmes 
longueurs  CD  et  DB  de  la  seconde. 

Quant  à  la  construction  d'une  troisième  proportion- 
nelle, il  est  intéressant  de  voir  la  solution  que  donne 
Mascheroni,  en  employant  le  seul  compas. 

Traçons  le  cercle  qui  a  HG  pour  rayon  {Ji^.  5),  et 

Fig.  5. 


d'un  point  G  de  ce  cercle  décrivons  un  arc  indéfini  avec 
CE  pour  rayon  ;  les  deux  cercles  se  coupent  en  E  et  en  F. 
Du  point  F,  je  vais  avec  le  compas,  par  trois  rayons 
successifs,  jusqu'en  E'.  Alors  FE'  est  un  diamètre.  Sans 
entrer  dans  les  détails,  on  voit  que  les  triangles  CEE' 
et  GHF  sont  semblables^  on  a  donc 

CII:CF::  GE:EE': 


(    020    ) 

donc   EE'  est  la    troisième   proportionnelle   cherchée. 

Il  suffit  de  regarder  la  figure  de  la  première  solution 
ci-dessus  {^fig-  3)  pour  voir  que  la  ligne  EE'  de  cette 
figure  est  le  rajon  cherché,  d'ailleurs  égal  à  CO  par 
construction. 

Quant  à  la  figure  de  la  deuxième  solution  {fig-  4)  elle 
est  tout  aussi  évidente  :  par  le  point  G  passe  le  cercle 
dont  le  rayon  CL  est  égal  à  BD.  Du  point  G,  avec  G  A 
pour  rayon,  nous  avons  tracé  le  cercle  qui  coupe  le  petit 
cercle  en  Q  et  D;  or,  DA  étant  un  diamètre,  QA  est  la 
troisième  proportionnelle,  c'est-à-dire  le  rayon  cherché. 

Les  deux  solutions  sont  donc  identiques.        c.q.f.d. 


SIR   LES    CIBIOLES    GAUCHES; 


Par  m.  BALITRAND, 
Élève  de  l'École  Polytechnique. 


Nous  nous  proposons  d'appliquer  à  l'étude  des  groupes 
de  points  sur  une  cubique  gauche  une  méthode  identique 
à  celle  que  M.  Appell  a  appliquée  dans  le  cas  des  coni- 
ques [Nouvelles  Annales,  janvier  1 889)  ;  et  d'en  déduire 
([uelques  conséquences  pour  la  théorie  de  ces  courbes 
et  pour  celles  des  courbes  planes  du  troisième  ordre 
ayant  un  point  double. 

Nous  commencerons  par  donner  une  démonstration 
très  simple  du  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  cubique  i^auche,  par  tout  point  de 
l'espace,  on  peut  mener  une  droite  qui  rencontre  cette 
courbe  en  deux  points  réels  ou  imaginaires  conjugués. 

Soit  P  le  point  donné.  La  cubique  considérée  est  à 


(  ^^'  ) 

l'iiitersectiou  de  deux  surfaces  du  second  degré  ayant 
une  génératrice  commune.  Les  plans  polaires  du  point 
P,  par  rapport  à  ces  deux  surfaces,  se  coupent  suivant 
une  droite,  et  le  plan  mené  par  cette  droite  et  le  point 
P  coupe  ces  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  dont 
les  quatre  points  d'intersection  sont  réels,  ou  dont  deux 
sont  réels  et  deux  imaginaires  conjugués.  Le  point  P, 
réel  par  hypothèse,  a  même  polaire  par  rapport  à  ces 
deux  coniques.  Donc  il  est  à  l'inttîrsection  de  deux  sé- 
cantes communes  réelles;  et  l'une  de  ces  sécantes  ren- 
contrant la  cubique  gauclie  en  deux  points  réels  ou  ima- 
ginaires conjugués,  le  théorème  est  démontré. 

Gela  posé,  rappelons  que  les  cubiques  gauches  sont 
des  courbes  unicursales  et  proposons-nous  de  trouver  la 
relation  qui  lie  les  paramètres  de  trois  points  de  la  cu- 
bique situés  dans  un  plan  variable  passant  par  un  point 
fixe. 

Soient 

/         _  axt^-\-  bxf^-^-  C\t  H-  dx  _  f\it) 
)        _  a^t^-^b^ ^2 -f-  c, ^  +  cil,  _  /o it ) 

\     "  ~"      af3_H  [3^2+ Y^-+-ô  o{t 

les  équations  de  la  cubique. 

Soien  t  P  le  point  fixe  et  ^  et  ^  les  valeurs  du  paramètre 
t  pour  les  points  A  et  B  en  ligne  droite  avec  P. 

Soient 

R  =  o,         S  =  o 

les  équations  de  la  droite  PAB. 

Q  =  o  étant  l'équation  d'un  plan  passant  parle  point 

P,  l'équation 

Q-f-XR-4-|ji.S  =  o 


(     522     ) 

est  l'équation  la  plus  générale  des  plans  passant  par  ce 
point. 

Dans  l'expression  Q  -+-  ).R  -h  p.S,  je  substitue  à  jr,  r, 
z  leurs  valeurs  (i)  en  f,  et  je  décompose  le  numérateur 
en  facteurs  du  premier  degré;  j'obtiens  ainsi  l'identité 

Q  -r-  A  R  -h  [J.  b  ^  A    — —  , 

où  h  est  indépendant  de  t. 

Dans  cette  identité,  je  donne  successivement  à  t  les 
valeurs  t^=.  a^  t^=h^  *^^  ]^  désigne  par  Q,  t;t  Q2  ce  que 
devient  Q  pour  ces  valeurs-,  j'ai 

{a  —  t{)(a  —  t^J(a  —  t^) 


Q2 


o{a} 


o(b) 
en  divisant, 

?(<^)Qi  ^  (^1  — a)(/2  — <3^)(^3  — «) 

Cp(6)Q2    ~     {ti—b){h  —  b){t,-b) 

ou 

C  désignant  une  constante. 

Telle  est  la  relation  cherchée.  JNous  allons  indiquer 
très  rapidement  les  formes  sous  lesquelles  on  peut  la 
mettre  et  les  théorèmes  qui  en  découlent.  (Pour  les  dé- 
tails, se  reporter  à  l'article  de  M.  Appell.) 

i^  a  et  b  sont  rcels.  —  Par  la  substitution 


a 


t  —  b         ' 
la  relation  (2)  devient 

(3)  0,0203=  C. 
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2"  a  et  b  sont  imaginaires  conjugués 

a  =  a  -4-  S  i, 

,  '    .  Ci  =  costo -h  «  sinoj. 

6  =  a  —  fit, 

Pour  simplifier  la  relation  (2)  et  n'y  introduire  que 
des  éléments  réels,  nous  poserons 

a  —  t  fi        tu 

col  (  - 


^  \2  8 

la  relation  (2)  deviendra 

'Cl  H-  ^2  +  "^3  =  '2kTZ. 

3"  a  =  h.  —  La  droite  PAB  est  tangente  à  la  cubique. 
On  trouve  une  relation  de  la  forme 


a  —  ti        a  —  t=y        a  —  ^3 

d'où,  en  posant 

i  h 

7   =    5+   -, 

a  —  t  3 

5i  -f-  52+  53  =  o. 

De  ces  relations  résultent  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Etant  donjiée  une  cubique  gauche, 
par  un  point  P  (^non  situé  sur  une  de  ses  tangentes)  on 
peut  mener  trois  plans  osculateurs  à  la  courbe.  Les  points 
de  contact  sont  réels  si  les  poi/its  A  et  ]^  sont  imagi- 
naires; si  les  points  A  e^  B  sont  réels,  un  point  de  con- 
tact est  réel  et  les  deux  autres  sont  imaginaires  con- 
jugués. 

Théorème  11.  —  Les  points  de  contact  des  plans  oscu- 
lateurs et  le  point  d'oii  on  les  mène  sont  dans  un  même 
plan. 

Théorème  III.  —  Par  le  poijit  P  et  un  deuxième 
point  pris  sur  la  cubique,  c'est-à-dire  par  une  droite 
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qui  rencontre  la  cubique,  on  peut  mener  deux  plans  tan- 
gents à  cette  courbe  ;  les  points  de  contact  ne  sont 
jamais  dans  un  même  plan  avec  la  droite  intersection 
des  p  lans  tangents . 

Théorème  IV.  —  L'enveloppe  des  traces  des  plans 
osculateurs  à  la  cubique  gauche  sur  un  de  ses  plans 
osculateurs  est  une  conique. 

En  effet,  par  un  point  quelconque  d'un  plan  oscula- 
teur  à  la  cubique  passent  deux  plans  osculateurs  seule- 
ment, c'cst-â-dire  deux  tangentes  à  la  courbe  enveloppe 
des  traces  des  plans  osculateurs  à  la  cubique.  Cette 
courbe  est  donc  une  conique. 

Théorème  V.  —  Les  plans  osculateurs  à  la  cubique, 
aux  points  oîi  elle  est  rencontrée  par  un  plaji,  se  cou- 
pent en  un  point  situé  dans  ce  plan. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  presque  immédiate 
du  théorème  I. 

D'après  le  théorème  préliminaire,  la  perspective  d'une 
cubique  gauche  est  une  courbe  plane  du  troisième  degré 
ayant  un  point  double. 

D'ailleurs,  étant  donné  un  point  S  et  une  cubique 
plane  à  point  double,  on  peut,  d'une  infinité  de  façons, 
considérer  celle-ci  comme  la  perspective  d'une  cubique 
gauche,  le  point  de  vue  étant  au  point  S.  Il  suffit,  en  etï'et, 
de  tracer  une  conique  qui  passe  au  point  double  et  y 
touclie  une  des  tangentes  à  la  cubique,  et  de  la  prendre 
comme  directrice  d'un  cône  dont  le  sommet  S'  est  sur  la 
droite  qui  joint  le  point  S  au  point  double.  I,es  cônes  S 
et  S'  ont  en  commun  la  génératrice  triple  SS'.  Le  reste 
de  l'intersection  est  une  cubique  gauche  qui  se  projette 
suivant  la  cubique  plane  considérée. 

Dès  lois,  des  propriétés  des  cubiques  gauches  on  peut 
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déduire  les  propriétés  des  cubiques  planes  unicursales, 
et  réciproquement. 

Commençons  par  rappeler  que,  si  le  sommet  du  cône 
projetant  une  courbe  gauclie  est  dans  l'un  des  plans  os- 
culateurs  de  la  courbe,  la  projection  présente  un  point 
d'inflexion  correspondant  au  point  de  contact  du  plan 
osculateur. 

Le  théorème  I  nous  donne  alors  : 

Une  cubique  plane  à  point  double  présente  trois 
points  d'inflexion  en  ligne  droite.  Parmi  les  trois 
points  d'iîijlexion^  deux  sont  imaginaires  conjugues 
et  un  réel,  si  les  tangentes  du  poijit  double  sont  imagi- 
naires, c'est-à-dire  si  ce  dernier  est  un  point  isolé. 

Le  théorème  III  nous  montre  que,  par  un  point  d'une 
cubique  plane  unicursale,  on  peut  mener  deux  tangentes 
à  la  courbe. 

Inversement,  ce  théorème  bien  connu,  que  les  tan- 
gentes à  une  cubique,  en  trois  points  en  ligne  droite, 
rencontrent  la  courbe  en  trois  points  également  en  ligne 
droite,  nous  donne,  pour  les  cubiques  gauches,  le  résul- 
tat suivant  : 

Par  un  point  M,  on  mène  trois  plans  tangents  à  une 
cubique  gauche,  tels  que  les  points  de  contact  soient 
dans  un  plan  passant  par  M;  les  troisièmes  points 
d'intersectioji  de  ces  plans  avec  la  courbe  et  le  point  M 
sont  dans  un  même  plan. 
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SUR  LE  DÉPL4CEMEi\T  D  U\E  DROITE; 

Par  m.  BALITRAND, 

Élève  à  l'École  Polytechnique. 


M.  Genty  a  considéré  (3^  série,  t.  VII,  p.  35o)  le 
déplacement  d'une  droite  de  longueur  constante,  dont 
les  extrémités  A,  et  Ao  glissent  sur  deux  surfaces  (Si) 
et  (So),  de  telle  sorte  que  les  normales  aux  points  A,. 
Ao  à  ces  surfaces  se  rencontrent  en  un  point  N.La  droite 
étant  assujettie  à  trois  conditions,  chacun  de  ses  points, 
A,  décrit  une  surface  (S),  et  M.  Genty  a  démontré  que 
la  normale  au  point  A  à  la  surface  S  passe  en  N.  jSous 
nous  proposons  de  donner  une  démonstration  géomé- 
trique de  ce  théorème,  puis  de  le  généraliser  un  peu. 

Donnons  à  la  droite  un  déplacement  infiniment  petit  à 
partir  de  sa  position  initiale.  Les  plans  normaux  aux  tra- 
jectoires de  ses  différents  points  se  coupent  suivant  une 
droite  qui  passe  par  le  point  N,  puisque  ce  point  appar- 
tient à  l'intersection  des  plans  normaux  aux  trajectoires 
des  points  At  et  Ao-  Supposons  que  l'on  communique  à 
la  droite  un  second  déplacement  infiniment  petit.  Les 
plans  normaux  aux  nouvelles  trajectoires  de  ses  diffé- 
rents points  se  coupent  encore  suivant  une  droite,  qui 
passe  également  au  point  jN  .  La  normale  au  point  A  à 
la  surface  (S)  est  normale  aux  trajectoires  du  point  A 
dans  ces  deux  déplacements;  donc  elle  passe  en  N. 

Imaginons  un  solide  invariablement  lié  à  la  droite, 
c'est-à-dire  ne  pou  vaut  pas  tourner  autour  de  cette  droite. 
Chaque  point  de  ce  corps  décrira  une  surface,  et  Ton 
sait  (]ue,  pour  un  pareil  déplacement,  il  existe  deux 
droites  qui  rencontrent  les  jiormales  aux  surfaces  tra- 
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jectoiresdetous  Jes  points  dusolidfi.  Dans  le  cas  présent, 
ces  deux  droites  se  croisent  évidemment  au  point  N;par 
suite,  la  normale  à  la  trajectoire  d'un  point  quelconque 
du  solide  passe  au  point  iN. 

Comme  cas  particulier,  considérons  le  cas  où  les  sur- 
faces (Si)  et  (So)  sont  deux  plans,  et  soit  L  leur  inter- 
section. Le  plan  A^  AjN  est  perpendiculaire  à  L,  et  la 
normale  AN,  étant  située  dansée  plan,  reste  constam- 
ment parallèle  à  un  plan  perpendiculaire  à  L.  La  surface 
(S)  est  donc  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  L.  Pour  avoir  le  degré  de  ce  cylindre,  il  suffit  de 
considérer  le  déplacement  de  la  droite  dans  un  plan  fixe 
perpendiculaire  à  L,  le  plan  A,  AoN  par  exemple.  On  a 
une  droite  de  longueur  constante,  dont  les  extrémités 
glissent  sur  deux  droites  fixes.  Dès  lors  le  point  A  décrit, 
dans  ce  plan,  une  conique  dont  le  centre  est  au  point  de 
rencontre  des  deux  droites.  Donc,  lorsquunc  droite  de 
lorif^ueur  constante,  dont  les  extrémités  A^  et  A2  glis- 
sent sur  deux  plans,  se  déplace  de  telle  sorte  que  les 
perpendiculaires  à  ces  plans,  aux  points  A,  et  Ao,  se 
coupent  constamment,  un  point  quelconque  de  la  droite 
décrit  un  cylindre  du  second  de 2 ré,  dont  les  aénéra- 
trices  sojit  parallèles  à  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans,  et  dont  V axe  coïncide  av^ec  cette  droite. 


TAAGEXTE  E\  O  POI\T  Di\E  COURBE  REMAROIABLE; 

Par  m.  J.  POMEY. 


Soient  n  courbes  fixes  C,,C2, ..  .,C;i,  dans  un  plan ^ M 
un  point  de  ce  plan^  T,,  T,,  ..  .,T,i  les  longueurs  des 
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tangentes  menées  du  point  M  à  ces  courbes;  posons 

et 

f(ti,  t2,  ..  .,tn)  =  COnSt. 

En  vertu  de  cette  relation,  le  point  M  est  assujetti  à 
rester  sur  une  courbe.  Je  dis  que  la  normale  à  cette 
courbe  au  pointM.  passe  par  le  centre  de  înasse  G  des 

masses  -y-j  -f-  ■>  •  •  •  ?  -r—  respectwem,ent  appliquées  aux 

centres  de  courbure  des  courbes  Ci,  C2,  •  •  •  •  C,;,  corres- 
pondant aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  du 
point  M. 

Soient  «1,  Z>i,  «2?  ^2î  "-1  (In-)  bn  les  coordonnées  de  ces 
centres  de  courbure  par  rapport  A  des  axes  rectangu- 
laires; R,,R2,R«  les  rayons  de  courbure  correspondants-, 
X,  y  les  coordonnées  du  point  M.  R, ,  Ro, .  .  . ,  R/z  restent 
constants  quand  x  Ql  y  deviennent  x  -\-  dx,  y  -\-  dy. 

On  a  alors 


''/ 


dti  =  (x  —  «1)  dx  -h  (y  —  bi)  dy,         .... 
.    Les  coordonnées  X  et  Y  de  G  sont 

et  l'équation  (i)  devient,  en  supprimant  le  facteur  com- 

(x  —  X ) dx  ■+■  (y  —  Y  )  dy  =  o, 


qui  représente  bien  l'équation  de  la  normale,  si  X  et  ^ 


I 
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y  sont  considérées  comme  des  coordoiinéescourantcs.  Le 
point  (X,  Y)  est  donc  situé  sur  la  normale,   c.  q.  f.   d. 

Nota.  —  En  ce  qui  concerne  le  rayon  de  courbure  p 
de  la  courbe,  lieu  du  point  M,  soient  cfi^di-,.  -  >  •,  dfi  les 
projections  sur  la  normale  des  droites  qui  joignentle  point 
M  aux  centres  de  courbure  de  C, ,  Co,  •  .  . ,  Cn  ;  soient  R'^ 
R2,  ...  les  rayons  de  courbure  des  développées  de  ces 
courbes  ;  soit  N  la  distance  GM,  on  trouve  la  formule  sui- 
vante, peu  susceptible  d'une  interprétation  simple, 

>    ,    •;     didj-^i  i-f-  -  )  y  -é >   T-  TîT-cosV Ric/5)  =  o. 


SlIR  ll\E  GÉNÉRALISATIOIV  DU  THÉORÈME  DE  PASCAL 

DO^M^T  i\EiiF  poms  m  mm  droite; 

Par  m.  AUBERT, 

Professeur  au  lycée  de  Hocliefort. 


1.  Théorème.  —  On  considère  tous  les  cercles  o-  pas- 
sant par  deux  points  fixes,  dont  l'un  c  est  sur  la  cir- 
conférence d'un  cercle  donné  5,  et  Vautre  d  sur  une 
droite  donnée  l.  Chacun  des  cercles  a  rencontre  la 
droite  l  en  un  second  point  d'  et  la  circonférence  s  en 
un  second  poijit  d .  La  droite  c' d'  passe  par  un  point 
fixe  i  de  la  circonférence  5,  quel  que  soit  le  cercle  a 
considéré. 

Nous  pouvons,  en  effet,  définir  tous  les  cercles  cr  au 
moyen  d'un  troisième  point  qui  décrirait  la  circonfé- 
rence s.  Or,  quelle  que  soit  la  position  c'  de  ce  point,  la 
droite  indéfinie  c'<i' forme  avec  ce'  un  angle  qui,  compté 
à  partir  de  ce'  dans  un  sens  déterminé,  celui  des  ai- 

Ann.  de  Mathémat.,  3<=  série,  t.  VIII.  (Novembre  1889.)       34 
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guilles  d'une  montre,  par  exemple,  a  toujours  la  même 
valeur  :  c'est  l'angle  cdd'  si  le  point  d  est  extérieur  au 
cercle  5,  c'est  son  supplément  si  le  point  d  est  inté- 
rieur à  ce  cercle. 

D'ailleurs,  le  sommet  c'  de  cet  angle  est  sur  la  cir- 
conférence 5,  et  son  côté  ce'  passe  par  un  point  fixe  de 
cette  circonférence;  donc  l'autre  côté  c' d'  rencontre 
bien  la  circonférence  en  un  point  fixe  i. 

Si  Ton  mène  par  le  point  g  où  la  droite  cd  rencontre 
la  circonférences  une  parallèle  à  la  droite  /,  elle  passera 
manifestement  par  le  point  i,  car  on  peut  considérer  la 
droite  indéfinie  cd  comme  la  circonférence  de  rayon 
infini  à  laquelle  correspond  un  point  d'  infiniment  éloi- 
gné sur  la  droite/',  gi  estdonc  une  position  particulière 
de  la  droite  mobile  c' d' .  Ceci  permet  de  construire  im- 
médiatement le  point  /. 

Cela  posé,  faisons  subir  à  la  figure  une  transforma- 
tion projective. 

Le  cercle  s  deviendra  une  conique  S,  les  cercles  o- 
donneront  le  faisceau  des  coniques  2  passant  par  quatre 
points  fixes  A,  B,  G,  D  dont  les  trois  premiers  sont  sur 
la  conique  S,  la  droite  AB  provenant  de  la  droite  de  l'in- 
fini de  la  première  figure. 

La  droite  /  donnera  une  droite  L  passant  par  le 
point  D. 

La  propi'iété  démontrée  précédemment  sera  conser- 
vée :  la  droite  CD',  tjui  joint  le  second  point  d'intersec- 
tion D'  de  cliaqu(i  conique  S  avec  la  droite  L  au  qua- 
trième point  C  commun  aux  deux  coniques  S  et  I, 
(!0upera  la  conique  8  en  un  point  lixe  L 

Voyons  ce  que  devient  la  construction  qui  dormait  le 
point  t.  A  la  droite  gi  parallèle  à  /  correspond  une 
droite  r(;ncoutrant  L  sur  la  droite  AB.  11  suffira  donc  de 
joindre  le  point  d'intersection  de  L  et  de  AB  au  point  G, 
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où  la  droite  CD  coupe  la  <;oiiiqu(j  S,  pour  obtenir  h; 
point  I  de  cette  conique. 

Actuellement,  rien  ne  distiiigue  le  point  G  des  points 
A  et  B.  On  pourrait,  par  une  nouvelle  transformation 
homograpliique,  projeter  la  conique  S  suivant  un  cercle, 
en  rejetant  à  l'iniini  soit  AB,  soit  LîC,  soit  CA.  Si, 
chaque  fois,  on  détermine  la  position  du  point  /  sur 
chaque  circonférence,  comme  on  l'a  indiqué  plus  haut, 
pour  qu  on  fuisse  la  transformation  inverse  (jui  reproduit 
la  conique  S,  on  obtiendra  nécessairement  le  même 
point  1  de  cette  conique,  au  moyen  des  constructions 
transformées. 

On  est  ainsi  conduit  au  résultat  suivant  : 

On  donne  trois  points  A,  B,  G  sur  une  coni(jue  S,  et 
un  point  D  sur  une  droite  L.  Soient  a,  J3,  y  les  points 
d^ intersection  des  droites  BG,  GA,  AB  avec  la  droite  L, 
et  A',  B',  G'  les  seconds  points  de  rencontre  des  droites 
AD,  BD  et  CD  avec  la  conique  S.  Les  trois  droites  a  A', 
PB'  et  Y  G'  se  coupent  en  un  même  point  I  situé  sur  la 
conique  S. 

Nous  voyons  ainsi  qu'à  un  système  de  quatre  points, 
définis  comme  nous  l'avons  fait  par  rapport  à  une  co- 
nique S,  et  à  une  droite  L  correspond  un  point  I  parfai- 
tement déterminé  de  la  conique.  Si  donc,  inversement, 
au  lieu  de  se  donner  la  droite  L,  on  se  donne  le  point  I, 
la  droite  L  sera  parfaitement  déterminée  et  passera  par 
les  quatre  points  a,  p,  y  et  D. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  — -  Par  un  point  D  du  plan  d'une  conique, 
on  mène  trois  sécantes  AA^,  BB',  GG',  et  l'on  prend  un 
point  I  sur  la  courbe.  Si  l'on  prolonge  chacun  des 
côtés  du  triangle  ABC  jusqu' à  son  intersection  avec  la 
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clroile  (lui  joint  le  point  J  à  la  deuxième  exUéniitc  de 
la  sécante  aboutissant  au  sommet  opposé,  on  obtient 
trois  points  situés  sur  une  même  ligne  droite  qui  passe 
par  le  point  D. 

2.  Ce  tliéorème  conduit  à  de  nombreuses  consé- 
quences. 

Construction  d'une  conique  par  points.  —  Tout 
d'abord,  il  donne  une  construction  par  points  d'une  co- 
nique définie  par  cinq  points,  avec  cette  particularité 
qu'on  détermine  à  la  fois  deux  nouveaux  points  de  la 
courbe. 

Considérons,  par  exemple,  cinq  points  I,  A,  H,  A',  B'. 
Joignons  AA'  et  BIV  qui  se  coupent  au  point  D,  puis 
menons  par  le  point  I  une  droite  quelconque  qui  coupe 
la  conique  en  un  point  inconnu  C.  Soit  vie  point  d  inter- 
section de  cette  droite  et  de  A'B'.  La  droite  Dv  détiuit 
la  droite  L  du  théorème.  Si  donc  nous  prolongeons  lA 
etIB  jusqu'aux  points  a  et  p  où  ces  droites  rencontrent  L, 
il  suffira  de  joindre  aB'  et  ^  A'  pour  obtenir  à  leur  inter- 
section le  point  C.  Le  point  C  sera  par  suite  sur  CD. 

On  a  ainsi  autant  de  couples  de  points  que  l'on  veut. 

Tangente.  —  Il  est  facile  de  construire  la  tangente  à 
la  courbe  en  l'un  des  cinq  points  donnés.  A  cet  elfet, 
imaginons  que  deux  points  de  la  conique  sont  confondus 
au  point  considéré,  que  nous  désignerons  pour  cette 
raison  par  (A' IV).  Associons-lui  l'un  des  autres  points 
donnés,  où  nous  supposerons  les  deux  points  A  et  B  con- 
fondus en  (AB).  Les  droites  (AB),  (A'B')  et  CC  se  cou- 
pent en  D,  I(AB)  et  C'(  A'B')  se  coupent  au  point  (a^). 
La  droite  Lest  ainsi  déterminée.  Si  Ton  joint  le  point  y 
où  IC  rencontre  c(*tle  droite  au  point  (A'B'),  on  a  la 
tangente  clierchée. 
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3.  Avant  (le  donner  d'autres  applications,  remarquons 
que  le  théorème  de  Pascal  sur  l'hexagone  inscrit  à  une 
conique  est  une  conséquence  directe  du  théorème  pré- 
cédent. 

Considérons  en  eilet  l'hexagone  inscrit  dont  les  som- 
mets consécutifs  sont  A,  C,  C,  I,  B',  B.  Les  côtés  op- 
posés se  coupent  aux  points  D,  p  et  y  sur  la  droite  L. 
L'hexagone  peut  être  concave  ou  convexe. 

Ici  se  présente  une  extension  remarquable  du  théo- 
rème. Nous  avons  fait  abstraction  de  la  droite  DAA' 
qui  joint  le  point  D  au  sommet  A  de  l'hexagone  compris 
entre  B  et  C.  Mais  rien  ne  distingue,  au  point  de  vue 
projectif,  ce  sommet  du  sommet  I  compris  entre  B'  et  C. 
Si  donc  on  mène  la  droite  Dl  qui  rencontre  la  conique 
en  un  second  point  F,  les  droites  AL  et  B'C  vont  aussi 
se  couper  sur  la  dioite  L  en  o. 

Observons  maintenant  que  le  point  D  peut  être  sim- 
plement défini  comme  le  point  de  rencontre  de  deux 
côtés  opposés  de  l'hexagone  inscrit  à  la  conique.  On 
peut  donc  appliquer  sans  modification  le  résultat  précé- 
dent aux  deux  autres  points  j^  et  y,  ce  qui  donnera  quatre 
nouveaux  points  situés  sur  la  droite  L. 

En  résumé,  nous  obtenons  neuf  points  en  ligne  droite, 
parmi  lesquels  se  trouvent  les  trois  points  du  théorème 
de  Pascal. 

A.  Il  suffit  de  particulariser  les  conditions  du  théo- 
rème pour  en  déduire  autant  d'énoncés  nouveaux. 

Considérons,  par  exemple,  une  hyperbole,  et  suppo- 
sons que  le  point  I  du  théorème  soit  à  l'iniini  sur  la 
courbe,  le  point  D  étant  lui-même  à  l'infini  dans  une 
direction  déterminée.  Si  de  plus  nous  imaginons  que  le 
point  A  se  confonde  avec  le  point  I,  la  droite  lA  devient 
une  des  asymptotes  de  la  courbe  ;  la  droite  A  A'  est  rcjetée 
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à  l'infini,  et  l'application  du  théorème  conduit  à  la  pro- 
priété suivante  : 

Soient  deux  sécantes  parallèles  rencontrant  l'hyper- 
bole aux  points  B,  B'  et  C,  C.  Les  cordes  BC  et  B'C  vont 
couper  les  asymptotes  de  la  courbe  en  des  points  situés 
deux  à  deux  sur  deux  droites  parallèles  aux  sécantes 
données. 

Chacune  de  ces  droites  passe  aussi  par  un  des  points 
d'intersection  des  parallèles  aux  asymptotes  menées  par 
les  extrémités  de  chacune  des  cordes  CB'  et  BC^ 

Cette  propriété  peut  servir  à  la  construction  d'une 
hyperbole. 

La  méthode  de  transformation  par  polaires  récipro- 
ques permet  de  déduire  des  théorèmes  précédents  autant 
de  propriétés  relatives  aux  tangentes  aux  coniques. 

5.  Nous  avons  montré  plus  haut  comment  le  théorème 
de  Pascal  résulte  du  théorème  que  nous  venons  d'éta- 
blir. 

11  est  naturel  de  chercher  si,  réciproquement,  le  théo- 
rème de  Pascal  pourrait  conduire  à  celui-ci. 

Les  travaux  de  Plùcker,  Cayley,  Kirkman  et  autres 
géomètres  contemporains  ont  établi  un  grand  nombre 
de  résultats  relatifs  aux  hexagones  obtenus  en  joignant 
de  toutes  les  manières  possibles  six  points  d'une  co- 
nique, et  aux  droites  de  Pascal  correspondantes.  Mais 
toutes  ces  recherches  ont  pour  point  de  départ  la  figure 
formée  par  six  points  déterminés  de  la  courbe,  et  six 
seulement.  INous  n'y  voyons  pas  de  propositions  rela- 
tives à  ce  septième  point  de  la  conique,  dont  l'introduc- 
tion forme  en  quelque  sorte  le  caractère  du  théorème 
précédent. 

Toutefois,  il  est  facile  d'obtenir  ce  théorème  par  Tap- 
plicalion    répétée   du   ihéorèmr   de  Pascal  à    di/fcrcnts 
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hexagones  ayant  pour  sommets  six  des  sept  points  con- 
sidérés. Voici  l'une  des  manières  les  plus  simples.  Con- 
sidérons les  trois  hexagones 

(i)  lA'ABCC, 

(2)  IB'BGAA', 

(3)  IG'GABB'. 

Ils  ont  un  sommet  commun  I,  et  chacun  des  autres 
se  déduit  de  ceux  de  l'hexagone  précédent  par  une  per- 
mutation circulaire  effectuée  sur  les  lettres. 

En  prenant  la  notation  habituelle,  nous  avons  les 
trois  pascales  correspondantes  : 

Pour  l'hexagone  (i) 


lA'    A' A    AB  j 

BG     GG'      IG'  i 


pour  l'hexagone  (2) 


\   IB'     B'B     BG  ) 
î  G  A     AA'     lA'  (' 


pour  l'hexagone  (3) 


IG'     G' G     GA 
AB      BB'     IB' 


ce  sont  les  trois  droites 

«Dy,  pDa,  yD?- 

Chacune  d'elles  a  deux  points  communs  avec  chacune 
des  deux  autres.  Elles  coïncident  donc,  et  les  points 
a,  [i^  y,  D  sont  bien  en  ligne  droite. 
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SUR  LE  PLAN  ASYMPTOTE  ET  LES  CYLINDRES  ASYMPTOTES 

DTIVE  SURFACE; 

Par  m.  Gh.  BIEHLER. 


1.   Soit 

?(^, r, ^)  +  'X^, y, -) -^ x(^. r,  ^) ■+-  ^{^, y, z) -+-...  =  o 

l'équation  d'une  surface  algébrique  d'ordre  /w,  ordonnée 

par  groupes  homogènes  de  degrés  m,  m  —  1,7/2  —  2,  

Coupons  cette  surface  par  la  droite 

z  =  Zo  -^  "(p: 

l'équation  qui  donne  les  valeurs  de  p  correspoudant  aux 
points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  surface  est 

ûW-2 

-l-2(a7o4^a+7o^g+^o4'Y)  +  2Z(«'^'ï)] 


-f-3.2(^oXa+:''o7,g  +  -o7;y)-H3!r(a,  6,y)] 


=  o. 


Nous  écrirons  cette  équation  sous  la  forme  suivante 

û'«— 2  0'"^'' 
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en  posant,  pour  abréger, 

IT(a7o,  yo,  ^o)  =  ^O^'oL-^  yo'Yfj-^  ^O'i'y-^  '^{^r  ^,  T)r 

Si  la  direetion  a,  6',  v  est  clioisie  de  telle  soite  que 
'f('^^  ^>  T)  =  0' 
et  si  les  coordonnées  Xo,j"o7  ^o  satisfont  à  la  relation 

la  droite  rencontrera  la  surface  en  deux  points  à  l'in- 
fini. 

Le  plan  Il(x^j-^  r)  ==  o  est  parallèle  à  la  sécante,  et 
comme,  dans  l'hypothèse  de  n(xo,  J07  ^o)  =  o,  le  point 
XojJ'q,  Zq  de  cette  sécante  se  trouve  dans  le  plan,  elle  y 
est  contenue  tout  entière. 

Le  plan  n(x,  j)  ,  z)  =  o  est  donc  le  lieu  des  droites 
parallèles  à  la  direction  a,  6,  y  qui  rencontrent  la  surface 
en  deux  points  au  moins  à  l'infini  5  ce  plan  est  dit  un 
plan  asymptote  de  la  surface. 

Ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  d'ordre  m, 
qui  a  un  point  double  à  l'infini  dans  la  direction  a.  ê,  y, 
et  les  tangentes  en  ce  point  double  sont  les  droites  d'inter- 
section du  plan  n(:r,  j)  ,  r:)=:  o  et  de  la  surface  du  second 
ordre  0(j;,  j  ,  z)  =  o. 

En  effet,  considérons  un  point  Xq,  J'^oi  2^0  commun  à  la 
surface  <ï>(a:,  j)^,  ^)  =  o  et  au  plan  Wl^x^y,  2)  =  o.  Me- 
nons par  ce  point  une  droite  parallèle  à  la  direction  a, 
ê,  y-  nous  allons  démontrer  que  cette  droite  est  tout  en- 
tière sur  la  surface  fl>(x,  j  ,  5)  ==  o. 

Nous  allons  faire  voir  pour  cela  que  l'équation  du 
second  degré  qui  donn(;  les  valeurs  de  p  correspondant 
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aux  points  d'intersections  de  la  droite  en  question  et  de 
la  surface  0  est  une  identité. 
Posons,  pour  abréger, 

*(^,  y,^)  ^'fi^,  y,^)-^  ffi^,  y,  -)  -^  h, 

f{oc^y^  z)  étant  l'ensemble  homogène  des  termes  du 
second  degré,  g{oc^jj  z)  les  termes  du  premier  degré, 
et  h  le  terme  indépendant  des  variables  de  la  fonc- 
tion ^. 

L'écjuation  en  p  sera 

Or  on  a 

/(a,  ê,Y)  =  (ao;,+  gog-+-7cp:^)(2)=  m{m  —  i)'f(a,  ê,  y); 

donc 

/(a,  g,  y)  =  o, 

/a  =  ^^(a?a-=  +  ^?ag+  ï?aY)  =  '^(  ''^  —  0?â' 

/y  =  'M'^'fra"^  ^?r6+  Tf'r-)  =  '^-('^^  —  0?'y' 

.^'(a,  g,  y)  =  2(m  — i)i{;(a,  S,  y); 
par  suite, 

Le  coefficient  de  p  et  le  terme  indépendant  dans  l'équa- 
tion du  second  degré  sont  aussi  nuls  :  elle  se  réduit  donc 
à  une  identité;  la  droite  fait  dès  lors  partie  de  la  surface. 
Le  plan  asymptote  coupe  donc  la  quadrique 

^l>{x,  r.  :;)  =  o 

suivant  une  seconde  droite,  et  si  l'on  mène  par  un  point 
de  celte  seconde  droite  une  sécante  parallèle  à  la  direc- 
tion a,  ^,  Y»  1^'  calcul  précédent    nous  montre  que  cette 
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sécanle  est  tout  entière  sur  la  surface.  Le  plan  asymptote 
coupe  donc  la  surface  ^(x,  j^,  z)  =  o  suivant  un  système 
de  deux  droites  parallèles,  et  chacune  de  ces  droites  ne 
rencontre  plus  la  surface  d'ordre  m  qu'en  m  —  3  points 
à  distance  finie ^  ces  deux  droites  sont  deux  asymptotes 
de  la  courbe  d'intersection  du  plan  asymptote  et  de  la 
surface  d'ordre  ni, 

2.  Ceci  a  lieu  tant  que  les  quantités  cp'gf,  cp|g,  cp^  ne  sont 
pas  toutes  nulles.  Supposons  que  ces  quantités  soient 
nulles  à  la  fois  et  que  <]>(a,  ê,  y)  soit  aussi  nul  ^  l'é- 
quation en  p  s'abaisse  au  degré  m  —  2  et  devient 

pm— 2  qW— 3 

-^  *(^o,  Jo,-o)+  ^37-^F(^o,ro,-o)+..-=o. 

Nous  allons  démontrer  que,  dans  cette  hypothèse,  la 
quadrique  ^(x^y,  z)  =  o  devient  un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  ê,  v. 

En  effet, 

*(^,  y,  z)  =f{x,  y,  z)  +  ff{x,  y,  z)  +  h. 
On  en  tire 

par  suite, 

D'après  les  hypothèses  faites,  le  second  membre  est  nul, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  x,y^  2;  par  suite, 

quels  que  soient  jc,  j>^,  z)  la  surface  est  donc  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  ^,  v. 
Nous  dirons  que  c'est  un  cvlindre  asymptote.  Cette  dé- 
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nomination  est  justifiée  par  la  propriété  suivante  de  ce 
cylindre,  c^^st  le  lieu  des  droites  parallèles  à  la  direC' 
tion  a,  ê,  Y  qui  rencontrent  la  surface  en  trois  points  à 
l'infini. 

Tout  plan  parallèle  aux  génératrices  de  ce  cylindre 
coupe  la  surface  suivant  une  courbe  d'ordre  m,  et  les 
génératrices  d'intersection  du  cylindre  et  du  plan  sont 
deux  asymptotes  parallèles  de  cette  courbe. 

On  peut  montrer,  de  plus,  que  les  deux  surfaces 

^(•2^,7,-2)  =  o 

se  coupent  suivant  six  droites  qui  rencontrent  la  surface 
en  quatre  points  à  l'inlîni. 

11  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  considérer  un  point 
commun  aux  deux  surfaces  0  et  ^,  et  de  mener  par  ce 
point  une  parallèle  à  la  direction  a,  ê,  y;  cette  parallèle 
est  tout  entière  sur  chacune  des  deux  surfaces.  Si  l'on 
forme,  en  effet,  l'équation  en  p  correspondant  aux  inter- 
sections de  la  droite  et  de  la  surface  '^'{x.,j.  2)  =  o, 
cette  équation  est  une  identité,  en  vertu  des  propriétés 
des  fonctions  homogènes  ^  l'intersection  des  deux  sur- 
faces 4>  qxW  ne  peut  donc  être  qu'un  système  de  droites 
parallèles  à  la  direction  a,  ê,  y.  Comme  <ï>  est  du  deu- 
xième degré  et  W  du  troisième  degré,  cette  intersection 
est  un  système  de  six  droites. 

Si  l'on  coupe  la  surface  d'ordre  m  par  uu  plan  passant 
par  l'une  de  ces  six  droites,  la  section  sera  une  courbe 
d'oidre  m  qui  admet  celte  droite  comme  asymptote  d'in- 
flexion, et  la  seconde  droite  d'intersection  du  cylindre  <I> 
avec  le  plan  sécant,  comme  asymptote  ordinaire;  deux 
des  asymptotes  parallèles  de  la  section  obtenue  en  cou- 
pant la  surface  d'ordre  m  par  un  plan  passant  par  deux 
des  six  droites  soni  (Tinflexion. 
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3.  Si  la  foiiclion  <I>(a7,  j  ,,  z)  est  idciilîqucMncnt  iiiilli; 
pour  toute  valeur  des  variables  JCyj''^  z^  on  montrerait 
de  même  que  la  surface  ^F(x,  j  ,  z)  =z  o  est  un  cylindre; 
du  troisième  ordre,  dont  les  génératrices  sont  parallèles 
à  la  direction  a,  ê,  y;  ce  cylindre  est  alors  le  lieu  des 
droites  parallèles  à  la  direction  a,  ê,Y  qui  rencontrent  la 
surface  d'ordre  m  en  quatre  points  à  l'infini  :  c'est  le 
cylindre  asymptote  du  troisième  ordre,  ainsi  de  suite. 
On  établirait  pour  cela  la  relation  identique 

comme  nous  avons  établi  la  précédente,  et  cette  relation 
exprime  que  la  surface  ^(^x^j,  z)  =  o  est  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  ê,  y» 
Ces  calculs  n'olïVent  aucune  difficulté. 
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Cours  de  Mathématiques  spéciales.  Première  Partie  : 
Algèbre;  par  M.  G.  de  Longchainps,  professeur  de 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charlemagne.  a""  édi- 
tion. Paris,  Ch.  Delagrave:  1889.  Prix  :  i  i*'25. 

PRÉFACE. 

Cette  nouvelle  édition  est  conforme  au  dernier  programme 
d'admission  à  l'École  Polytechnique.  Pour  ce  motif,  la  pre- 
mière édition,  écrite  en  vue  d'un  programme  différent,  a  dû  être 
remaniée  en  certains  points.  Nous  avons  aussi  tenu  compte,  en 
plusieurs  cas,  des  conseils  qu'on  a  bien  voulu  nous  adresser. 
Dans  ces  conditions,  le  Livre  que  nous  présentons  aujourd'liui 
aux  élèves  du  Cours  de  Mathématiques  spéciales  pourra,  nous 
Icspcrons,  leur  être  de  quelque  utilité  ])our  la  préparation  de 
leurs  examens.  Nous  avons  placé  dans  h-  coips  de  l'OuvraiiC 
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ainsi  qu'au  Chapitre  final,  un  grand  nombre  d'exercices,  accom- 
pagnés d'un  aperçu  des  solutions  qu'ils  comportent.  En  travail- 
lant ces  exercices,  les  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique  et  à 
l'École  Normale  se  perfectionneront  dans  la  connaissance  de 
leurs  cours.  En  même  temps,  ils  s'habitueront  à  résoudre  les 
questions,  si  diverses,  qu'on  leur  propose  dans  les  examens 
auxquels  ils  se  destinent. 

M.  Neuberg,  professeur  à  l'Université  de  Liège,  a  eu  la 
grande  obligeance  de  relire  avec  moi  les  épreuves  de  cette 
édition.  Il  a  bien  voulu,  à  ce  propos,  me  communiquer  de 
nombreuses  et  utiles  obsi^rvations.  Qu'il  me  permette  de  lui 
adresser  ici,  pour  toute  la  peine  qu'il  s'est  ainsi  donnée,  l'ex- 
pression de  ma  bien  vive  et  très  affectueuse  reconnaissance. 


LeçoNvS  d'Algèbre,  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de 
Mathématiques  spéciales  et  des  candidats  aux  Ecoles  du 
Gouvernement;  par  JNl.  E.  Aniigues,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Normale  supérieure,  professeur  de  Mathéma- 
tiques spéciales  au  lycée  et  chargé  d'un  Cours  complé- 
mentaire «1  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille.  Paris, 
Félix  Alcan;  1890.  Prix  :  lo^*". 

PRÉFACE. 

Ce  Livre  s'adresse  surtout  aux  candidats  à  l'École  Polytech- 
nique et  à  l'École  Normale  supérieure.  C'est  indiquer  claire- 
ment les  matières  qu'on  y  traite.  Reste  à  expliquer  comment 
on  les  a  traitées. 

Nous  n'avons  jamais  perdu  de  vue  qu'il  importe  d'étudier  les 
procédés  et  d'en  pénétrer  l'esprit,  et  non  d'apprendre  beau- 
coup de  résultats,  le  nombre  des  théorèmes  fondamentaux 
étant,  après  tout,  fort  restreint.  Pour  s'en  assurer,  le  lecteur 
n'a  qu'à  examiner  le  Chapitre  des  séries,  ou  bien  encore  la  fin 
du  Chapitre  relatif  au  théorème  de  Descartes. 

Nous  avons  adopté  sans  réserve  les  habitudes  de  rigueur  qui 
ont  enfin  prévalu  dans  l'enseignement ,  et  dont  Cauchy  a  donné 
le  premier  exemple;  mais  nous  avons  fait  tous  nos  ellorls  pour 
demeurer  clair  et  simple. 

Nous   n'axons   pas   hésité,    poui-  ('(Mt;uiit's   démonstrations,    à 
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opérer  sur  des  e\cni[)lc.s  parlic.iilicrs;  mais  nous  ne  l'avons  fait 
que  dans  les  cas  oîi  la  généralité  du  théorème  est  aljsolument 
manifeste.  Cette  méthode,  qui  est  sans  inconvénient  dans  les 
cas  que  nous  signalons,  a  l'immense  avantage  de  rendre  inutiles 
ces  notations  surchargées  dont  l'efret  le  plus  clair  est  de  dé- 
tourner de  l'objet  principal  l'attention  de  l'esprit,  et  par  là 
même  de  lui  masquer  le  point  décisif  de  la  question. 

Toute  considération  géométrique  a  été  rigoureusement  exclue 
des  démonstrations.  Nous  avons  donné,  il  est  vrai,  quelques 
interprétations  géométriques;  mais  elles  ne  figurent  qu'à  titre 
d'éclaircissement,  et  le  lecteur  peu  familier  avec  la  Géométrie 
analytique  pourra  les  négliger. 

Enfin,  si  nous  avons  indiqué  à  la  fin  de  certains  Chapitres 
un  grand  nombre  d'exercices,  en  revanche,  dans  le  corps  de 
l'Ouvrage,  nous  n'avons  donné  d'applications  et  d'exemples 
numériques  que  lorsque  la  clarté  l'exigeait.  Mais,  dans  ces  cas, 
fort  rares  d'ailleurs,  nous  avons  beaucoup  insisté.  Le  lecteur 
pourra  s'en  convaincre  en  examinant,  par  exemple,  la  défini- 
tion de  la  dérivée. 

Dans  la  partie  la  i)lus  difficile  de  notre  tache,  c'est-à-dire 
dans  le  Livre  II,  nous  nous  sommes  souvent  inspiré  de  l'excel- 
lent Ouvrage  de  M.  Tannery  (i).  Pourtant,  dans  la  question 
si  délicate  des  nombres  incommensurables,  nous  avons  cru 
devoir  adopter  la  méthode  de  M.  Heine,  qui  consiste  à  partir 
d'une  suite  illimitée  de  nombres  et  de  la  définition  de  la  limite 
donnée  par  Cauchy  (2). 


Cours  d'Algèbre,  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de 
Matliéinati([ues  spéciales  et  des  candidats  à  l'Ecole  Nor- 
male supérieure  et  à  l'Ecole  Polytechnique 5  par  M.  B. 
Niewenglowski,  docteur  es  sciences,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Normale  supérieure,  professeur  de  Mathéma- 
tiques spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand,   membre  du 


(')    Introduction   à   la    théorie   des  fonctions   d'une  variable. 
Paris,  1886. 

(-)    Cours  d'Analyse  de  l'h'cole  royale  Polytechnique.   Paris, 

1821. 
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Conseil  supérieur  de  rinstruclioii  publique.   Tomes  I 
et  IL  Paris,  Armand  Colin  et  C'^;  1890.  Prix  :  12*'". 

PRÉFACE. 

La  partie  du  programme  des  connaissances  exigées  des  can- 
didats à  l'Ecole  Polytechnique  qui  porte  le  titre  :  Algèbre, 
contient  des  compléments  de  l'Algèbre  élémentaire,  de  l'Algèbre 
supérieure,  du  Calcul  dilïerentiel  et  du  Calcul  intégral.  Le  pré- 
sent Ouvrage  est  le  développement  de  ce  programme. 

La  théorie  générale  des  fonctions  a  fait,  dans  ces  derniers 
temps,  des  progrès  considérables;  on  ne  peut  se  dispenser  d'en 
tenir  compte  dans  l'enseignement,  d'où  la  nécessité  de  modifier 
un  certain  nombre  de  démonstrations. 

Je  me  suis  préoccupé  avant  tout  de  la  rigueur  des  raison- 
nements; mais,  dans  l'enseignement,  ce  que  l'on  gagne  en 
rigueur,  on  risque  souvent  de  le  perdre  en  simplicité;  je  sais 
aujourd'hui  combien  était  périlleuse  la  prétention  de  réunir 
ces  deux  qualités,  la  tâche  étant  peut-être  au-dessus  de  mes 
forces.  Aussi  accueillerai-je  avec  la  plus  vive  reconnaissance 
les  critiques  que  les  lecteurs  voudront  bien  m'adresser,  et  je 
m'efforcerai  d'améliorer,  s'il  y  a  lieu,  dans  une  nouvelle  édi- 
tion, les  parties  qui  m'auront  été  signalées  comme  étant  défec- 
tueuses. 

Je  n'ai  tracé  aucune  courbe  pour  représenter  la  variation 
des  fonctions.  Dans  le  Cours  d'Algèbre,  on  ne  peut  indiquer 
pour  cet  objet  qu'un  graphique  fort  incomplet,  attendu  qu'on 
ne  peut  encore  déterminer  le  sens  de  la  concavité  ni  tracer  les 
asymptotes;  d'autre  part,  si  le  professeur  a  besoin  de  con- 
struire, dans  le  Cours  de  Géométrie  analytique,  les  courbes 
représentant  les  fonctions  étudiées  en  Algèbre,  la  solution  de 
cette  question  importante  pourra  être  donnée  complètement, 
et  les  élèves  auront,  par  surcroît,  l'occasion  de  repasser  des 
matières  déjà  étudiées. 

Le  texte  a  été  imprimé  avec  deux  caractères  différents,  les 
plus  petits  ayant  été  réservés  à  des  compléments  ou  à  des 
questions  qui  ne  figurent  i)as  explicitement  dans  les  pro- 
grammes, mais  dont  la  h'ctnrc  pourra  être  utile  aux  bons 
élèves. 


i 
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NOTE  mi  L'ÉOIJATION  D'ELLEU  ET  DE  POISSON; 

Par  m.  Lucien  LÉVY. 


M.  Darboux  a  démontré  (Comptes  lenclas,  t.  XCV, 
p.  69)  pour  les  équations  de  la  forme 

,  .  d^z  m(\  —  ni)z 

(i)  • =  — ^^ - 

dxdy  (^x  —yy 

et  M.   Appel  1  a    étendu  [Bulletin  des  Sciences  inaliiè- 
matiques,  1^  série,  t.  VJ,  p.  3i4)  aux  équations 

,    ,  d^z  ^'      ôz  3       dz 

ox  oy        X  —  y  ôx        x  —  y  Oy 

un  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

Si  Von  a  obtenu  une  solution  quelconque 

de  V équation  (1),  on  pouira  en  déduire  la  solution 
plus  générale 

'      ^    ^  '       ^  \^ax -^  b     ay -^  b  I        '  ^^ 

<2,  6,  c,  d  désignant  des  constantes  quelconques. 

Je  dis  que  cette  propriété  est  caractéristique  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  qui  peu- 
vent se  ramener  à  la  forme  (u).  En  d'autres  termes,  si 
Von  a  constaté  qu  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  deuxième  ordre  admet  en  même  temps  que 
la  solution  (d(x^j)  Ici  solutioji 

^  /      V    y  /        <  \^ax  -\-  b     a  y  h-  b  j 

Ann.de  Mathémat.,  3"  série,  t.  VIII.  (  Décenibrc  1889.  )      o.) 
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où    a,  b^  c,  d    désignent   des   constantes  quelconques, 
cette  équation  a  nécessairement  la  forme 

d'-Z      _         ^'         r)z    _^         ^  dz    _ 

ùx  dy        X  —  y  ùx    '    x  —  y  Oy 
Soit,  en  efï'et,  l'équaliou 

ôx-^  dxOy  dyi 

-4-  U r-  J^  -T h  r  i;  ^  Lt  =  o. 

or  Oy 

1°  Je  vais  exprimer  qu'elle   admet,  en  même   temps 

que  la  solution 

z  =  '^{x,y), 

toutes  les  solutions  eomprises  dans  la  formule 

où  x' ■=  X — A  et  y=Y  —  ).,   A   étant    une    constante 
([uelcon(jue.  Remarquons  pour  cela  que 

d^+^Zi   _    ô^+^zi 
dx^  ày'ii  ~~  ôx'y-  dy'^  ' 

Je  puis  donc,  pour  exprimer  que  Z|  est  solution  de 
l'équatiou  (3),  me  borner  à  remplacer  dans  cette  équa- 
tion X  par  A-f-j^',  y  par  \-\-y'^  elFacer  les  accents 
donnés  aux  variables  et  l'indice  de  Zi^  et  exprimer  que 
l'équation  ainsi  obtenue  admet  les  mêmes  solutions  que 
l'équation  (3).  Désignons  par  \',  R',  C,  ...  ce  que  de- 
viennent les  coefticients  A,  B,  Cl,  . .  .  quand  on  y  rem- 
place X  par  )v  -f-  ^  t't  7  par  A  -f-  y.  La  nouvelle  é([uation 
sera 

1         ()x'^  ax  ()y  Oy- 

ox  (}  1  ■ 

Pour  (pie  cette  équation  ail    les  mêmes  solutions  (jue 


(  ^'4-  ) 

l'éqiialioii  (3),  il  faut  et  il  sufiil  que  Jours  cocfliciculs 
soieiil  proporlionnels^  nous  laissons  de  côté  II*  cas  où  la 
solution  d'où  l'on  part  serait  fonction  de  :r — j  seule- 
ment, ce  qui  peut  arriv(;r  ])our  un  groupe  de  solutions, 
mais  non  pour  toutes  les  solutions  de  l'équation  (3).  On 
aura  donc 


B' 

M 

C 

c: 

I)' 

\) 

A' 

-Â' 

Â" 

-Â' 

A' 

~  A 

1)        /  ' 

Je  dis  qu'il  en  résulte  que  tous  les  quotients  —  »  -^-i  ••• 
sont  des  fonctions  de  x — y.  Posons  en  elTct 

on  devra  avoir 

f(x  -\-  \,  y  +  X )  =  /(.r,  y) 

ou,  en  supposant  que  la  fonction  ,/(-^>/)  )  soit  dévelop- 
pable  par  la  formule  de  Taylor, 

Cette  égalité  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  valeui- 
de  )v,  il  en  résulte 

r)x        ày 
et.,  par  suite, 

df  =  ^-  d.r  -^'^  dy^-  -j^(  d.T  -  dv)  =   '-f  d{.r  —  v  ,; 
•'        dx  ây    "^         Ox  '    ^       dx 

f(x,y)  est  donc  bien  une  fonction  de  jr  —  y. 

2"  Nous  pouvons  donc  supposer  que  les  coelîicients 
A,  B,  C,  ...  de  l'équation  (3)  sont  tous  des  fonctions 
de  ,r  —  )  .  Je  vais  exprimer  (jue  cette  écpiation  admet,  en 
même  temps  que  la  solution 
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toutes  les  solutions  contenues  dans  la  formule 

Zi  =  o( ax.  ay), 

OÙ  a  désigne  une  constante  arbitraire.  Nous  poserons 

encore 

x' =  ax, 

y=i  ay. 
Nous  aurons  ici 

Ox^ây?  àx'^ây'P 

On  en  conclut,  par  un  raisonnement  analogue  au  pré- 
cédent, que  les  deux  équations  suivantes  devront  être 
vérifiées  en  même  temps 

dx'^  âx  dy  dy-  dx  Oy  ' 

ôx'^  Ox  ay  oy- 

^a{)''^-^-\-à]L'~  ^F'i;  +  G'  =  o. 
ox  oy 

en   désignant   par  A',  B',  C,  ...  les  valeurs  prises  par 
les  fonctions  A,  B,  C,  ...  quand  on  y  remplace  x  et  j) 


X         y 
par  -  et  — • 
^       a       a 

On  déduit  de  là 

A        B        G 

A'  ~  B'  "  G' 

A        D       I-: 

«A'  ~  D'  "  F' 

A           F         G 

«2  A'  ~   F'  ~  G' 

Posons 
et,  par  suite, 


'\ix—y)^-  - 


X  —   V 


«  ;   \ 
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Nous  devons  avoir,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée 


a  a. 


^(^-^]  =  '^{^-y)- 


Il  faut  donc  que  ^  (- — —  )  soit  indépendante  de  a^ 

c'est-à-dire  constante. 
Soit  de  même 

on  devra  avoir 

Faisons 
il  vient 

'^^{x  —  y)=  — —5        4'i(0= 

T X V        ^  j      X  —y  '  -^  —  y 

De  même, 

E  k' 


A        x—y 

TT  •  1  F  G 

Un  raisonnement  analogue  montre  que—  et  -^  sont 

des  fonctions  de  la  forme  , -^  :  l'équation  proposée 

devient  donc 

d'^z  tr-z  d-^z  D       dz_ 

]        ^"^^  àx  dy  dy'^        x — y  dx 

^^        ^  E        f)2  "  F  G 

=  o; 


^  —  y  ^y      {^-—yï^        i^—yï' 

les  lettres  A,  B,  G,  ...  désignent  maintenant  des  quan- 
tités constantes. 

3°  Je   vais  enlîn  exprimer  que   l'équation  ci-dessus 
admet,  avec  la  solution 

z  =  <D{x,y), 
la  solution 
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Posons  encore 


I 

1 

—    z 

^x\ 

-  =  y , 

X 

y 

nous  aurons 

— — -   =  x''-~^v'^    7- 

âx'^  -       âx'-^ 

Ox  dy  ôx'  ây 

•^  f)x  -^  ()/ 

Portons  ces  valeurs  dans  réqualion  proposée,  écrivons 

-,  et  —,  au  lieu  de  x  et  de  y^  etï'acons  les  accents  et  écri- 

X        y  J  ■  ^ 

vous  z  au  lieu  de  es,  ;  nous  obtenons  la  nouvelle  équa- 
tion 

^         âx-  ^  dxôy 

-i-  C.r-''  y*-''   — -  -r-. .  .-h  G  ■ ;  —  o. 

oy^  {x—v)' 

Cette  é(jualioii  doit  admettre  les  mêmes  solutions  (jue 
la  proposée:  il  faut  doiK^  que 

ri.x'*~^  V~^'^'  B  .7*2— /'■  )/2  — A'  V,X~^V^~^''  Çj  X- Y' 

Â  ^  J31  ^  (1  ^  •■  •  =         jr—  • 

Ces  qiiatr(!   i-apports  ne  peuvent  ètie  éi^aux  sans  que 
trois  des  (piatrc    ('oeflicients   soi<'nl    nuls   :     <l Ou    deux 
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liypollièses  possibles,    puisqu'on  no    pout    cvidcmincnt 
annuler  en  même  temps  A,  h  et  C. 

i«  B  =  G  =  G=o,  A  =  i. 

L'équation  transformée  ne  peut  dans  ee  eas  être  id(in- 
tifiée  avee  l'équation  proposée. 

2"    A  =  C=:G^O,    B^i. 

L'équation  transformée  devient 


ôx  oy        \         X  —  y  *^         )  ox 


\      x-y  -^        J  ày 


(a?— jk)-  x—y 


X—y 


-h  kk' x^-'y^-i^'  =  o. 


En  l'identifiant  avee   l'équation  (5),  nous  obtenons 
les  trois  identités  suivantes  : 

D  D,r 


x  —  y       y  (x-y) 

-/^■>-s 

E                  Ey 

-kx-^, 

X — y        x{x — y) 

F                 Fx'^y^'' 

kD 

{x~yf        {x—yy-       yix—y)       x(x—y) 
On  déduit  de  là 


''^  .kk'x-^y-. 


/  D  =  /.', 
E=-A, 


ou 


D  =  k', 
E  =- 
F  =  o, 

/'  =  D  =  o, 
-  k  =  E  =  o. 

I''  indéterminé. 
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d'où  les  deux  équations 


d^z 


A'      dz 


ou 


dx  dy       X  —  y  <)jo       X  —  y  'Jy 
ô^z  F 


dz 

—  =  o 


dx  ây        {x — y  )'^ 


z  =  o. 


La  dernière  équation  se  déduit  de  la  précédente  si  Ton 
y  suppose  k  =■  k'  {voir  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie 
deo  surfaces,  t.  II,  p.  56)-  On  trouve  donc  dans  tous 
les  cas  une  équation  d'Euler  et  de  Poisson,      c.  q.  f.d. 


Sl]R  LES  É011ATIO\S  AUXQUELLES  CONDUIT  LE  PROBLEME 
DE  LA  DIVISION  DES  ARCS  EN  TRIGONOMETRIE; 

Par  m.  Cn.  BIEHLER. 


1 .   Nous  nous  proposons  de  démontrer,  par  voie  pure- 
ment analytique,   la   réalité  de  toutes  les   racines    des 

quatre  équations  dont  dépendent  cos  —  et  sin  —  quand 

cosrt  ou  sin  a  sont  donnés. 

Nous  ferons  usage,  pour  cela,  de  la  pioposition  sui- 
vante : 

L' équation  de  degré  ni 

V,„  =  (.r  +  s/:^~i)"'  +  (.r  -  /^^^  i)'"  =  o 
a  toutes  ses  racines  réelles  e!  comprises  entre  —  i   et 


Cette   propiiclé    résulte   immédiatemcnl   de    la    rela- 
tion 
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qui  lie  trois  fonctions  V;  eWc,  montre  que  la  suite  ¥,„, 
V/„_,,  .  .  . ,  Vo    constitue    une    suites    de    Stunii;    pour 
x= —  I ,  cette  suite  ne  présente  que  de^  variations,  et, 
pour  X  =  -}-  I ,  que  des  permanences. 

Cela  posé,  étudions  l'équation  qui  donne  cos  —  ,  quand 
on  connaît  cos  a. 


I.  —  Equation  qui  donne  cos—,  étant  donné  cos  a 


2.  Nous  partirons,  pour  la  former,  de  la  relation 

/        a         .   .     a\'"-       /        a         .   ,     a 

2Cosa  =    cos h  t  sin  —       +  (  cos t  sin  — 

\        m  m/  \        m  m 

En  posant 


A  ^ 

cosa=A.         cos —  =37, 
m 

elle  devient 

2A  =(^  +  v/^"^=:T)'"  +  (.r— v/^^^)'" 

ou  bien 

V,„—  2A  =  0. 

Soit  <î>(x)  le  premier  membre  de  cette  équation 
«i>(^)=  V,„— 2A,- 
d'où,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

Désignons  par  a,,  ao,  .  .  . ,  a„t  les  ni  racines  réelles  et 
inégales  de  l'équation  V„i=:  o  et  par  ê,,  êg,  .  .  .,  ^m-\ 
les  tn — T  racines  de  l'équation  dérivée  V^^^=:o-,  ces 
racines  sont  aussi  réelles  et  nous  les  supposerons  rangées 
dans  l'ordre  croissant  de  grandeur.  Nous  allons  établir 
que  ces  quantités,  qui  sont  aussi  les  racines  de  <l>'(jt;)  =  o, 
substituées  dans  ^(.r),  donnent  des  résultats  alternati- 
vement de  signes  contraires;  d'après  un  théorème,  con- 
séquence du  théorème  de  Rolle,  on  aura  ainsi  établi  que 
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toutes  les  racines  de  l'équation  (l>(x)=:o  sont   réelles 
et  inégales. 
De  l'égalité  ' 

on  tire 

s/x- —  1 

Si  donc  ê  est  l'une  quelconque  des  racines  de  \\^^  =  o, 
on  aura 

o  =.  ( g  -+- >/l^=r,y- _ ( g  _  /g2-zr[)'«, 
V,.  (  g  ;  =:  (  g -f- /S^^O'"  +  (  ê  -  v/^^^V" 
ou  bien,  eu  ajoutant, 

Or  la  première  égalité  donne  aussi 


à  cause  de  la  relation 


I 


g4_/g2_/ 

par  suite, 

(g_^/gTz:7)'"  =  dzi 

et 

V,„(6)  =  ii=2. 

Or  les  ([uantités  V,„(ê,%  V,„('êo),  ...,  V,„(ê,„_,), 
d'après  le  théorème  de  Rolle,  ne  présentent  que  des  va- 
riations^ mais  V,„=  o  a  une  seule  racine  entre  —  i  et  ê|  : 
c'est  la  racine  tpie  nous  avons  désiguéc  par  a,  ;  par  suite, 

V,„(—  l),       V,„(g,),       \„,i02),        V,„(o,„     ,1.       V,„(-^l) 

oui  les  sigucs  de 

(—1)'",    (— i)'"   S     (      1)'"   - (-iV     -f-1. 


On  a  donc 
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V,,(-l)=2(-l)'«, 

V,„(6,)  =2(-0'"-', 


V,„(-Hr)=  "2; 

? 

fl>(—  l)        =:   2  [(—!)'«         — 

A], 

<I>(gO           =.,[(-1  )'«-!- 

A], 

par  suite. 


<ï>(g,„_l)=2[(—  i)  -  A], 

4>(+i)      ='2[(+l)         -A]. 

A  étant  en  valeur  absolue  plus  petit  que  i ,  les  seconds 
membres  n'olïient  que  des  variations^  par  suite,  l'équa- 
tion $(.r)r=o  a  toutes  ses  racines  réelles;  la  première 
et  la  dernière  des  égalités  montrent  de  plus  que  toutes 
ces  racines  sout  comprises  entre  —  i  et  -|-  i . 

3.  Clierclions  maintenant  à  quelle  condition  doit  sa- 
tisfaire la  quantité  A  pour  que  l'équation  $(x)==(» 
ait  une  racine  double.  Il  faut  pour  cela  que  <^(^x)=^  o 
et  <^'(jb)=:o  admettent  une  racine  commune.  Soit  a 
cette  racine,  on  devra  avoir 

(  a  -H  /a"-  —  I  )'"  H-  ( a  —  /a-  —  i)'"  —  2  A  =  o, 

d'où  Ton  tire 

2  (  a  -h  y/a^  —  i  ) '"  —  2  A  =  o, 

(a-Hv/^'^'^)"'-     A  =  o. 

Mais  la  seconde  équation  nous  donne 

(a  -[-/a:-—  i)"'"  =  i, 
d'où 
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11  faut  donc  que  A  =  zt  i  pour  que  l'équation 
{x)=  G  ait  une  racine  double. 

Cette  condition  est  aussi  suffisante,  car  alors 

^{x)={.T-r-  \/  X'  —  I  /"  -I-  (  ^  —  sj  X^-  —  «  )  '"  ^  2 . 

Si  m  est  pair, 

r  m  /M  "1 2 

^(^x)  =  Y{x-\-sJx'^—\Yzç.{x—sIx''—\Y\  . 

Si  A  =  I ,  la  quantité  entre  parenthèses  est  de  la 
forme 

<^(x)^x'^ —  I, 

C/(x)  étant  un  polynôme  entier  en  x-^  par  suite, 

<P{x)=:ix^--i)o{xy; 

toutes  les  racines  de  fl>(x)  =  o  sont  donc  doubles,  excepté 
les  racines  —  i  et  -+-  i . 

Si  A  =  —  I ,  la  quantité  entre  parenthèses  est  un  po- 
lynôme entier  de  degré  —  ;  par  suite,  toutes  les  racines 

sont  doubles. 

Si  771  est  impair,  nous  voyons  que  les  racines  ê^, 
02j  •••)  êm_i  de  l'équation  dérivée  4>'(x)=o,  prises 
de  deux  en  deux,  annulent  (S>{x)^  car  nous  avons  trouvé 
les  formules  générales 

•I>(-1)       =l[(-iyn       _A], 

«1,(6,)      =2i;(_i)m-i_AJ, 

<l>(6;„_,)='4(-i)        -A], 
*(+i)     =2[i-^i)        -A]. 

Ces  égalités  nous  montrent  que,  si  A  =  i, 

fli(6l)=:(),  <\i(Q^)=0,  «I>(  0„,_2  )=   O,  «^(^)=:0; 

les  racines  6',,  6*3,  .  .  .,  Ç,„   2  <h'  ré(|ualion  dérivée 


(  5^7  ) 
satisfont  donc  à  l'équation  ^(x)  =  o;  pai' suite,  ^Çx)=  o 

admet  les  — —  racines  doubles  ê,,  ^3,  .  .  . ,  6m_2  et  la 

racine  i  qui  est  simple. 
Si 

A=  —  I,  <ï>(—  l)rz=0, 

<ï>(62)=o,        *î>(g4)=o,        ci»(6,„_,)=o, 

les  racines  êg,  ê,,  .  .  . ,  ê,„_,  sont  donc  racines  doubles*, 
de  plus,  —  I  est  racine  simple  de  l'équation  ^[x)  =  o. 


II.   ÉquATIOIV    qui    donne    COS  —  ?    ÉTANT    DONNÉ    siua. 

A.  Cette  équation  se  déduit  immédiatement  de  la  for- 
mule 

a         ,   .     «  \  '"       /        a         .   .     a 

2 1  sm  «  =  I  cos h  t  sin  —       —    cos i  sin  — 

m  m  \        m  m 


Elle  devient,  en  posant  sin  a  =  B, 


a 

cos  —  ^=  X. 

m 


•2lB    =(iC  +  v/^2_,)'«_(^_y/^2_,)' 

ou 


m. 
lia  = 


V'/„  /^^  —  1 
^ m  /^^  —  1  —  'imiB  =  O. 

Cette  équation   est  irrationnelle;   l'équation  rendue 
rationnelle  est  donc 

Soit  W(x)  le  premier  membre  de  cette  équation, 

\F(;r)=  V;2(i  — ^'2)— 4/^î2B2. 

Nous  allons  démontrer  que  ^F(x)=  o  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles. 


(  558  ) 
Formons  pour  cola  la  dérivée  W(x) 

^''(57)=2v;„v;„(i-:r2)— 2a7v;2 

ou 

Or  on  sait  que  le  polvnôme  \ „i  satisfait  à  l'équation 
(lifrérenlielle 

(  I  -  .r 2  )  V';„  -  X  \:„  ^  m^  \„  =  o  ; 

par  conséquent, 

v';„  {i-x^)-x  v;„  =  -  m2  v,„ 

et,  par  suite, 

W'(x)  =  -9.m^-Y„,Y,„. 

Les  2771  —  I  racines  de  l'équation  W[x)=z  o,  rangées 
dans  l'ordre  croissant,  sont  donc 

«1,       6i,       a,,       ^2,        ••-       ^m-U       ^m- 

Or  les  quantités  6  substituées  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  W(.x)=  o  donnent  toutes  —  4  "*'  R'i  par 
conséquent  un  résultat  négatif. 

Pour  établir  que  toutes  les  racines  de^'(x)=  o  sont 
réelles,  il  suffit  de  démontrer  que  les  quantités  a,  racines 
de  \m=  o,  rendent  T(a')  positif. 

Soit  a  l'une  quelconque  des  racines  a,,  a^,   .  .  . ,  a,„  ; 

c^(a)=  V;2(a)  (i  -  ai)-     îmMHi. 
Or 

d'où 

par  suite, 


(  •">59  ) 
Mais  ridciitité 

(  a -f- v/â^=7)'"  +  (  a  -  v/^^^^=^)'"  -  o 
nous  montre  que     ■ 

d'où 

V;2(a)(a2-i)=-/,/n2, 
ou  enfin 

(i-a2)V;^(a)=4m2. 

^F(a)  a  donc  pour  valeur 

W{cc)=  47?i2  — 4m2B2=  4,n2(i  —  B2): 

^P*(a)  est  par  suite  positif. 

Les  racines  de  l'équation  W\x)  =  o  sont  donc  toutes 
réelles  et  donnent,  quand  ou  les  substitue  par  ordre  de 
grandeur  dans  W(x)^  des  résultats  alternativement  de 
signes  contraires;  on  en  conclut  que  toutes  les  racines 
de  W(a^)=:  o  sont  réelles  et  inégales. 

5.   Clierclions  la  condition  que  doit  remplir  B  pour 
que  l'équation  ^F(^)=:=  o  ait  une  racine  double. 
Nous  avons  trouvé  l'expression  de  W(.v)^ 

Si  c'est  une  racine  6  de  l'équation  W(x)=  o  qui  ap- 
partient à  W(x)  =  o^  on  devra  avoir  B  =r  o  ;  par  suite, 

^(x)  se  réduit  à 

V'.1(.-^^); 

toutes  les  racines  ê, ,  êo,  •  .  . ,  ^m-i  sont  doubles  et  l'é- 
quation admet  deux  autres  racines  qui  sont  -+-  i  et  —  i . 
Si  c'est,  au  contraire,  une  racine  a  de  V,„=  o  qui  sa- 
tisfait à  ^''(x)==  o,  on  aura 

o  =  (  a  -f-  v/a-  —  I  )  "'  -f-  (  a  —  /a'-  —  i  )  '" , 
2îB  =  (a  -f-  y/a-  —  i)'"  —  {y.  —  \/a-  —  r)'"  ; 


d'où 


Mais  on  a  aussi 


par  suite. 


(  à6o  ) 
B2  =  i         ou         B=dii. 


Supposons  B-=  I  et  formons  dans  ce  cas  la  fonction 


ou 


W(.t)  =  {Y,„^ i  -u:-^—  I7n)  {\',„^ i  -  x^  -\-  1  m); 


on  peut  écrire  cette  équation 


21 


et,  si  l'on  remplace 


par  sa  valeur  qui  est 


V'    i/^  —  r 
m 


{x-^s/x-^-iy"-{x-s/x-^-i)"\ 


il  viendra 


L\ïr(3r)=      [(a'H-v/a;^— i)'"  — (;r  — v/^2-i)"'— 2/'] 


ou 


^  [(^  -h  v/^^^^^)^^"+  2t(^  +  y/^'^"^)^"-  i] , 


(  5Gi  ) 
ce  qui  peut  s'étiiie  encore 


ou 


ou  enfin 

I 

m 


?n' 


M- (./•,= 


(.r  -h  \/x'- —  i)' 


/«2 


'] 


On  voit  donc  que,  dans  \c  cas  où  1^-:^  i,  toutes  les 
racines  de  l'équation  ^^(x)  =  o  sont  doubles  et  égales 
aux  racines  a  de  l'équation  S^m'^  <^- 


III.  —  Equation  qui  doivjne  sin  —  ■>  étaivt  doinivé  cos<7. 


6.   L'équation  qui  donne  sin  —  quand  cosr/,  est  donné 
se  déduit  de  la  formule 


a        ..ay"      /        a         .   .     a 

2cos«  =  |oos t-ïsin  —  )     -hlcos  —  —  tsiii  — 

m  m  J  \        m  m 


Soit,  comme  précédemment, 

cosrt  =  A, 
l'équation  précédente  devient 

2A  =  (v/i  — .-r2-h  ixY'  -^{s/i  —  x-^—cx)' 


a 

>in  —  =  .r  ; 
m 


Soit 
Ann.  de  Malhémat.,  3"  série,  t.  VIII  (Décembre  1889), 


3G 


(  562  ) 
Si  ïii  est  pair, 

m 

U,.  =  (-i)^[(:r-^v/^^3-i)-  +  (^_/^Tir7)-] 

OU 

m 

U„,=(-I)^V,;,. 

L'équation 

V  ni  —  2  A  =  O 

devient  donc  dans  ce  cas 

m 

ou 

m 

V,„-'2(-i)^A  =  o. 

C'est  l'équation  <ï>(x)=  o  traitée  tout  d'abord. 
Si  m  est  impair, 

u,„=.-[(:r-v/^i^.y"-(^-v/;^rz-,)-], 

ce  qui  donne  pour  J 'équation  cherchée 

\x  -\-  s/x"^  —  I ) '"  —  \x  —  V  ^^  —  v'"  —  '^  ^  *'"  =  o 
ou 


\'„i  s/x'^  —  [  —  •;'.  m  A  t'"  =  o. 

/»  — 1 
V/„ \/V^x-^  —-xmi—i)    2    A  =  o, 

qui  fournit  l'équation  rationnelle  de  degré  im 

V;2(i  — :r2)-4m2A2=o, 

qui  a  été  étudiée  en  second  lieu. 


a 


IV.    —   Etant   donnk  sin   a^   trouver   sin — 


m 


7.   Si  l'on  pose 


'in  a  =  B,         sin  —  =  x, 


(  563  ) 
l'equatiou  dont  dépcntl  siii       est 

'  *  1 1  à 


Si  ni  est  pair,  v.Wv  (levicnl. 

/n 


1 

ou 


m 
ou  enfin 

équation  qui  a  élc  ('tudiét'. 
Si  /7z  est.  iin[)aii-, 

.,^  jB  =  [(.r  ^  /;^^^~r)"'  H-  (.r  -  v/^^^=^r)'"  ]  i'" 
ou 

m-  I 

9,B  =[(^+/r2-i)'"  +  (:p_/^nZ7)'"]^_i)    2 
ou  enfin 

m  -  l 

qui  n'est  autre  que  ia  première. 

Les  eonditions  dans  lesquelles  ces  équations  admet- 
tent des  racines  multiples  sont  donc  les  mêmes  que  celles 
qui  ont  été  trouvées  dans  les  deux  premiers  cas. 
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CALCIL  DE  LA  CAPACITE  ELECTKOSTATIOUE  DE  DEl\  FILS 
TÉLÉGKAPHIQtES  PAUALLÉLES; 

Par  m.  J.-B.   POMEY. 


Nous  calculerons  celte  capacité  pour  l'unité  de  lon- 
gueur. Le  problème  est  donc  ramené  à  un  problème  de 
Géométrie  plane,  car  on  peut  faire  abstraction  dans  le 
calcul  de  la  dimension  narallèle  à  l'axe  des  fils. 

Formons  d'abord  l'équation  de  Laplace  en  coor- 
données bipolaires.  Nous  exprimerons  que  le  flux  de 
force  total  qui  sort  d'un  élément  de  surface  est  nul.  Cet 
élément  de  surface  sera  le  petit  parallélogramme  compris 
entre  les  quatre  cercles  décrits  des  pôles  O  et  O' respec- 
tivement avec  les  rayons  /.,  /•  +  di\  /',  r' -\-  dr' .  Soient 
donc 

O  et  O'  les  deux  pôles; 

a  leur  distance  ; 

ce,  9,  ô'  les  angles  du  triangle  qui  a  pour  côtés  a^  /',  /•,  et 

respectivement  opposés  à  ces  côtés; 
enfin  V  le  potentiel. 

L'un  des  côtés  du  parallélogramme  élémentaire  a 
pour  longueur 

/•  - — ;  ilr  . 
dr 

La  force  normale  à  ce  côté  a  pour  intensité 

il\        0\        i>\ 

-—    —  -t-  -    -,  CO"^  'J- 

(ir         Or         Or 


I 


(  565  ) 
En  tenant  compte  des  relations 

r'2  —  r^-\-  a^  —  2  ar  cos  9, 

r  /•'  a 

sinO'        sinO        sin«) 

on  voit  qnc  le  flux  de  force;  qui  trav(;rse  ce  côté  a  pour 
expression 

/àV       dW  \     I      ,  , 

\  or        Or  '  /  siiic? 

Le  flux  qui  traverse  dans  le  même  sens  le  côté  op- 
posé a  pour  valeur  l'expression  précédente,  augmentée 
de  sa  diflérentielle  relative  à  un  accroissement  de  r  égal 
à  di\ 

Or  la  relation 

a-=  r^-i-  r'2 —  arr'  coscp, 
différeniiée  par  rapport  à  /*  et  o,  puis  /'  et  o,  donne 

d^        r'  coscp  —  /'  âo         r  coscp  —  /-' 

dr  rr'sincp  dr'  rr' sino 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  la  dilïé- 
rentielle  du  flux  précédent,  et  sommant  les  flux  qui  tra- 
versent les  quatre  côtés  du  parallélogramme  élémen- 
taire, on  trouve,  pour  l'équation  de  Laplace,  au  facteur 

dr  dr' 

près, 


sino 


()2V        d-2\            d^Y    r^-^r'^- 

«2             I     (^V 

Or^         dr'-i    '    ^drdr'           irr 

"^  /•  ôr 

Posons  V  =^  f\u). 

Pour  u  r=^  r,  on  a 

I  d\ 

/'    ôr 


V  =  Alogr-4-B. 

Pour  u  ■=^  r-  —  z'^',  on  a 

V  =  A(/-2  —  /-'^j-hB. 


(  566  ) 

Pour  //  =  /•  -f-  /•',  on  a 

V  =  A  \o^(u  -\~  ^11-2— a^~)  -^  B. 

On  obtient  ainsi  les  solutions  cjui  répondent  à  des 
cylindres  circulaires  concentriques,  à  des  plans  paral- 
lèles, à  des  cylindres  liomofocaux. 

Nous  allons  employer  la  solution  \  =  Alog—  4-  B. 

Soient 


A,  B,  R,  R',  d  les  centres,  les  rayons,  la  distance  des 
centres  des  deux  cc^rcles  de  section  droite  par  un  même 
plan  d(;s  deux  fils  téléijraphiques  parallèles; 

-;  =  C,  -   =  C2  les  équations  de  ces  deux  cercles; 

V,,  \ -2  les  potentiels  des  deux  (ils; 

T  la  densité   en  un   point   M    de   1  un   des    (ils,   A   par 

exemple; 
r//^  l'élément  de  normale  extérieure  en  M; 
0  l'angle  MAO; 
•|,  à'  les  angles  de  du  avec  OM  et  MO'. 


On  aura 


\  = 


\,-V. 


:r^lo^—  -i- ^  2  l<^r  ^-^1 — loi::C2. 


loi 


G. 


vl,  d'après  l'écjuation  de  Coulomb, 


ou 


47:7  = 


1  = 


d\'  _       0\    dr         <i\   dr 
dn  i)r   dn        àr    dn 


i    \\  —  V9  /cos'J/        cos4''\ 
r.a  quantité  d'électricité  répartie  sui-  I  unité  de  Ion- 


(  "'«-  ) 

gueurdu  cylindre  A  a  pour  L'xpr(;ssioii 


27r 
e  =    /       aRr/0. 


=    r      aR 

Oi'  on  a 


R  ^6  cos  <]/  _  r  ''^  R  t/0  cos  'l' 


—  o. 


Ln  clleL,  ^ est  1  angle  sous  lecjuel  on  voit  du 

point  O   l'élément  R<:/Q.  Connue  le   point  O   est  inté- 
rieur au  cercle,  la  somme  de  ces  angles  est  it.. 

T\          V            R  ('f^  cos'd/'  ni  1  I  -.1 

De  même, -, — -  est  langle  sous  lequel  on  voit  du 

point  O'  l'élément  R  <VB.  Comme  les  éléments  du  cercle 
se  masquent  l'un  l'autre,  O'  étant  extérieur,  la  somme  de 
ces  angles  est  nulle. 
Donc  il  vient 


e  = 


Or,  si  l'on  peut  supposer  les  diamètres  des  fils  infi- 
niment petits  par  rapport  à  leur  distance,  on  voit  que 
l'on  a 

a  =  a.  Cl  =  —  >  C2  =  -jFr  ) 

a  R 

et  la  capacité  par  unité  de  longueur  est  alors 


T 


2l0gj^, 
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IJ\E  APPLICATION  DES  COORDOWÉES  PARALLÈLES; 

Par  m.  m.  d'OGAGXE. 


Au  cours  de  ses  iutcressantes  recherches  géométriques 
sur  les  figures  imaginaires,  M.  Tarry  a  rencontré  le 
théorème  suivant  : 

Si  les soniniel.s  M  et  IS  d'un  tiia/ig/e  M^P  de  siniili- 
liide  constante,  dont  le  côté  M^  enveloppe  une  courbe 
de  classe  ni  ^  déciwent  deux  droites  parallèles  y  le  son  i- 
niet  P  décrit  une  courbe  d'ordre  m. 

M.  Tarry,  en  nous  communiquant  ce  théorème  qu'il 
a  obtenu  par  voie  syntiiélique,  ajoutait  que  sa  démons- 
tration analytique  devait  sans  doute  se  prêter  à  l'emploi 
de  nos  coordonnées  parallèles. 

Nous  allons  faire  voir,  en  ellet,  que  cette  démonstra- 
tion s'obtient  très  simplement  par  l'emploi  combiné  des 
coordonnées  parallèlei  de  droites  et  des  coordonnées  pa- 
rallèles de  points  pour  la  définition  et  les  propriétés  des- 
quelles nous  renvoyons  le  lecteur  aux  Mémoires  que 
nous  leur  avons  consacrés  ('). 

D'ailleurs  la  solution  analytique  a  cet  avantage  sur 
la  solution  géométrique  (pie  non  seulement  elle  fait  con- 


(>)  Pour  les  coordonnées  parallèles  de  droites,  voir  :  Étude  de 
deux  systèmes  simples  de  coordonnées  tangentielles  {SouK^elles 
Annales,  iSH'i  et  i885)  ou  la  brochure  Coordonnées  parallèles  et 
</x/«/e*  (Gaulhici-Villars^  i8S5),  dont  re  Mémoire  a  («Mirni  la  ma- 
jeure partie. 

Pour  les  roordonnées  /xnyiflrlcs  de  points  :    \im\'elles  Annales, 

18S7:  |).  |():{. 


(  ^'0.9  ) 
naître  l'ordre  de  la  transformée,  mais  qu'elle  détermine 
eomplètement  celle-ci. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  ici 
est  le  suivant  : 

Les  soniuiets  M  et  N  cV uti  liiangle  M^P  <7e  simili- 
tude constante  décrivent  deux  droites  parallèles.  Con- 
naissant  r enveloppe d u  côté^lN y  trouver  le  lieu  décrit 
par  le  sommet  P. 

Appelons  Ku  et  B^»  les  droites  parallèles  décrites  par 
les  sommets  M  et  N.  Nous  les  prendrons  pour  axes  de 
coordonnées  en  supposant  l'axe  AB  des  origines  perpen- 
diculaire à  leur  direction  commune. 

Soient  alors  u  et  v  les  coordonnées  parallèles  de  la 
droite  MN,  p  et  q  celles  du  point  P.  Celles  du  côté  MP 
étant  u  et  v\  celles  du  côté  NP,  u'  et  r,  on  a,  puisque 
le  point  P  est  à  la  rencontre  de  ces  droites, 


d'où 


pu 

-h  qv 

=  I 

pu' 

-+-  qv 

—  ! 

v'~- 

I  — 

pu 

> 

U   = 


\  —  qv 


P 


Dès  lors,  si  h  est  latangente  de  l'angle  constant  JNMP, 
on  a,  d'après  la  formule  (2)  de  notre  premier  Mé- 
moire ('),  en  posant  AB  :=  J, 


d 

h  = 


I    -  pu 
v  —  u  —  I — -  —  u 


f/2  _!_((,„  u){^ 


pu 


(')  Nouvelles  Aiuiales,  iSS'î;  p.   ji.^. 


(  ^>-"  ) 

ou 

d{ pu  -h  q^'  —  I  ) 


(i)  h^ 


d-q  —  (  r  —  u)  [i  — (/?  H-  q)u\ 

De   niciue,   h  étant   la    tangente  de  l'angle    constant 
MNP, 

f/f  —  pu  —  qv  -T-  i) 


(^0 


d'^p  -^{v  —  u}[ —  I  -^{p  -r-  q  )v\ 


De  (i)  et  (2)  il  faut  tirer  u  et  v  en  fonction  de  /;  et//. 
A  cet  effet,  posons 

(3  ;  pu  -v  qv  —  I  =  £, 

(  4  )  v—u=  r, , 

ce  cjui  donne 

(5)  ip^q)u  -  I  =  t~qr,, 

(6)  (p^q)v  —  i=i-^pr^. 

Les  équations  (1)  et  (2)  deviennent  alors 

( 7 )  hqr,-  —  h zr^  —  dt  -+-  h  d-q  =  o, 
(  8  )  kp  T/2  +  A  ÇT,  -h  f/s  -^-  A-  r/2/?  =  o. 

Multiplions  la  première  par  —  kp^  la  seconde  par  //</, 
et  faisons  la  somme  ^  il  vient,  après  réduction  et  suppres- 
sion du  facteur  commun  s, 

hA{p  -+-  q)r,  -i-(kp  -^  hq)  d  =  o, 

d'où 

.    .  .   _       djkp^hq) 

^^^  ''""      hkip^q)  ' 

Les  écpiations  (7)  et  ((S) additionnées  membre  à  membre 
donnent 

(  kp  -+-  hq  )r,-      (  h  —  k  )r,i  -h  d-{kp  -^  hq)=  o. 

Substituons  à  /,,  dans  cclU»  «'-(HMlioiK  sa    Nalcni'  (9"): 


(  ^'7'  ) 

nous  avons,  après  réduction, 

d{ kp  H-  hq  )-  -h  lik{h  —  k)(p  -f-  (j  )z -\-  dli- k-{ p  -\-  rj  y^  =  o, 
d'où 

(^n\  /  (f'P  -+-  H  ï-'^ll-kHp  -+-  qY 

^      '  hk{k  —  h){p-hq) 

Portant  les    valeurs  (9)  et  ([o)  d(;  r,   et.  z   dans  (5), 
on  a 

\  hk {k  —  h){p^-  q)^d{ kp  -r-  hq  y^  ) 

)       H-  dh:^ kHp  -^q)i^dq( k  —  h)  ( kp  ^  hq  )  \ 


II 


hk{k  —  h){p  -+-  q)^ 


Rapprochons,  au  numérateur,  le  cjuatrièine  terme  du 
second  et  rejnaïquons  que 

{kp  H-  hqY-^  q{k  —  h){kp  -h  hq)  =  {kp  H-  hq  )k{p  -h  q  ). 

Nous  avons  alors 

__  h ( k  —  /i ) H-  d(  kp  -h  hq ) -l-  dh- k( p  ^  q) 
^*~  h(k~h){p-+^~c]~) 

ou 

__  dk(  h'^  -^  l)  p  -^  dh( hk  -h  i)  q  ^  h( k  ~  h) 
^"^         "~  h{k-h)(p-^q) 

De  même,  on  tire  de  (6) 

__  dkjhk  -f- 1  )  /?  -+-  dh(k-i  ^  i)  q  -\-  ki  k  —  h) 
^'^^        ""-  ki^k~h){p-^q) 

Les  formules  (11)  et  (i';t)  résolvent  le  problème  que 
nous  avions  en  vue;.  On  voit  que  ces  substitutions  faites 
dans  une  équation  algébrique  de  degré  m,  eu  u  et  i', 
donnent  une  équation  de  degré  ///,  en />  et  y.  Donc  : 

L'ordre  du  lieu  décrit  par  le  sonunet  P  est  égal  à  la 
classe  de  la  couihe  enveloppée  ]uu  le  coté  MN. 

En    particulier  :    si    le  côté  MN   pivote   autour   d'un 
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point  fixe,  le  soin  met  P  décrit  nne  droite^  si  le  côté  MN 
reste  tangenl  à  une  conique,  le  sommet  P  décrit  une 
conique  ^  etc. 

On  peut  particulariser  le  problème  :  par  exemple,  en 

supposant  les  angles  en  M  et  en  N  tous  deux  égaux  à  -* 

Alors  A  r=:  —  I ,  A  =:  I,  ct  Ics formulcs  (i  i)  et  (  12)  devien- 
nent 

I  —  dp  I  —  dfi 

Il  = ,  V  —  ■ '-  . 

p^q  p-r-q 

Par  suite,  si  le  côté  ININ  reste  tangent  à  la  conique 

( 1 3 )  A  w-  -f-  '2  B  wp  -+-  C  1-2  _i-  2  D  w  -T-  2  E  p  -h  F  =  o, 

le  sommet  P  décrit  la  conique 

M  A  6/2  —  2 D ^  4-  F  )/î2  ^  •>  [  B  ^2  _(  D  -I-  E  )  d/  ^  F  ]  /?<7 
(i4)         -f-(Gf/2_2Erf-i-F)(72-^2[(A^-B)^  — (D^Ej]/j 
(  —  2[(B-^G)</— (D-i-E)]<7-+-A-h2B-i-G  =  o. 

Quelle  est  la  condition  pour  que  cette  conique  soit  un 
cercle?  Si  nous  écrivons  l'équalion  (i4) 

A>2  ^  2  ^'pq  -t-  G'  72  ^_  2  \yp  ^_  2  E'  ^  -h  F'  =  o, 

nous  savons  (')  que  cette  condition  se  traduit  par  les 

relations 

A'— 2B'+G'=  rf2F', 

D  —  E'=o. 
Mais  ici 

A'-^2B'   -G'=t/HA  — 2B^G), 
D-    E'=  G- A, 
V  ^  \^2B-^C. 


(')  Nouvelles  Annales,  1887;  p.  /49S.  II  faut  remarquer  que,  dans 
la  Note  (juc  nousritODS  ici,  nous  avons  pris  pour  unité  de  longueur 
la  demi-dislance  des  origines,  ce  qui  modilie  légèrcuïenl  la  forme  des 
résultats. 


(  ^"73  ) 
On  doit  donc    avoir 

A  =  C         et         B  =  o, 

c'est-à-dire  que  l'ëquation  (f3)  doit  avoir  la  même 
foimc  qne  l'équation  générale  du  cercle  en  coordonnées 
rectangulaires.  !Nous  avons  fait  voir  (')  qu'une  telle 
équation  représente  l'hyperbole  complémentaire  d'une 
hyperbole  tangente  aux  axes  Au  et  Y^ç. 

Donc,  lorsque  les  angles  .M  et  jN  sont  tous  deux  égaux 

à  7,  la  condition  pour  que  le  lieu  du  soniniet  P  soit  un 
4 

cercle  est  que  V enveloppe  du  côté^YS  soit  une  hyper- 
bole dont  la  complémentaire  soit  tangente  aux  droites 
parallèles  décrites  par  les  sonmiets  M  et  N. 

Nous  pourrions  signaler  encore  bien  d'autres  cas  par- 
ticulieis  dignes  d  intérêt^  nous  nous  bornerons  au  pré- 
cédent qui  fait  bien  ressortir  l'avantage,  pour  la  c[ues- 
lion  qui  nous  occupe,  de  l'emploi  des  coordonnées 
parallèles. 


SIR  LES  SIRFACES  Dl  DEIXIÈME  DEGRE; 

Par  m.   Gh.   BIEHLER. 


INous  nous  proposons,  dans  ce  (jui  suit,  de  chercher 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équa- 
tion générale  du  second  degré  à  trois  variables  représente 
une  surface  du  second  ordre  d'une  nature  déterminée. 


(*)  N°  6G   de   notre   premier   Mémoire  {Nouvelles  Annales.  i885; 

p.   I2l). 
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1.     GoiVDIÏIOlV    PO  un    <>LE    LÉQLAÏIOK    GÉNÉRALE 

DU    SECOND     DKGUl':    REPTIÉSENTK    TJN     CONE. 

Considérons  l'invariant  de  la  ibnclion  homogène  du 


second  dt'çjré  à  quatre  variables  .r,  j  ,  z,  t 


-i- .>.G.r^  4-  ^C'r?  -^'iCzt  ^  D/2, 


a  sa\oir 


A  = 


A 

B" 

B' 

G 

B" 

V 

B 

G' 

B' 

B 

A" 

G" 

G 

G' 

G" 

D 

On  a  identiquement 


et,  par  suite, 


A^2  = 


M 


A 

B" 
B' 

■2  ^  .1 


A 

\V 

B' 

\\". 

B" 

A 

B 

ÎF, 

B' 

B 

A" 

^Fl 

G      G'     G"     |F; 


B" 
A' 

B 


B' 
B 

A" 


2  *    r 


iFV     iFL     F(^,7,^.  0 

Si  l'on  fait,  dans  cette  identité,  Z  i=  i ,  F(jc,j  ,  j,/)  de- 
vient le  premier  membre  de  l'équation  de  la  surface  que 
nous  désignerons  simplement  par  F,  et.  si  Ton  désigne, 
pour  abréger,  par  X,  Y,  Z  ce  que  deviennent  lés  demi- 
dérivées  de  F  par  rapport  à  ï',  r-,-  ,  lidcnlilé  précéd«înte 

devient 

A      B"     ir     \ 

B"      V      15      V 

B'      B       V"     Z 

\       V      /       V 


A  = 


(  575  ) 
l>a  surfacci  coiii(|UL'  du  scîcond  ordic'  est  déliuit;  par  la 
condition  que  son  centre  se  trouve  sur  la  surface.  Soient 
Xo,  ^  Oî  ^0  l<^s  coordonnées  du  centre^  pour  ces  valeurs 

de  X,  j)  ,  2:,  on  a 


X  —  o, 


Z  =  o,         F  =  o; 


le  second  membre  de  l'identité  [)récédente  est  nul  pour 
ces  valeurs  :  on  a  donc 

A  =  o. 


La  condition  A  =  o  est  donc  nécessaire. 

Cette  condition   est  aussi  suffisante^   car,  si  elle  est 
renijdie,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  .^,  J  ,  z, 


o  = 


on  en  déduit 


ÔF 


A  B"  B'  X 

B"  A'  B  Y 

B'  B  A'  Z 

X  Y  Z  F 

A  B"  B'  X 

B"  A'  B  Y 

B'  B  A"  Z 

X  Y      Z  o 


8  désignant  le  dét(îrniinant  du  troisième  ordre 


A      B"    B' 

B"     A'     B 
B'     B      A" 


que  nous  supposons  diOérent  de  zéro. 

F  est  alors  une  fonction  homogène  et  du  second  de- 
gré des  fonctions  linéaires  X,  Y,  Z,  et,  comme  les 
plans  X=o,  Y  =  o,  Z  =  o  se  coupent  en  un  point 
unique,  l'équation  F  =  o  représente  un  cône. 


(  576  )■ 
II.   —   CoKniTiojvs   POUR  QUE  l'éouatio^   gkinérale 

T)U     SECOIND    DEGRÉ    REPRÉSENTE    UK    CYLI2VDRE. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
ré(|uation  géncraie  du  second  degré  représente  un  cy- 
lindre sont 

A  =  o,        0  =  0. 

Elles  sont  nécessaires;  car,  si  l'équation  F  =  o  repré- 
sente un  cylindre,  la  surface  a  une  ligne  de  centres^  par 
suite,  il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  trois  dérivées  de  F  par  rapport  à  x,  j',  z 

X  X  -r-  [JL  Y  -i-  V  Z  =  o  ; 

on  a  doue,  entre  les  quantités  A,  a,  v  (|ui  ne  sont  pas 
toutes  nulles,  les  quatre  relations 

B";x^B'v  r^o, 
A'|JL+B  V  ^  a, 
B  |jn-  A"v  =  o. 
G'!J.-T-G"v  =  o: 


(a) 


par  suite,  les  quatre  déterminants  du  troisième  ordre 
formés  avec  les  coellicients  de  ces  équations  prises  ti'ois 
à  trois  sont  nuls. 

Nous  les  désignerons  par  0,  0,,  o^,  O;,  ;  0  étant  l'inva- 
riant de  la  fonction  homogène  des  trois  variables  x,  j  ,  z 
qui  (igure  dans  F  et  0,,  ôj,  03  les  caractéristiques  du 
troisième  ordre  des  équations  X==:o,Y  =  o,  Z:^ci. 

Si  la  surface  est  un  cylindre,  on  a  donc 

Or  0,  0,,  Oji,  0:j  sont  les  coellicients  de  D,  C^',  C\  Cl  dans 
le  dév(d(>j)p('m(M>t  de  A  suivant  les  ('l(''nH'nts  de   la  der- 


(  ^77  ) 
nîère  colonne;  A  est  donc  nul;  par  suite,  les  coudilions 
A  =  o,  0  ■=  o  sont  nécessaires. 

Ces  conditions  sont  suffisantes. 

En  eiïet,  des  relations  A  =  o,  o  =  o  on  déduit 


A 

B' 

B' 

G 

B" 

A' 

B 

G' 

B' 

B 

A" 

G" 

G 

G' 

C" 

o 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction 
homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  C,  C,  C^'  et 
de  la  forme 

aC2-f-a'G'2-^a"G"2-+-2^^G"G'4-2^'CG"-f-2p/G'C=:  o; 

les  coefficients  a,  c/.\  7/',  [3,  [îi',  [j"  sont  les  éléments  du 
déterminant  adjoint  de  ù.  Or,  par  liypotlièse,  0  =  0; 
par  suite,  les  mineurs  du  second  ordre  du  déterminant 
adjoint  sont  tous  nuls;  on  a  donc 


a[3     --^'3"  =  o, 


a' a"—  p2  =0, 

ces  mineurs  étant  ceux  de  l'invariant  de  la  fonction  ho- 
mogène en  C,  C,  G'^,  il  s'ensuit  que  cette  fonction  ho- 
mogène est  un  carré  parfait. 

Cette  fonction  est,  par  suite,  le  carré  de  l'une  quel- 
conque de  ses  dérivées  par  rapport  à  C,  C,  O' -^  la  fonc- 
tion étant  nulle,  les  trois  dérivées  sont  nulles;  on  a  donc 

a  G  +  ^"G'+P'G"=o, 
p"C_^a'G'^-.  ^  G"=o, 
^'G-i-^  G'-i-a"G"=o. 

Ces  trois  équations  ne  sont  autres  que  ô,  =  0,  00  =  o, 
03=0;   les  quatre  équations  (a)  sont  donc   satisfaites 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VIII.  (Décembre  1889.)     3^ 
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pour  des  valeurs  de  A,  a,  v,  non  toutes  nulles;  par  suite, 
il  existe,  entre  les  dérivées  X,  1 ,  Z,  la  relation  identique 

XX-H  jjlYh-vZ  =  o; 

la  surface  est  donc  un  cylindre. 


m.  —  Condition    pour  que  l'équation  générale  du 

SECOND      DEGRÉ      REPRÉSENTE      UN       SYSTEME       DE      DEUX 
PLANS. 

11  faut  exprimer  d'abord  que  la  surface  est  un  cylindre, 

d'où 

A  =  o,         o=o; 

il  faut  ensuite  que  les  traces  de  ce  cylindre  sur  chacun 
des  trois  plans  di;  coordonnées  soient  un  système  de  deux 
droites. 

On  obtient  ainsi  les  trois  relations 


A'    B      G' 
B      A"     C" 

G'     G"     D 


=  o, 


A      B'     C 
B'     A"     G" 

G      G"     D 


=  o, 


A      B'     G 
B"     A'     G' 

G      G'     D 


=  o, 


ce  que  l'on  peut  écrire  d'une  manière  j)lus  sinqilc 


01 


âX' 


o, 


Les  conditions 


\  =  o, 

0   - 

=  o, 

r)A 

.A  =  "' 

àA' 

=  o, 

()A 

=  o 


sont  évidennnent  sullisanles  pour  que  Técpialion  ]•' =  o 
représente  un  système  de  deux  plans. 

11  est  aisé  de  monirer  que  ces  conditions  se  ramènent 


(    -^ 

7.9  ) 

>  trois 

('(jual 

ions 

dislin 

Mes 

A    :^ 

=  «1 

0   = 

0\   "" 

0\ 

'    dX' 

Pour  le  faire  voir,  nous  allons  établir  que,  sous  la  con- 
dition A  =:  G,  on  a,  entre  les  mineurs  de  A,  les  relations 


dÂ  âX' 
01  ()1 
à 

âÂ7'  dX 


I    01  \^ 


=  o, 


2    âïr 


<)\        01 


01 


1  .  .     ,       f^A  C'A  (^A 

(jui  montrent  que  les  trois  quantités  -7-,   —r-.,   — -r,  sont 

^  ^  aA      6/A       0\ 

de  même  signe  et,  par  suite,  sont  nulles  toutes  les  trois, 
lorsque  leur  somme  est  nulle. 

Soit    (")    le    déterminant   adjoint  du    déterminant   A, 


( :'est-à-dir(^  le  déterminant  dont  les  éléments  sont 


01       01       01       i    01  ,  ,  . 

M''   TV"'   W)'   ~  7ÏÏ'    '"''  T^^^  nous  désignerons,  pour 

abréger,  par  <7,  «',  a'\  r/,  Z>,  />>',  //,  c,  c',  c'^;  on  aura 


a  b"  h'  c 

b"  a'  b  c' 

b'  b  a"  c" 

c  c'  c"  cl 


En  faisant  le  produit  de  0  par  le  déterminant  8,, 


Oi 


1000 
0100 

ir    D    A     c 

c     c    G"     D 


il  viendra 


00, 
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a      h"  b'  c 

h"     a'  b  c' 

o       <)  A  o 

()       o  <)  A 


I 


ou 


comme  0  ==  A%  l'égalité  précédente  devient 

A3  01=  (<rm'— 6"2)A2 
A0i=  {aa'—  b"'-). 
Si  donc  A  =  o,  on  aura 

a  a' —  b'  -  =  o. 


Or 


a' 


~   -1  OW" 


par  suite, 


âX  ÔX'        \2  OB')    ~^' 


On  établirait  de  la  même  manière;  les  deux  autres  rela- 

0\     d\      dl  1         . 

tions,  ce  qui  montre  que  vr  '  jY'^   TV  ^^^^^  ^^^  même  signe, 

et,   par  suite,   si  leur  somme  est  nulle,  chacune  de  ces 

quantités  est  nulle. 

Al 

Toutefois,  pour  afiiiiner  que  les  trois  quantités  —  > 

Y7i>  -rv7'  sont  dc  iiième  signe,  il  faut  que  les  trois  mi- 
dA      C'A 


neurs 


d\  ô\  r)A 

on'    ôïv'    ôïy 


ne  soient  pas  nuls  à  la  fois;  si  on  les  suppose  nuls,  deux 

,  .    ,    ()\     01      ()\  ,,  .        , 

des  quantités  — ri  -^r-,»  vn;  sont  nulles,  cl,   ])ar  suite,  la 

^  <f  \      <).\      OA  *■ 


condition 


()\ 


0\ 


01 


OA        OX'        0\" 


— T    „     =    O 


(  •>«'  ) 

entraîne  la  nullité  des  trois  quantités 


d\         01         d\ 


Remarquons  que  les  conditions  précédentes  entraînent 
la  nullité  de  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre  de  A. 


IV.   —  Condition  pour  que  l'équation  générale 

DU     SECOND    DEGRÉ    REPRÉSENTE     UN     PARABOLO'lDE. 

On  sait  que  cette  condition  est 

0=  o. 

Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 


V.  —  Condition  pour  que  l'équation  générale 
DU  second  degré  représente  un  cylindre  parabolique. 

Il  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que  la  fonction  homogène 
du  second  degré  aux  trois  variables  x,  y,  z  qui  figure 
dans  F  soit  un  carré  parfait.  On  sait  que  les  mineurs  du 
second  ordre  de  l'invariant  o  sont  nuls  dans  ce  cas,  et 
ces  conditions  sont  suffisantes. 

Il  est  aisé  de  montrer  que  les  six  égalités  qu'on  obtient 
ainsi  peuvent  être  r(Mnplacées  par 

^  do  do  do 

'="'       5S  ^  dÂ' -"  5V' =  "• 
On  a  en  effet  les  identités 

dA  dA'       [■2  dB")  ~       '^' 

Aô, 

A'o, 


do     do 

dA'  dA' 

udoy 
\',  dw) 

do     Oo 

/i     do^ 

dA"  dA 

\:>.  dB'j 

(  58..  ) 
qui  nous  montrent  que  les  eonditions 


I 


ùo 

do 

ào 

0  =  o, 

ox-^ 

ô\- 

-t- 

ÔX'  =  '' 

entraînent 

r)0 

dZ 

dZ 

^Tv=^' 

â\'  ' 

=  o, 

dV  =  "' 

avec 

do 

à?. 

^0 

dB=''^ 

dB' 

=  o, 

^B"  =  ^- 

Les  deux  équations 


âZ  t)o  do 


()\        OA'        <)\" 

équivalent  à  trois  conditions  distinctes  entre  les  coeffi- 
cients. 

VI.    CoNDlïlO:V     POUR    QUE    L  ÉQUATION    GÉNÉRALE     DU 

SECOND    DEGRÉ   REPRÉSENTE   UN    SYSTEME  DE    DEUX  PLANS 
PARALLÈLES. 


Il  faut  d'abord  que 


âo  do  do 

d\'^d\''^d\"^  ''' 


car  l'équation  d'un  système  de  deux  plans  parallèles  est 
nécessairement  de  la  forme 

(ax  -h  by  H-  cz)-  -{-  '?.\{ax  ->r  by  +  c ^ )  -h  [x  =  o, 

L'ensemble  homogène  des  termes  du  second  degré  est 
donc  un  carré  parfait.  Il  faut  exprimer  de  plus  que  les 
traces  de  la  surface  sur  les  pians  de  coordonnées  sont  un 
système  de  deux  droites;  il  faut  donc  ajouter  aux  condi- 
tions précédentes  les  conditions  nouvelles 

(^A  d^  dl 
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qui  entraînent 


r)l  f)l  âl 


Il  reste  à  démontrer  que  les  eonditions 


c»  =  o,  — r 


-h 

00 

-4- 

^  o, 

01 

-h 

-+- 

=  0, 

sont  suflisan tes.  Cela  est  évident,  car  si  les  deux  pre- 
mières équations  sont  satisfaites,  la  surface  est  un  cy- 
lindre  parabolique;   ces  conditions  entraînent   A  =  o  ^ 


par  suit 

e,  SI 

âl        à\         ô\ 

dX    '    (^A'    '    ÔX" 

=  o 

les  trois  déterminants 

dl  d\  â\ 

ôX'  dX''  ÔAJ' 

sont  nuls^  les  traces  de  la  surface  sur  les  trois  plans  de 
coordonnées  sont  donc  des  systèmes  de  droites  parallèles. 
La  dir<*ctrice  du  cylindre  parabolique  est  alors  un  sys- 
tème de  deux  droites  parallèles  et  le  cylindre  se  réduit  à 
deux  plans  parallèles. 

Les  tiois  équations  précédentes  équivalent  à  cinq  con- 
ditions distinctes. 


VIL  —  Condition  pour  que  l'équation  générale 

DU   SECOND  DEGRÉ  REPRÉSENTE    UN   PLAN    DOUBLE. 


Il  faut  d'abord  que  les  trois  équations 


C)  ^=  o.  -f-  — -    — t—  —     ^^=  o 

OX        âX'  ^  âX"  ' 


ào  ()o  do 

)X  ~^  âX'  "^  âX" 
f)\  ÔX  r)\     _ 
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soient  satisfaites;  il  faut  ensuite  exprimer  que  l<is  traces 
de  la  surface  sur  les   trois   plans   de   coordonnées  sont 
des  droites  doubles. 

Il  est  aisé  de  voir  cju'aux  conditions  précédentes  il  faut 

ajouter 

^2  A  (Pi       d^X 

=  o. 


dXdX'        âX'ôX"  ôX"âX 

Pour  le  démontrer,  clierclions  la  trace  de  la  surface 
sur  îe  plan  des  xv  ;  son  équation  est 

Aa72  4_  a'jk2  h_  ç,  b"^7  -t-  9Xa^  -h  2  G>  +  D  =  o  : 

il  faut  exprimer  que  cette  équation  r  eprésente  une  droite 
double. 

Puisque  nous  avons  cleja  yrj,  =  o,  cette  équation  re- 
présente un  système  de  deux  droites  ;  ces  deux  droites 
sont  parallèles  puisque —7,  est  aussi   nul-,  il  faut  enfin 

(pie  les  traces  de  ces  droites  sur  les  axes  soient  confon- 
dues pour  que  les  deux  droites  soient  elles-mêmes  con- 
fondues ;  on  a  ainsi 

G2— AD  =  o.         C'2- A'D  =0. 

les  é{^alités  ne  sont  autres  (juc 

ôi\     _  '^--^     _ 

Mais  si  la  somme 

r)2  A  <P  A 


est  nulle,  avec 


flVâX'       r)X"OX 


0\ 


rjiacmic  rie  co  fjiiaiililés  rsl  nnlic. 
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Cela  résulte  en  effet  de  T identité 

r)2A      (n^        / 1     fn^   y _      ô\ 
le  second  menribre  étant  nul,  les  deux  quantités 

c^2A  ()2A 

dA"âA'  ^ÂVÂ 

sont  de  même  signe,  et  par  suite,  si  leur  somme  est  nulle, 
chacune  de  ces  quantités  est  nulle,  et  cela  a  lieu  encore  si 

d-  A 

est  nul. 


()X"dB" 

Comme  on  en  dirait  autant  des  traces  de  la  surface  sur 
les  autres  plans  de  coordonnées,  les   trois  déterminants 

^'i^      ^'-^      d^à 
d\"dX'  dAdX"  ôàJIX 

sont  de  même  signe  et,  si  leur  somme  est  nulle,  chacun 
d'eux  est  nul^  la  propriété  précédente  subsiste  encore  si, 
dans  la  démonstration,  on  suppose  nuls  les  déterminants 

analoerucs  a    ,, ,,  ,,^,,:  Ja  condition 

^■^^  r)2A  02  A 


ôM'àA'       ^\â\"       ÔX'ÔA 

entraîne  donc  la  nullité  des  trois  déterminants. 

Les  conditions  précédentes  sont  évidemment  suffi- 
santes. 

Pour  que  l'équation  générale  du  second  degré  repré- 
sente un  plan  double,  il  faut  et  il  suffit  donc  (|ue  l'on  ait 


o. 


do           d^ 

^0 

02A          ,           D2 

A 

(^2  A 

^  f)X"<)\  ~ 

dAdX'    '    d\'> 

r)A" 

Ces  équations  équivalent  à  six  conditions  dislincles. 
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SOLUTION  DE  LA  QIESTIO^  1590; 

Par  m.  le  Capitaine  BARISIEN. 


1 


A  étant  le  lieu  des  pôles  d' une  droite  D  par  rapport 
à  un  sjslème  de  coniques  liomojocales,  trouver  le  lieu 
des  points  de  rencontre  de  D  et  de  A,  lorsque  D  pivote 
autour  d' un  point  fixe.  (H.  Valdo.) 

L'équation  général(3  d'un  système  de  coni(|ues  lionio- 
l'oeales  est 

(0 


Soit 

l'équatiou  de  la  droite  D, 

Cherchons  d'abord  le  lieu  A  des  pôles  de  la  droite  D. 
La  polaire  d'un  point  (X,  Y)  a  pour  équation 

(3)  J^^J^=,. 

Identifions  (2)  (ît  (3),  il  vient 

Kn  éliminant  A  enlic  ces  deux  relations,  ou  Noit  (pjc 
\v  lieu  A  est  une  droile 

(  î  )  A\  —  RY  =  ^2-  h^      vK 

perpendi<ulair-e  à  la  dioilc  I). 
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Si  la  droite  D  pivote  autour  d'un  point  fixe  (a,  [j),  on 
a  la  relation 

(5)  Ap  +  Ba  =  AB. 

Pour  avoir  le  lieu  des  points  de  reneontie  de  D  et  de  A, 
il  faut  éliminer  A  et  B  eutie  l'équation  (5)  et  les  deux 
suivantes 

(6)  Aj-4- B^-=  AB, 

(7)  A:r  —  Bj  =  C-. 

En  retranchant  (5)  et  (6),  on  a 

A(j  —  p)  +  B(x  —  a)  =  o. 

En  combinant  cette  dernière  équation  avec  (7),  on  en 
tire  A  et  B 

*  —  J>  —  ■ 


x-{a;  —  a)-^y(y  —  '^)  x{.t  —  a) -^  y(y  -  i^  ) 

En  portant  ces  valeurs  de  A  et  Bdans  l'équation  (5), 
on  a  pour"  l'équation  du  lieu 

{^x  —  oLy)[x{.T  —  ce)  -\-y (y  —  [3)] -h  c2(.^  —  3c)(jk  —  p)  =  o. 

Cette  courbe  du  quatrième  degré  est  une  stroplioïde 
oblique  ayant  le  point  donné  pour  point  double  et  son 
asymptote  parallèle  à  la  ligne  joignant  ce  point  au 
centre  des  coniques. 

L'équation  de  cette  asymptote  est.  du  reste, 

1/    —    7'  —i— , 


(  588  ) 
TABLE  DES  MATIÈRES  PAR  ORDRE  MÉTHODIOIE 

(TOME  VIII,  3«  SÉRIE). 


Algèbre. 

Pages. 

1 .  Sur  le  nombre  des  racines  communes  à  plusieurs  équations 

simultanées;  par  M.  Emile  Picard 5 

2.  Note  sur  un  point  de  la  théorie  dis  séries;  par  M.  Auguste 

Gutzmer 22 

3.  Sur    les   équations   réciproques;    par   M.    Cit.   de   Combe- 

rousse 2- 

4.  Sur  deux  déterminants  numériques;  par  M.  G.  Fouret... .       82 

5.  Nouveau  théorème  sur  les  progressions  arithmétiques;  par 

M.  Joseph  Joffroy 8j 

G.   Sur  certaines  moyennes  arithmétiques  des  fonctions  d'une 

variable  complexe;  par  M.  A.  Gutzmer loi 

7.  Problème  donné  au   concours  général  en   187^;  par  M.  L. 

Lefèvre 1 58 

8.  Sur  les  approximations  numériques;  par  M.  Guyou i65 

y.   Sur  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions 

simples;  par  M.  F.  Jamet 228 

10.  Théorie  élémentaire  des  fractions  dégagée  de  toute  consi- 

dération impliquant  soit  la  subdivision  de  l'unité  abs- 
traite, soit  l'intervention  des  grandeurs  concrètes.  — 
Son  application  à  la  spécification  mathématique  de  ces 
dernières;  par  M.  Ch.  Aféray V>i 

11.  Sur  les  équations  auxquelles  conduit  le  problème  de  la  di- 

visit)n  des  arcs  en  Trigonométrie;  par  M.  Ch.  Biehler.     55^ 

Géoniclrie  pure. 

12.  Sur  quelques  problèmes  de  Géométrie  descriptive  concer- 

nant les  surfaces  gauches  du   second  degré:  par  M.  G. 

Fouret Sj 

l;].   Solution  géométrique   des  questions  données   au  concours 

pour  l'Ecole  Polytechnique  en  i88i;  par  M.  Farjon....      1S7 

14.  Sur  les  cubicjues  nodales  circulaires:  par  M.  A.  Servais..     197 

15.  Solution  géométrique  de  la  question  proposée  au  Concours 

général  en  1889 ;  par  M.  G.  Lcinekugel 288 

10.    Dénionslralion  du  théorcnic  d(^  Pascal:  par   M.  Alexandre 

Henoii Î07 


(  589  ) 

l'aies. 

17.  Sur  un  dcplacemenl  parLiciiIicr  d'une  figure  de  forme  inva- 

riable; par  M.  A.  Mannhe'un 3oS 

18.  Noie  sur   un    syslènie  de    courbes  planes;   par   un  Ancien 

Élève  de  Mathématiques  spéciales 325 

19.  Conslruire  les  axes  d'une  ellipse  dont  on  donne  deux  dia- 

mètres conjugués;  par  un  Ancien  Élève  de  Mathémati- 
ques spéciales 029 

20.  Sur  les  polyèdres  ;  par  iM.  C.  Bourlet 366 

21.  Intersection  d'une  droite  et  de  la  surface  réglée  définie  par 

trois  directrices  rectilignes;  par  M.  L.  Lefèvre 889 

22.  Solution  géométrique  de  la   deuxième  et  de  la  quatrième 

partie  de  la  question  proposée  aux  candidats  à  l'École 
Polytechnique  en  1889  ;  par  M.  E.  Borel 609 

23.  Géométrie  du  compas;  par  M.  /.  Co/e^fe 5 ta 

24.  Sur  le  déplacement  d'une  droite;  par  M.  Balitrand 5^6 

25.  Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Pascal  donnant  neuf 

points  en  ligne  droite  ;  par  INI.  Auhert 529 

(jéoiiiélric  analytique  à  deux  (liiiiciisioiis. 

26.  Sur  les  points  d'intersection   d'une  conique   fixe   avec    une 

conique  mobile  passant  par  deux  points  fixes;  par  M.  P. 
Appell 4'*^ 

27.  Étude  géométrique  d'une  famille  de  coniques;  parJM.  Charles 

Fahry 56 

28.  Sur  le  lieu  des  foyers  des  coniques  qui   passent  par  quatre 

points  d'un  cercle  ;  par  M.  H.  Faure 98 

29.  Note  sur    la    question   du   Concours  général  de  Mathéma- 

tiques spéciales  en  1888  ;  par  M.  Lemaire 243 

30.  Solution  analytique  de  la   question  proposée  au  concours 

en  1889;  par  M.  G.  Leinekugel 298 

31.  Concours  général    de    1889.  —  Autre  solution;   par  M.  E. 

Marchand 33 1 

32.  Solution    de  la   question   proposée  pour  l'admission  à  l'É- 

cole Polytechnique  en  1888;  par  M.  Lemaire 391 

33.  Généralisation  de  la  question  proposée  pour  l'admission  à 

l'École  Polytechnique  en  1S74;  par  M.  Emile  Borel 49^ 

34.  Concours  d'admission  à  l'École  Polytechnique  en  1889;  par 

jNJ .  /.  Lemaire 5o3 

35.  Tangente    en    un    point   d'une    courbe    remarquable;    par 

M.  /.  Pomey 527 

36.  Une  application    des  coordonnées    parallèles;    par  M.  M. 

d'Ocagne 568 

37.  Solution  de  la  question  159U  ;  par  M.  Barisicn 586 


(   '^9^^  ) 


(iéoniélric  analytique  à  trois  diiiiensioiis. 

l'aies . 

.38.   Longueur  [des  axes   du  ne  section   plane   d'une   qiiadriquc, 

en  coordonnées  ol)liqucs;  par  M.  Etienne  Pomey SfS 

39.   Élude  du  complexe  proposé   au  Concours  général  de  i885: 

par  M.  E.  Marchand 122  et     ^01 

iO.   Sur    les    plans    diamétraux  dans  les    surfaces     du    second 

ordre  ;  par  M.  Ch.  Biehler 247 

41.  Solution  de  la  question  proposée  au  concours  d'agrégation 

des  Sciences  mathématiques  en  1888;  par  M.  Gambey...     342 

42.  Sur  les  cubiques  gauches;  par  M.  Balitrand 620 

43.  Sur  le  plan  asymptote  et  les   cylindres  asymptotes  d"ur>c 

surface  ;  par  M.  Ch.  Biehler 535 

44.  Sur  les  surfaces  du  deuxième  degré;  par  M.  Gh.  Biehler  ..     57.3 

Calcul  différentiel  et  inté«Tral. 

4.T.   Iù[uation   générale  des    surfaces    réglées    dont   la  ligne   de 
striction  satisfait  à  certaines  conditions;  par  M.  E.  Anii- 

^"^•^ ; 77 

46.  Sur  lu  transformation  orihotangentielle;  par  .M.  E.  Cesaro.     ii<i 

47.  Sur    I  intégrale    /       cot(.r  —  (x)dx;   par    M.    Gonies   Tei- 

xeira 1 20 

48.  Sur  le   développement  en   séries  des  fonctions  implicites; 

par  M.   Worontzoff i  '|(» 

49.  Solution  de  la  question  1570;  par  M.    Worontzoff i'\\ 

50.  Sur   l'invariant    diflërentiel    des    figures  congruentes;    par 

M.  ./.  Andrade 1 5o 

51.  Sur    l'addition    des    intégrales     elliptiques    de    première, 

deuxième  et  troisième  espèce;  par  M.  Dolbnia io\ 

.52.   Sur  les  lignes  de  courbure   de  l'ellipsoïde  et   les  systèmes 

orthogonaux  du  second  ordre;  par  M.  de  Salvert .i\\ 

5.3.   Sur  deux  théorèmes  curieux  signalés  par  M.  Poincaré;  par 

M .  Andrade z  .  .    435 

54.  Hemarques  sur  les  surfaces  gauches;  par  M.  E.  Cesaro...     W'-t 

55.  Sur  l'analogie  entre  les  fonctions  ellipliqurs  et  Irigonomi'-- 

Iriques ;  par  M.  J.  Dolbnia '|5f) 

5().   Sur  un  passage  de  la  théorie  analyli(|ii('  d<>  la  chaleur:  par 

M.   T.-J.  Stieltjes 4;i 

57.    Note  sur  ré(|uation  d'ICnler  «M    de   l'oisson  :    par   M.  Lucien 

Lévy 545 

5S.   Calcul  de  la    capacité  élcclrostalicjue  de  deux  fils  télégra- 

phi(jucs  parrillèles :  par  M    J.-B.  Poniey '«''i 


(  5.).   ) 
^lécaniqiie. 

I';il,'es. 
59.   Note  sur  la  question  de  Mécanique  proposée  au  concours 

d'agrégation  en  1887;  par  M.  de  Saint-Germain i3 

GO.   Démonstration   d'une  formule  relative  à  la  capillarilc- ;  par 

M .  Lucien  Lévy 1 1 1 

Gl.   Lieu  des  points  d'un  solide  qui  partagent  avec  le  centre  de 

gravité  l'une  de  ses  propriétés  dynamiques;  par  JNI.  A.  de 

Saint-  Germain 1 38 

G2.   Potentiel  d'un  ellipsoïde  homogène  ou  composé  de  couches 

homogènes    concentriques,  dont   la    densité   varie    d'une 

couche  à  l'autre;  par  iM.  A.  Astor 2.33 

G3.   Sur  le    problème   de   Clebsch.   Théorie    de    l'élasticité  des 

corps  solides,  §  39  à  42;  par  M.  Fontaneau '^78 

Sujets  de  composilioii  donnés  à  divers  concours. 

Gi.   Concours  d'admission  à  l'École  Polytechnique  en  1888 27,5 

G5.   Concours  général  de  1888 277 

63.  École  forestière  (  concours  de  1888  ) 279 

67.  Agrégation  de  l'Enseignement  secondaire  spécial  (concours 

de  1887  ) 280 

68.  Concours  pour  les  bourses  de  licence  (Toulouse,  188S)  ...  aSa 

69.  Concours  d'admission  à  l'École  navale  (1888) 283 

70.  Concours  d'admission  à  TÉcole  spéciale  militaire  (1888)...  285 

71.  Concours  d'admission  à  l'École  Normale  supérieure  en  1888.  286 

72.  Concours  d'admission  à   l'École  Centrale  en   1888 3oi 

73.  Concours  d'admission  à  l'École  Polytechnique  en   1889....  ^'^i 

Mélanges. 

74.  Errata  aux  Tables  de  logarithmes  de  Schnin 2^6 

75.  Errata  aux  Tables  des  quarts  de  carrés  de  /.  Blater. ....  287 

76.  Publications  récentes \\o 

77.  bibliographie 54 1 


(  592  ) 

TAULE  DES  AITEIRS  PAR  OIIDUE  ALPIlAHÉriQLE 

(TOME  Mil,  3«  SÉHIE). 


Amigues  (E.),  45. 
Andradez  (J.),  50,  5.'j. 
Appell  (P.),  2G. 
Astor  (A.),  62. 
Aubert,  25. 
Balitrand,  21,  42. 
Harisien,  37. 
Biehler  (Gh.),40,  43,  44. 
Blater  (J.),  75. 
Borel  (E.),  22,33. 
Bourlet  (C),  20. 
Cesaro  (E.),  46,  54. 
Colette  (J.),  23. 
Combcrousse  (Ch.  de),  3. 
Dolbnia  (J.),  51,  55. 
Fabry  (Gh.),  27. 
Farjon,  13. 
Faure  (H.),  28. 
Fontaneau,  63. 
Foiiret  (G.),  4,  12. 
Gambey,  41. 
Gutzmer  (A.),  2,  6. 


Guyou,  8. 
Jamet  (V.),  9. 
.lofTroy  (J.),  5. 
Lefèvre  (L.),  7,  21. 
Leinekugel  (G.),  15,  30. 
Lemaire,  29,  32,  34. 
Lévy  (  L.),  57,  60. 
Mannheim  (A.),  17,  18,  19. 
Marchand  (E.),  31,  39. 
Méray  (Ch.),  10. 
Ocagne  (M.  d'),  36. 
Picard  (E.),  1. 
Pomey  (J.),  35,  38,  58. 
Bcnou  (A.),  16. 
Saint-Germain  (de),  59,  GI. 
Sa! vert  (de),  52. 
Schron.  74. 
Servais  (A.),  14. 
Stieltjes,  56. 
Teixeira  (G.),  47. 
Woronlzofr,  48,  49. 


(On  a  mis  à  la  droite  de  chaque  nom  d'auteur  les  numéros  de  la 
Table  précédente  auxquels  il  faut  se  reporter  pour  trouver  les  titres 
des  Mémoires  et  l'indication  des  pages  correspondantes.) 


IV'JTô        Paris.  -  Iiiipr.  CAUTimCnVIMAnS  tT  Fil. S  quai  .les  f.ran.ls-AuffUsHns.  W. 


1 


/  -^.>r" 


là^ 


W   \ 


HKCS 


-^ 


ï^' 


x>^ 


QA 

1 

N8 


Nouvelles  annales 
de  mathématique; 


A^jèd  ScL 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 

UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


^^'^  ' 


■  ■■■  V--:  ^  1 


,  t'.    H 


r  l 


^   ^.^ï- 


^  ^ 


i^y<^ 


ï'*^..'^' 


•i^";-  • 


f       • 


di-  P 


.     ^  Jîv 


%'A6»r<*   f    '' 


^---k 


